Notatki do ¢wiczen z Mechaniki Klasyczne;j
Wojciech Niedzidtka

2 Dynamika

Zad. 6

Niewazkie cialo o masie m 1 predkosci poczatkowej v, porusza si¢ pod dziataniem sity oporu F = au”g.

Znalez¢ ruch, zasieg ruchu i czas trwania ruchu.

Rozw. 6

Niewazkie ciato w konteksScie tego zadania oznacza, ze nie dziala sita grawitacji (jedyna sita to sita oporu).

Postuzmy si¢ II zasada dynamiki Newtona
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(2.1)

Intuicja podpowiada, ze ruch pod wptywem wytacznie sity oporu bedzie odbywat si¢ po prostej. Istotnie,
sifa bedzie stale rownolegta do wektora predkosci i nie bedzie miata sktadowej normalnej, zatem nasze
ciato nie bedzie "skrecac". Mozemy wprowadzié uktad wspéirzgdnych, w ktorym @ = aé, , 0 = vé,

(zwrot dobieramy tak, ze v(0) = v, > 0). Dostajemy wtedy rownanie

dv a ,
—=a=—v
dt m
Mozemy je rozwiazacé dzielac przez v" by otrzymac
_,dv o«
v — = —
dt m

Jesli scatkujemy teraz nasze rOwnanie po czasie i dokonamy zamiany zmiennych, otrzymamy
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Mamy r6zne przypadki w zaleznosci od wartosci n.
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Przypadek I, n < 1. Nasze rozwiazanie przybiera postaé

o(t) = \/ o (=) 2.5)

Calkujac po czasie otrzymujemy droge pokonang w czasie ¢

s(t) = / v(t)dr = / ‘”K/U(;”H +(1 - n)gTdT =
0 0 m
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(2.6)

gdzie y, = 0™,y = v+ (1 - n)%t

Poniewaz rozwazamy n < 1 bedziemy tu stosowaé wzor dla n # 2, ale mamy juz wzor do dalszych
podpunktéw. Ruch ten bedzie trwat do 7, kiedy predkoS¢ wyniesie zero. Daje nam to warunek v, ,, = 0,
poniewaz —n + 1 > 0, oznacza to ze argument pod pierwiastkiem musi by¢ réwny zero

—n+1 a m —n+1
+(1-mZt =0 = 1, =—" 2.7
UO ( n)m max max (n _ 1)(1 U() ( )

Widzimy ze ten warunek bedzie spetniony dla dodatnich czaséw tylko jesli a < 0

Przypadek Ia, n < 1ia < 0. W tym przypadku nasze cialo si¢ zatrzyma po czasie t,,,, pokonujac droge

S(tmax)
to= %U(;"H (2.8a)
n— (04
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Smax (2—n)a< f Yo 2—ma’? 2 —nya (2.8b)

Wykorzystalismy tu y, = 0.

Przypadek Ib, n <1ia > 0. W tym przypadku nasze cialo si¢ nie zatrzyma. Czynnik (1 — n)a we
wzorze (2.5)) jest dodatni, wigc predkosé bedzie rosnaé i ciato nigdy si¢ nie zatrzyma. Jest to intuicyjny
wynik, bo sita oporu zatrzyma ciato tylko jesli jest skierowana w druga strong niz predkosé, adla a > 0
jej zwrot jest zgodny z predkoscia.

Przypadek Ic, n < 11« = 0. W tym przypadku mamy ruch ze stalg predkoscia, przyspieszenie wynosi
zero. Wzor (2.5) daje nam stata predkosc, a droga nie jest dana wzorem (2.6)), bo bez zaleznosci od czasu
nie mozemy uzasadni¢ podstawienia w calce, zamiast tego jest ona rowna s(¢) = v,t. Cialo nie zatrzyma
si¢ w tym przypadku.

Przypadek II, n > 1. Wzory (2.5) i (2.6) na predkosc i droge dalej sa poprawne, wigc mozemy ich uzyé
do analizy problemu

Przypadek ITa, n > 11 a < 0. Warunek zakoniczenia ruchu to dalej v, ,, = 0, ale poniewaz —n+ 1 < 0

. . . . n 1 .
nie oznacza on ze argument musi by¢ zero. Dla —n + 1 < 0 mamy *\1/; = ——, wigc warunek

\—n+l\\/;’

zerowej predkosSci oznacza, ze argument musi by¢ nieskonczony. Nie jest to mozliwe do osiagnigcia w

max



skoiczonym czasie, ale poniewaz (1 — n)a > 0 argument pierwiastka dazy do nieskoriczono$ci, wigc
predkos¢ dazy do zera.

fax = ©0 (2.9)

max
Droga przebyta przez cialo moze zosta¢ uzyskana przez wzigcie granicy t — co wzoru . Zauwazmy,
ze lim,_, ., y, = co i pamigtajmy o tym, ze dla 2 —n < 0 mamy do czynienia z —- ln\l/_ wiee y 7 dazy
do skonczonej wartosci tylko jesli (2 — n)/(1 — n) < 01 w takim wypadku dazy do zera

-
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) (2.10)

w pierwszych dwoch przypadkach wspotczynniki stojace z przodu sa dodatnie, wigc nasza granica to co, a
nie —oo, co bylo spodziewane przy dodatniej predkosci. Zauwazmy, ze tylko jesli n < 2 zasieg ruchu jest
skoriczony, ma to fizyczny sens, poniewaz jesli n jest duzy sita oporu spada bardzo szybko z predkoscia
(dla n = 10, dwukrotnie mniejsza prgdkoS¢ oznacza tysiackrotnie mniejsza sil¢ oporu), wigc predkosé
bardzo powoli spada do zera i przebyta droga jest nieskoriczona. Nasze rachunki pokazuja, ze n = 2 to
przypadek graniczny.

Przypadek IIb, n > 1ia > 0. W tym przypadku nasze cialo si¢ nie zatrzyma. Czynnik (1 — n)a we
wzorze (2.5) jest ujemny, wigc argument pierwiastka w skoficzonym czasie 7, = #U&”“ osiagnie
warto$¢ zero, a poniewaz mamy do czynienia z wyrazeniem gdzie podnosimy go do ujemnej potegi,
otrzymamy nieskoniczong predko$¢ w tym skoriczonym czasie. Jest to intuicyjny wynik, bo sita oporu
zatrzyma cialo tylko jesli jest skierowana w druga strong niz pr¢dkosé, a dla @ > 0 jej zwrot jest zgodny

z predkoscia.

Przypadek Ilc, » > 11 a = 0. W tym przypadku mamy ruch ze stata predkoscia, przyspieszenie wynosi
zero, ten przypadek jest w petni analogiczny do Ie. Wzor (2.5)) daje nam stata predkosé, a droga nie jest
dana wzorem (2.6)), bo bez zaleznosci od czasu nie mozemy uzasadnic¢ podstawienia w catce, zamiast tego
jest ona réwna s(f) = v,t. Cialo nie zatrzyma si¢ w tym przypadku.

Przypadek III, n = 1. W tym wypadku nasze rozwigzanie przybiera postac
v(t) = vyen’ (2.11)

Widzimy, ze dla @« > 0 predkos¢ bedzie niemalejaca, wigc ruch nigdy si¢ nie zatrzyma, podobnie jak w
poprzednich przypadkach dlaa > 0ia = 0.

Przypadek IIla,n = 11 a < 0. Dla @ < 0 predkos¢ bgdzie spadad, ale nigdy nie wyniesie zero w skonc-
zonym czasie. Podobnie jak w przypadku Ilaz , = oo 1 musimy rozwazyC granice lim,_  s(¢). Obliczmy
najpierw s(f)
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Zasigg ruchu jest rowny (pamigtajac, ze a < 0)

. . Uy oy Vo
lim () = lim —<em — ) =27 2.13)
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Podsumowanie. Zaobserwujmy, ze mozna ujac nasze wyniki w prostym wzorze. Czas f_,, do zatrzyma-
nia ciata i zasi¢g ciata s, dla @ < 0 sa réwne

o {#vg”“ jeslin < 1 (2.14a)
e 0 jeslin > 1

o {—#ug—" jeslin <2 0.140)
" 0 jeslin >2

w przypadku a < O cialo zawsze si¢ zatrzyma (dla 7,,, = oo predkoS¢ dazy do zera gdy czas dazy
do nieskonczonosci, cialo moze si¢ zatrzymac na skoriczonej drodze, badZ nieskoniczonej). Dla a > 0
predkosc jest niemalejaca i ciato bedzie poruszac si¢ ruchem jednostajnym, badZ przyspieszad.

Zad.7

Jednowymiarowy, ttumiony oscylator harmoniczny o czestoSci wlasnej w,, porusza si¢ pod dziataniem
sity wymuszajacej F(t) = F; cos (wt). ZnaleZz¢ ruch tego oscylatora

Rozw. 7
Roéwnanie oscylatora harmonicznego z zadania ma postaé
d? d 2
ﬁx(t) + Zywogx(t) + wyx(t) = f,cos (wt) (2.15)

gdzie x(f) to polozenie w czasie f, w, = \/g to jego czgstoS¢ wlasna zwigzana ze stalg sprezystosci
k 1 masa m, w to czestosS¢ sity wymuszajacej o amplitudzie F, = fym, a y to wspolczynnik tlumienia.
Jest to standardowa forma tego rownania, w ktorej mamy minimalng ilo$¢ statych. Rozwazmy najpierw
uproszczone wersje problemu by "wyczu¢ problem"

Przypadek L, f, = 01y = 0. Zacznijmy od standardowego oscylatora harmonicznego

d” 2x(t) =0 2.16
ﬁx(t) + wyx(1) = (2.16)

Na fizyce I nauczyliSmy si¢ rozwigzywac to rOwnanie przez sprytne podstawienie (tzw. "ansatz") x(t) =
Bt
e

dz
X0+ wpx(t) = pPe’ + wle’ = (B> + )e” =0
2 2 :
= f+to;=0 = p, =+iw,

Mamy dwa niezalezne liniowo rozwigzania, ogdlne rozwigzanie naszego problemu jest dane jako ich kom-
binacja liniowa. Nie ma wigcej rOwnan, poniewaz dla rownania rézniczkowego drugiego rzgdu, wymiar
przestrzeni rozwigzan jest rowny dwa.
x, (1) = ' x,(1) = e~"™0!
x(t) = Cje"™" + Cye ' (2.17)



Wspétczynniki C;, C, sa ogélnie liczbami zespolonymi, mozemy przepisa¢ rozwiazanie jako kombi-
nacj¢ liniowa cosinusa i sinusa, wtedy wspotczynniki beda liczbami rzeczywistymi, a warunek na nie
jest zadany przez warunki poczatkowe.

x(t) = C, cos (wyt) + C, sin (wy1) (2.18a)
x0)=x,  x(0) =1y, (2.18b)
Uy .
x(t) = x, cos (wyt) + —sin (wot) (2.18¢)
0

Przypadek ILf, =01y > 0. JeSli dopuszczamy ttumienie (z dodatnim wspoétczynnikiem, by miato

ono fizyczny sens) nasze réwnanie sie komplikuje, ale okazuje si¢ ze nasz ansatz x(t) = e dalej sie
sprawdza

d? d
Ex(t) + Zywoax(t) + a)(z)x(t) = p*e?" + 2yw pe’ + wéeﬂ’

= (B +2ropf + wp)e =0 = > + 2y f + wy = 0 (2.19)

Mamy tu réwnanie kwadratowe z A = 4y’@? — 4w? = 4w?(y* — 1). Tlo§¢ rozwiazan i ich posta¢ zalezy
od znaku A, musimy rozwazy¢ trzy przypadki

Przypadek IIa, f, = 01y > 1 tzw. thumienie silne. W tym wypadku A > 01 nasze rozwiazania to

Pro = —wyy, = —wa(y +1y? - 1) (2.20)

Rozwiazanie og6lne naszego rownania ma postaé

x,(t) = e @0+ X, (1) = e @07 (2.21a)
x(t) = Ce™ "+ + Cye™ 07! (2.21b)

Zauwazmy, ze y, > y_ > 0, wigc w tym przypadku nie mamy zadnych oscylacji 1 nasz potozenie ek-
sponencjalnie dazy do potozenia rownowagi, ttumienie dominuje. State C, 1 C, sa zadane przez warunki
poczatkowe.

Przypadek IIb, f, =010 <y < 1 tzw. thumienie stabe. W tym wypadku A < 0 i nasze rozwigzania
to

Pir=—wyy, = —wo<y +iy1 - 7/2> (2.22)

Rozwiazanie og6lne naszego rOwnania ma postaé

x,(t) = e @07+ x,(t) = e - (2.23a)

x(t) = Ce™ "+ 4 C,e™ "~ = e‘“’oy’<C1e'i“’° VI=rit L € ef®0V Hz’)
_ e—W’(é1 cos (coo\/l _ y2t> + G, sin (a)O\/l _ y2t>> (2.23b)

Zauwazmy, ze w tym przypadku mamy iloczyn eksponensa i czynnika oscylujacego. Dla duzych czaséw
potozenie dazy do zera, ale pod drodze wystepuja oscylacje, ktore sa powoli wygaszane. State C, 1 C, sa
zadane przez warunki poczatkowe.



Przypadek Ilc, f, =01y =1 tzw. thumienie krytyczne. W tym wypadku A = 0 i mamy tylko jedno

rozwiazanie
f=—w,y (2.24)

Musimy si¢ tu postuzyé mniej trywialng teorig rownan rézniczkowych, okazuje si¢ ze w takim wypadku
rozwiazaniem jest tez x(t) = tef’, sprawdzmy to

2
d —x() + 2ya)odix(t) + wpx(t) = (2pe” + B*te’") + 2ymy (e + Bre) + wite”

dr?
= (28 +2ywy)e” + (B + 2ywyp + w ) te” = 0 (2.25)

Drugi nawias to nasze znajome réwnanie kwadratowe (2.19), a pierwszy nawias jest réwny zero, bo f =
—yw,. Nasze rozwigzanie ogdlne jest zatem postaci

x,(t) = e77%! x,(t) = te™ 7! (2.26a)
x(1) = C,e"™' + C,te~r™ (2.26b)

Zauwazmy, ze w tym przypadku nie mamy oscylacji, nazywany jest on krytycznym tlumieniem, poniewaz
tlhumienie jest szybsze niz w przypadku tlumienia silnego i potozenie bedzie dazy¢ do zera najszyb-
ciegjdlay = 1. Dlay > 1 szybko$¢ zaniku dla duzych czasow jest dana przez mniejsze rozwiazanie
Yy — Vr?—1 (e™ zanika tym szybciej im wigksza a, po dlugim czasie dominowaé bedzie czynnik z
mniejszym wspolczynnikiem). Bedzie ono zawsze mniejsze niz 1, wigc zanik jest najszybszy w przy-
padku y = 1. Wyjatkiem jest szczegdlna sytuacja kiedy warunek poczatkowy dla y > 1 jest dobrany tak,
by ten mod si¢ nie wzbudzil (rozwigzanie miato C, = 0)

Przypadek III, przypadek z tresci zadania z f(t) = f, cos (wt). Do tej pory rozwiazywaliSmy tak zwane

réwnanie jednorodne (bez czynnika po prawej stronie) i znaleZliSmy jego rozwiazania ogdlne. Ogdlny
fakt o takich réwnaniach jest taki, ze kombinacja liniowa rozwiazan daje nam rozwiazanie, rozwigza-
nia tworzg dwuwymiarowg przestrzefi wektorowa. Teraz musimy rozwigzaé¢ rownanie niejednorodne
(z niezerowa prawa strong), ale nie musimy zaczynac naszej pracy od nowa. JeSli przez xgpog;(f) oz-
naczymy rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego z przypadku II (dla odpowiedniej wartoSci y), a
przez xporn(?) T0ZWiazanie szczegdlne rownania niejednorodnego (2.15)) to rozwiazanie ogdlne réwnania
niejednorodnego (problemu z zadania) bedzie miato postaé

Xrorn(?) = Xgopry () + Xgrsrn(?) (2.27)

Geometrycznie przestrzen rozwiazan jest tzw. przestrzenig afiniczna, ktéra mozna sobie wyobrazi¢ jako
dwuwymiarowg ptaszczyzng nieprzechodzaca przez punkt zero. Istotnie

d? d d? d
<d 5+ Zywod + o )xRORN(t) <d >+ Zywod + o, >xRORJ(t)
d? d
+ e + 2ya)0d + co Xgrsrn () = 0+ f,, cos (wt) = f;, cos (wt) (2.28)

Musimy wigc znalez¢ jakieS (kompletnie dowolne) rozwigzanie naszego réwnania i dzigki poprzednim
rozwazaniom bedziemy mogli od razu napisaé¢ wynik.

GdybySmy podstawili jako ansatz cosinus (analogicznie sinus), to nie nie bytoby to dobre podstawie-
nie. Dla cosinusa dostalibySmy dwa cztony do niego proporcjonalne i jeden czion proporcjonalny do

6



sinusa, po podstawieniu odpowiedniego czasu dla ktérego wszystkie cosinusy by si¢ wyzerowaly, otrzy-
maliby§Smy réwnanie "co$§ niezerowego = zero" (polecam sprobowac tego podejScia i zobaczy¢ zZe nie
dziata). Skoro sam cosinus i sam sinus nie dziata, mozna si¢ spodziewaé, ze musimy uzy¢ kombinacji
liniowej A cos (wt) + B sin (wt), takie postgpowanie doprowadzitoby nas do wyniku, ale istnieje lepsza,
mniej rachunkowa metoda. ChcielibySmy moc znowu uzy¢ eksponensa jako kandydata na rozwiazanie,
na algebrze I nauczyliSmy si¢ Ze cosinus i sinus wiaze si¢ z eksponensem od zespolonego argumentu,
dzieki wzorowi e’ = cos (@) +i sin (¢). Mozemy sprobowaé go odtworzy¢ w naszym réwnaniu. Pomyst
na skonstruowanie tego rozwigzania uzywa jednej z popularnych zasad fizyki i matematyki "jesli nie
umiesz rozwiazaé problemu, uogdlnij go". Zdefiniujmy sobie analogiczne réwnanie na y(¢) z inng sila
wymuszajaca

2
%x(r) + 2ya)0%x(t) + wx(t) = f, cos (wt) (2.29a)
d? d :
i y(@) + Zywoa y(t) + a)(z) ¥(t) = f,sin (wt) (2.29b)

Teraz chcemy rozwigzac oba te rownania "na raz". Mnozac drugie rOwnanie przez i i dodajac stronami
otrzymujemy proste rGwnanie na nowa zmienng z(¢) = x(t) + iy(t)

d? d
—z(t) + 2yw,—
z(t) ywodt

17 z(1) + wéz(t) = f,cos (wt) + if,sin (wr) = fye” (2.30)

Teraz mozemy si¢ postuzy¢ znanym juz ansatzem z(t) = ne'’

O+ Qywyicone™ + a)gnei“” = (—0* + 2ymjio + wg)nei“” = foe'™

o

= 2ywyio + } (231

— w*ne

Zatem z(1) = ne' jest rozwiazaniem uogdlnionego problemu, z ktérego mozemy znalezé xpgpn(f) =
Re (z()). By ukoniczy¢ zadanie musimy jeszcze wyznaczy¢ czg$¢ rzeczywista, w tym celu wygodna
postaé trygonometryczna n = |n|e'?.

fo fo wg — @ = 2ywyio
11 — —
wy — @ + 2ywji0 @y — @ + 2ywio wf — 0 = 2ywyie
@> — ) = 2ywyiw
= f, (2 Z 0 (2.32a)
(02 — @?)" + 4r2wiw?
Inl = J = (2.32b)
\/(a)é - 0?)" + 4y}’
I 2y, 2y,
tan () = oot =~ = (2.320)
en wy -0 & —w]

Nasze rozwiazanie szczegolne to xgern(f) = Re (z(f)) = Re (|11|ei“”+i‘” ) = || cos (wt + ¢). Rozwiazanie
problemu z zadania to

Xrorn(D) = Xpory (1) + Xpsrn(®) = C;x, (1) + Cyx,5(1) + |n] cos (w1 + @) (2.33)

gdzie x, x, to rozwiazania z odpowiedniego podpunktu (w zaleznosci od wartosci y), C; 1 C, sa zalezne
od warunkéw poczatkowych.



Zad. 8

Jednowymiarowy, ttumiony oscylator harmoniczny o czestoSci wlasnej w, porusza si¢ pod dziataniem
dowolnej sity wymuszajacej F(¢). ZnaleZ¢é ruch tego oscylatora po uptywie dlugiego czasu od chwili
poczatkowej (innymi stowy: znaleZ¢ funkcj¢ Greena oscylatora harmonicznego)

Rozw. 8

Metoda I, propozycja ¢wiczeniowca. Przyjmujemy notacj¢ z poprzedniego zadania, nasze rOwnanie ma
postaé (f (1) = F())/m)

2
%x(r) + ZywO%x(t) +wyx(t) = f(1) (2.34)

By rozwiazac ten problem postuzymy si¢ rozwigzaniem ogélnym réwnania jednorodnego, ktdre znalezliSmy
w poprzednim zadaniu

x(1) = C,x,(1) + Cyx,(1) (2.35)

gdzie x,, x, sa odpowiednio dobrane w zaleznoSci od wartosci y (nasze rachunki wst¢pne beda niezalezne
od przypadku). Dla ogdlnej postaci sity wymuszajacej nie umiemy zgadna¢ rozwigzania, wigc musimy
postuzy¢ si¢ bardziej ogdlng metoda, tzw. uzmiennianiem statych. Idea tej metody jest nastgpujaca:
weZmy rozwiazanie ogdélne rownania jednorodnego, w ktérym sa pewne state. Nastgpnie zamiefimy je
na nieznane funkcje czasu i tak zmodyfikowane rozwigzanie wstawmy do réwnania. Jesli te funkcje beda
stale dostaniemy ponownie rozwigzanie rownania jednorodnego, ale dzigki nowej zaleznoSci czasowe;j
mamy nadziej¢ na uzyskanie tatwych do rozwigzania réwnann mogacych nam da¢ rozwiazanie ogdlne
rownania niejednorodnego. W naszym przypadku postulujemy, ze rozwigzanie jest postaci

x(®) = C,(1)x,(1) + Cy(1)x,(1)
gdzie C,, C, to teraz pewne nieznane funkcje. Pochodne tego rozwigzania wynosza
x = Cyx; + Cyx, + C %, + Cy%, (2.362)
%= (Cix; + Cyxy + C %) + Co%y ) + 1%, + CoX, + Ci %y + Gy, (2.36b)

Poniewaz moga to by¢ absolutnie dowolne funkcje i mamy je dwie, mozemy natozy¢ na nie wiaz. Nawet
z dodatkowym warunkiem moga one wyprodukowac¢ dowolna funkcje¢, przyktadowo gdybySmy zazyczyli
sobie C, = 0, poniewaz C, moze by¢ dowolne, jest ono w stanie da¢ nam dowolne x(¢). Nasz warunek,
jaki naktadamy na nasze uzmiennione state to

Cix, +Cox, =0 (2.37)

Upraszcza on pochodng i druga pochodna do postaci
x =Cx, +Cx, (2.38a)
¥ =Cx, + Cox, + C X%, + C%, (2.38b)

w szczegblnosci pozbywa sig drugich pochodnych C,, C,. Wstawiajac te wzory do réwnania ruchu (2.34)
dostajemy warunek

Cix; + Cyxy + Ci %) + Cy%, + 27wy (C %, + CyX,y ) + o) (C(1)x,(1) + Co(1)x,(1))
= C,x, + C,x, + C, (561 + 2ywyx; + a)gxl) +C, (5&2 + 2ywyx, + a)gxz)
= Cx, + Cx, = f(1) (2.39)



gdzie wykorzystaliSmy, ze x,, X, sa rozwigzaniami rOwnania jednorodnego. Mamy uktad rownan na

pochodne C,, C,
(?1)?1 + C?z%‘z =0 — ?1 = _Czi_?
Cix;+Cx, =f@) Cy(xy%, — xyx,) = f(D)x,

¢, = {0
{c' _ (240)
2 = .
X1 X=X X2

Odcatkowanie tych rownan wymaga juz konkretnej postaci x,, x,.

Rozwazmy przypadek y > 1, wtedy

x| () =e " x()=e "y, =yx\r2-1 (2.41a)
. —f(t —f(t —wgy_t
¢uy= T /e
XXy = XXy e~ (—wyy_ + wyy, )
_ @ (2.41b)
200\ 7? — 1
- f()x (t)e®or+!
oy = 2L = /
XXy = X1 X e‘“’07+’e‘“’07—’(—w0y_ + a)oy+)
_ SOt (2.41¢)
200V 72 — 1
Catkujac otrzymujemy
! DoY4S
C,(t)= / —Lds + C,(0) (2.42a)
0 2wy\r?* -1

o= LM i 0 (2.42b)

0 2wy\y? -1

Nasze ogdlne rozwigzanie rGwnania niejednorodnego to

xX(1) = C,()x,(1) + Cy(1)x,(1)

—e@o+(571) woy_(s—t)
/ f(s) e + e ds + C,(0)e~ "+ + C,(0)e~ 0"~
r? —1
/ Fs)emanr-9 T PTHD 4 geoVroie
200V/7? — 1

t sinh (a)O\/y - (t—s))
=/ f(s)e—woy(t—s)
wy\y?—1

State C,(0), C,(0) zaleza od warunkow poczatkowych, poniewaz stojace obok nich eksponensy daza do

ds + C,(0)e~ "+ + C,(0)e™ 0"~

ds + C,(0)e™™"+ 4+ C,(0)e ™"~ (2.43)



zera, po dlugim czasie rozwiazanie bedzie miato postaé

sinh <a)0\/y2 1 - s))
d
wo\7? =1
= / f()G( — s)ds (2.44a)
0

sinh (/77 = 1 - s))

G(t — 5) = e~ @079 (2.44b)

gdzie funkcja G(t — s) jest tak zwang funkcja Greena.

N

x(1) = / fs)em@rt=
0

Funkcje Greena sa jednym z podstawowych narzg¢dzi fizyki teoretycznej. Bardziej naturalng postaé uzyskalibySmy
gdybySmy za chwile poczatkowa przyjeli chwilg £, wtedy potozenie bytoby dane wzorem

sinh <w0\/y2 — 1@ - s))
o1

gdzie stale C,, C, zaleza od poczatkowego potozenia 1 predkoSci. Chcemy rozwazy¢ stan ukfadu po
dlugim czasie, tzn t — 1, > 0, wczeSniej przyjeliSmy ze ¢ jest duze, ale alternatywnie mozemy tez przejS¢
z chwila poczatkowa do granicy ¢, = —oo, wtedy

t
x(f) = / f(s)e@ort=5) ds + C,e~®7+(70) 4 C me=o7-(1=) (2.45)
)

¢ sinh (a)O\/yz —1(t - s))
x(1) =/

e @or=9) f(s)ds
® woVr*—1
= / Gt —s)f(s)ds (2.462)
sinh (ooO\/)/2 —1(t - s))
G(t — 5) = e~ @0r(=9) (2.46b)

Obecnie catkujemy po ¢ > s, ale mozemy rozszerzy¢ catke do wszystkich czaséw s, by uzyska¢ wzor
pojawiajacy si¢ w fizyce. W tym celu uzyjemy funkcji 6(x), tzw. thety Heaviside’a, jest one dana
wzorem

T x>
0(x) = 1 J‘esl% x>0 (2.47)
0 jeslix<O

Pozwala ona na zapisanie wyniku w postaci

x(t) = / " GR(— )/ (5)ds (2.482)
sinh (a)ox/yz 1 - s)>

GR(t — 5) = 0(t — 5)e™ @079 (2.48b)

wy\r?—1
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funkcja podcatkowa jest niezerowa tylko jesli t — s > 0, catkujemy tylko pos < ¢, tzn po przesztych
czasach. Fizycznie ma to sens, poniewaz tylko przeszte wartoSci sity wymuszajacej maja wplyw na chwile
obecna. Taka funkcja Greena GR = 0(t — 5)G jest nazywana "retardowana” (eng: retarded). Rozwaza sie
tez funkcje Greena, ktore sa rozne od zera tylko dla s > 7 (G4 = —0(s — 1)G), sa to tzw "adwansowana"
(eng: advanced). Konstrukcja ta moze wydawac si¢ nieintuicyjna, ale te funkcje Greena sa przydatne w
pewnych konstrukcjach fizycznych i gdy chcemy rozwigza¢ odwrécong ewolucj¢ czasowa, tzn. mamy
zadane potozenie i pregdkos¢ w chwili koficowej 1 zastanawiamy si¢ jakie warunki poczatkowe dadza nam
taki stan koricowy. Konkretna postac funkcji Greenai jej "typ" zaleza od warunkéw brzegowych zadanych
w problemie.

Zeby lepiej zrozumieé czym s funkcje Greena spdjrzmy z oddali na to co zrobilismy. Mieli§my problem
na znalezienie rozwiazania pewnego rownania z operatorem roézniczkowym i dang prawa strona, dokonu-
jac pewnych rachunkéw otrzymaliSmy wynik w postaci catki

Lx(t)=f@t) — x(t) = / G(t—s)f(s)ds (2.49)

Moze to si¢ niektorym osobom kojarzy¢ z problemem rozwiazania rownania wektorowego na algebrze
i

Ab=b— 0=A"'D (2.50)

Ta analogia jest jak najbardziej zasadna, bo w jakim§ sensie chcemy odwrdci¢ nasz operator rozniczkowy

1 przenie$¢ go na druga stron¢ réwnania. Wyraz ﬁ, jest pewnym operatorem rdzniczkowym, a oper-
acja catkowania f () z funkcja Greena jest jego odwrotnos$cia. Motywuje to bardziej profesjonalng nazwe
funkc;ji Greena, jest to "jadro catkowe rezolwenty operatora ﬁ,". Rezolwenta to w pewnym sensie odpowied-
nik odwrotnoSci w analizie funkcjonalnej, a jadro catkowe w nazwie bierze si¢ stad, Zze nasze wyrazenie
jest dane przez catke.

Inne spojrzenie na funkcje Greena bierze si¢ z ogdlniejszej metody ich znajdowania. Funkcja Greena
réwnania L,x(t) = f () jest definiowana jako

LG@t—-s)=61—-y5) (2.51)
gdzie 6(¢ — s) to tak zwana delta Diraca, to "obiekt" o tej wtasnosci, ze dla dowolnej funkcji g(x)

/ g(x)é6(x)dx = g(0) (2.52)
o(x) nie jest funkcja, ale czym$ co nazywa si¢ dystrybucja (wigcej o tym na Analizie III). Réwnanie na
funkcje Greena jest tak zwanym rOwnaniem w sensie dystrybucji, co za tym idzie "funkcja Greena" nie

musi by¢ funkcja, ale w fizyce czgsto nia jest, stad dos¢ mylaca nazwa. Catkujac nasze rownanie [2.51]z
f(s) otrzymujemy

/ LGt -s)f(s)ds = / 5t —s)f(s)ds

i, / G(t — 5)f(s)ds = f(1) (2.53)

x(1)
(2.54)
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stad dostajemy zwiazek pomig¢dzy funkcja Greena i x(¢). Delta Diraca nie jest funkcja, ale poniewaz
wycina z catki warto$¢ funkcji w zerze, cz¢sto si¢ o niej mysli jako o funkcji réwnej zero wszedzie poza
zerem. Mozemy interpretowac réwnanie [2.51] jako ewolucje uktadu z sita wymuszajaca, ktora jest im-
pulsem w chwili s. O funkcji Greena mozna zatem mySle¢ jako o odpowiedzi uktadu na impuls w chwili
s, tzn o tym jak w chwili # wyglada uktad, ktory zostat zaburzony impulsem w chwili s. Jesli mamy og6lna
sit¢ wymuszajaca to musimy zsumowacé (scatkowac) wktad impulséw ze wszystkich poprzednich chwil,
f(s) jest sitg takiego impulsu, a G(¢f — s) odpowiedzig uktadu, co motywuje fizycznie wzor

x(t) = / G(t—s)f(s)ds (2.55)

Dla przypadku O < y < 1 nasze uzmiennione state miatyby postac

C,(1) = / _ SO st 0 (2.56a)
0 2iwyy/1—7y2

| f(emrs

C,(1) = ds + C,(0) (2.56b)

Rozwiazanie bytoby dane przez

x(1) = C,()x,(1) + C,(1)x,(1)

! _ea)oy+(s—t) + ewoy,(s—t) _ . B ,
= [ f(s N ds + C,(0)e="+" + Cy(0)e -

B / | f (S)e_a)o}’(t—s)_e_iwo A o A
t sin <w0\/1 -y — s))
= [ e
/

wy\/1—7?

ds + C,(0)e™ 7+ + C,(0)e™ 7!

ds + C,(0)e™ ™"+ 4+ C,(0)e™ "7~ (2.57)

W tym przypadku y,,y_ réwniez beda thumity zalezno$¢ od warunkéw poczatkowych. MoglibySmy
wprowadzi¢ ponownie 7, jako chwil¢ poczatkowa 1 przejs¢ z nig do —oco by otrzymac postac rozwiazania
po dtugim czasie

t sin <a)0\/1——y2(t - s))
x(t) = [

e~ @0y (=s) f(s)ds
© @y 1—72
= / GR(t — 5)f(s)ds (2.58a)
sin <a)0\/1 —y2(t — s))
GR(t —5) = 0(t — 5)e 07— (2.58b)
@y 1—72
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Przypadek y = 1, mamy

x,(t) = e77! x,(t) = te™ 7! (2.59a)
¢ o SO _ S
XXy — XX, 6_27w0’(1 —ya)0+ya)0)
= —f(t)te’™’ (2.59b)
¢, = f(®x, _ —f(t)e 7!
X1 Xy = X; X, e_zy“")’(l — Y, t+ 70)0)
= f(t)e"™' (2.59¢)

Odcatkowujac otrzymujemy
t
C,(» = / —f(s)se"*ds + C,(0) (2.60a)
0

G, = / f(s)e"*ds + C,(0) (2.60b)
0
Rozwiazanie ma postaé
x() = C(1)x,(t) + Cy(1)x,(1)

t
= / F($)(t = 5)e"™Cds + C,(0)e™ 7™ 4 C,(0)te 7!
0

t
= / F($)(t = 5)e 7 d s + C (0)e " + C,(0)te 7! (2.61)
0
Po dlugim czasie rozwigzanie bedzie zbiega¢ do

t
x(1) = / (t — 5)e 7 f(s5)ds + C;(0)e™7" + Cy(0)te™"™"

o]

= / GR(t — 5)f(s)ds (2.62a)

o]

GR(t — 5) = 0(t — 5)(t — 5)e 7= (2.62b)

Metoda II, sugestia wyktadowcy. Ta metoda jest inspirowana mechanika kwantowa, a konkretnie rozwigzaniem
kwantowego oscylatora harmonicznego. Pomyst matematycznie bierze si¢ z nast¢pujacej obserwacji:
umiemy "przerzuci¢" pochodng na druga stron¢ catkujac obie strony

%x(t) = f(t) = x(t) = /f(t)dt (2.63)
Co jesli mielibySmy pochodna z dodang stata, tzn

(£ -p)x=rw (2.64)

Czy mozemy tez "przerzuci¢" operator dzialajacy na x(¢) na druga stron¢? Okazuje si¢ ze tak

ML) =0 - p= (- p)x( = f() = x(0) =" / ePfdE (265
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Zauwazmy, ze mozemy dokona¢ rozkladu naszego operatora rézniczkowego, ktory jest analogiczny do
rozktadu wielomianu na jednomiany
d? d ) d? d ) d d
(1) + 2y, x(0) + wfx(n) = <ﬁ + 27y + 0} ) x(0) = <E —q ) <E _ a2>x(t) (2.66)
Mnozac nawiasy w ostatnim napisie i poréwnujac wspotczynniki przy pierwszej i zerowej pochodnej
dostajemy warunki na a, 1 a,

2 2
{_0‘1 —a, =2yw, _ {al tw; = 2)2/600(11 2.67

— 2
aa, = w, .

Rozpoznajemy w pierwszym réwnaniu réwnanie [2.19] ktére pojawito si¢ przy rozwiazywaniu poprzed-
niego zadania. Zatem «, be¢dzie jednym z jego pierwiastkow, a a, drugim, bo jak nietrudno si¢ przekonac
pomiedzy pierwiastkami tego rownania zachodzi zalezno$¢ o, a, = a)(z) (mozna to sprawdzi¢ r¢cznie albo
powotac si¢ na wzory Viete’a).

Przypadek I, y # 1. Uzywajac notacji z poprzedniego zadania mamy dwa rozne pierwiastki

Xpp = —WoY4 (2.68)

RozbiliSmy nasz nawias na dwa mniejsze nawiasy, okazuje si¢ teraz ze mozemy je "przerzuci¢" na druga
strong rownania uzywajac [2.65] Nasze réwnanie rozniczkowe moze zostac zapisane jako

e‘xl’%e_“l’e“ﬂ%e_“z’x(t) = f(1) (2.69)

Mozemy teraz przenie$¢ wyrazy dziatajace na x(f) na prawa strong, eksponensy przenosimy mnozac przez
odpowiedni czynnik, a pochodnej si¢ pozbywamy catkujac

e"‘I’%e(“Z_“l)’%e_aztx(t) = f(t) (2.70)
%e(“z_“l)’%e_“ztx(t) = e M £ (1) (2.71)
e(“Z‘“l)’%e_"Z’x(t) = /O t e f(r,)dt, + C, (2.72)
%e—“ﬂx(r) = e(m-m) /0 o [(1)dt, + (=)' ¢, (2.73)
e x(1) = / ' ola-m)e / " an f(r,)dr,dr, + (™ 2)'C, + C, (2.74)

0 0

t 7|
X(t) — eazl/ e(al—az)fl / e_aszf(Tz)dTZd’l'l + eallcl + ea21C2 (275)
0 0

C, 1 C, zaleza od warunkow poczatkowych, pochodza z catkowania lewej strony i zaleza od a; , i warunkow
poczatkowych (mozna ustali¢ konkretng zalezno$¢ §ledzac doktadnie skad si¢ biora, ale nie jesteSmy tym
zainteresowani). Wzor ten jest tudzaco podobny do tego, ktéry uzyskaliSmy w poprzedniej metodzie,
okazuje si¢ ze mozna go do niego sprowadzi¢ upraszczajac powyzsza catke. ChcielibySmy mieé po-
jedyncza catkg zamiast podwdjnej, kiedy podczas liczenia calek chcemy zamieni¢ wyrazenie na jego
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pochodng dobrym pomystem jest catkowanie przez cz¢sci. Wprowadzamy oznaczenia

71
u= 1 e(“l—az)ﬁ V= / e—alfzf(fz)drz

ul — e(a,—az)'r] Ul — e“’"‘f(rl)

Catkujac przez cz¢sci otrzymujemy

1=t

t T T
eazt/ e(al—az)rl / e_aITQf(Tz)dTZdTI — ! < 1 e(al_“Z)Tl / e_alrzf(fz)dfz 1
0 0 0

a —a, 7=
t
1 / e(al —az)'rl e—alTlf(Tl)d,L_l
=& Jo

t
— 1 / (eal(t—s) _ eaz(t—s))f(s)ds
0

a— o

Dla y > 1 mamy w granicy duzych ¢

@ = —a)()(y - \/}’2——1> a = —a)0<y + \/)/2——1>

x(1) = R A T OYE

1 g
209\/r? = 1 [me : (
= /mGR(t—S)f(S)dS
) sinh <a)0\/7/2——1(t - s))

w72 — 1

GR(t = 5) = 0(t — 5)e™ 079

Dla 1 > y > 0 analogicznie

a, = —a)o(y —iVy? - 1) a, = —a)0<}/ +iy/1 - y2>
i@V I=72=5) _ e—in\/l—yz(t—s)>f(s)ds

1 / oyt
e 0
24\ 1 —y? /- <
=/ GR(t — 5)f(s)ds
sin <a)0\/1 2 - s))

x(t) =

GR(t — 5) = 0(t — 5)e™ @079

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

Przypadek IL, y = 1, w tym przypadku mamy tylko jeden pierwiastek a; , = —w,, wigc nasze rozwiazanie

po dtugim czasie si¢ upraszcza do

t T|
x(t) = e“"O’/ / e™0™ f(1,)dt,dr,
o Jo
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Calkowanie przez cz¢Sci dalej jest poprawna droga rozumowania, ale musimy zmodyfikowaé jedng z
funkcji

7]
u=r1 v = / e f(1,)d, (2.81)
0
u =1 V' = e™" f (1))

Catkujac przez czgsci otrzymujemy

torr g 7=t !
e_w"t/ / e f(1))drydr) = e <Tl / ewofzf(fz)dTQL o / 7 ewoflf(fl)dﬁ)
o Jo 0 1= 0

= / e~ It — 5) f(s)ds (2.82)
0

Daje to w granicy duzych czasow

x(t) = / e~ =) (t — 5) f(s5)ds = /°° f()GR(t - s)ds

[o0]

GR(t — 5) = 0(t — 5)(t — 5)e 7™~ (2.83)

Zad. 9

Na powierzchni obracajacej si¢ Ziemi cialo zostalo upuszczone z wysokosci h. Peezatkeweznajdowate
ste-nad-punktemPale-dotknetoZiemi-wpunkete-Q- Niech punkt P begdzie punktem gdzie ciato upadtoby,
gdyby Ziemia si¢ nie obracata, a punkt Q punktem upadku na powierzchni¢. Znalez¢ odlegtos¢ PO (w
zaleznosci od szerokoSci geograficznej)

Rozw. 9

W tym zadaniu musimy si¢ postuzy¢ wzorem na transformacj¢ pomi¢dzy uktadem inercjalnym, a nieiner-
cjalnym (??), ktéry wyprowadziliSmy przy okazji rozwigzywania zadania 4. Tak jak w tamtym zadaniu,
niech wielkoSci w uktadzie nieinercjalnym bgda oznaczone przez symbole z primem, a wielkoSci z uktadu
inercjalnego przez symbole bez prima. W szczegdlnosci potrzebny nam bedzie peten wzor na transfor-
macj¢ pomi¢dzy uktadem nieinercjalnym i inercjalnym (Uwaga: we wzorze pojawia si¢ r - potozenie w
uktadzie nieinercjalnym, wektor taczacy poczatek primowanego uktadu wspdtrzednych i punkt materi-
alny)

-
—y

a= Ka+‘fj—?><r'+9><(ﬁx?’)+2§x5’ (2.84)

Uktadem primowanym bedzie oczywiScie uktad obserwatora na powierzchni ziemi, obracajacy si¢ razem
z Ziemia, a nieprimowanym uktad inercjalny, ktoéry nie obraca si¢ razem z Ziemia. Naturalnym wy-
borem wspétrzednych primowanych (w ktérych bgdziemy pracowac) bedzie skierowanie osi z' wzdhuz
promienia, y’ na pdtnoc, a zatem x’ na wschéd (mozliwe sg tez inne wybory, ale nalezy pamigtac ze uktad
wspdlrzednych x'y'z’ jest prawoskretny, tzn. €, X é, = é,,). Bedzie to jedyny uktad wsp6irzednych jaki
wprowadzimy, mozemy wi¢c uzywac notacji macierzowej bez specyfikowania bazy, poniewaz domys$lnie
kazdy taki napis bedzie w bazie uktadu x’y’z’
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Rysunek 6: Primowany uktad wspéirzednych obserwatora na powierzchni ziemi. O$ x’ jest skierowana
za kartke na wschod. Punkt P zostal obrany jako poczatek tego uktadu wspotrzgdnych

Szerokos$¢ geograficzng na jakiej znajduje si¢ ciato oznaczamy przez ¢, nalezy zauwazyc, ze liczy ona
kat od rownika (na potkuli poinocnej jest dodatnia, a na potudniowej jest ujemna) Chcemy znalez¢ réw-
nanie ruchu w uktadzie primowanym, wygodnie bgdzie obliczy¢ przySpieszenie w nim ai wyrazié je we
wspotrzednych uktadu primowanego.

7 =d-— *a—@xﬁ—zﬁx&—éx(éxﬁ) (2.85)

Bedziemy pracowac z nast¢pujacymi zatozeniami
e Sila grawitacji jest stata § = const

e SzerokoS$¢ geograficzna jest stala (przesunigcia sa male w poréwnaniu z promieniem Ziemi R, co
wigcej h < R)

e PrzyS$pieszenie odSrodkowe jest pomijalne (chcemy zbada¢ wpltyw sity Coriolisa na ruch ciata).
Umotywowane jest to faktem, ze Q = 2z /1dzied = 27 /(24 * 60 % 60s) = 7 - 10~ jest bardzo
matym parametrem

Przeanalizujmy teraz czton po cztonie wzor (2.85).

Pierwszy wyraz to przySpieszenie w uktadzie inercjalnym, z II zasady dynamiki Newtona jest ono réwne

a= %, gdzie F jest sita wypadkowa dziatajaca na cialo. W naszym przypadku na ciato dziata wytacznie

sita grawitacji. Nasza sita wypadkowa jest dana standardowym wzorem F = mg, przez co a = g. Graw-
itacja jest skierowana do Srodka ziemi, wigc we wspolrzgdnych primowanych wyraza si¢ przez (patrz
rysunek 7)

0
a=|0 (2.86)
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Rysunek 7: Kierunki wektoréw g i Aa

Drugi czton Aato przySpieszenie poczatku uktadu nieinercjalnego w uktadzie inercjalnym. Jego warto$¢
to Q2 razy promien okrggu po jakim porusza si¢ nasze ciato, jest on rzedu Q?, wigc go pomijamy.
Trzeci czlon jest zero, poniewaz Q jest statym wektorem, wiec ma pochodna po czasie rowng zero. O§

obrotu Ziemi jest stata, a obrét ten odbywa si¢ ze stalg predkoscia katowa (dtugos¢ dnia jest stata i nie
Zmienia si¢ zZ miesigca na miesigc).

Czwarty wyraz 2Q X U to przyspieszenie Coriolisa. Musimy najpierw znalez¢ wektor Q, ktéry mozna
odczytac z obrazka 7

0
Q = [Qcos (¢) (2.87)
Qsin (¢)
Mozemy policzy¢ iloczyn wektorowy
0 v, Qcos (P)v), — Qsin (P)v),
Qx v =|Qcos (@) x|V, |= Qsin (¢)/, (2.88)
Qssin (¢) v, —Qcos (P)V,

Zanim p6jdziemy dalej, zauwazmy pewng ciekawa wlasnos¢ tego wzoru. Jesli potraktujemy U QXU
jako odwzorowanie, to jest to odwzorowanie liniowe, a jak wiemy z algebry, kazdemu odwzorowaniu
liniowemu odpowiada macierz. W naszym przypadku jest to

_ Qcos (p)v), — Qsin (P)v), 0 —Qsin (¢) Qcos (¢)) (v,
QAx v = Qsin ($)v/, =| Qsin(¢) 0 0 v, | = Agt (2.89)
—Qcos (v, —Q cos (¢) 0 0 v,

gdzie macierz pojawiajaca si¢ powyzej, oznaczana dalej A, jest macierza iloczynu wektorowego dla

wektora Q. lloczyn wektorowy Qz dowolnym wektorem mozna zapisa¢ jako mnozenie tego wektora
przez ta macierz. Czton przySpieszenia Coriolisa moze zosta¢ zapisany jako

20X U =2A40 = 2AQ%F/ (2.90)
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Ostatni wyraz Qx (ﬁ X 17’> to przySpieszenie odSrodkowe réwne Q?r razy cztony katowe (rzedu jeden),
ktére pomijamy, bo ma rzad Q2.

Podsumowujac nasze rOwnanie moze zosta¢ zapisane jako

0

2

d—r’— 0 |-24, ir’

dr? g @ dt
0

2 —)

<%+2A j) —z=|o0 2.91)

-g

Mamy tu nastgpujaca struktur¢ rownania: mamy po lewej stronie pewien liniowy operator rézniczkowy
dziatajacy na wektor polozenia . a po prawej stronie staty wektor g, ktory jest niezalezny od czasu.
Macierz A, jest rowniez niezalezna od czasu, ale zalezy od parametru naszego problemu Q. Jest to
przyktad uktadu rownan liniowych z niejednorodnoscia. Dalsze post¢powanie w tym zadaniu moze pdjs¢
jedna z dwdch Sciezek: mozemy doktadnie rozwiazaé powyzsze réwnanie rézniczkowe albo uzyskad
wynik przyblizony. Zauwazmy, ze jeden czton réwnania (bez ktérego mielibySmy licealny problem) za-
lezy od Q, ktore jest rowne Q = 2z /1dziefi = 27 /(24 * 60 * 60s) = 7 - 10™5. Jest to maly parametr,
mozemy zrobi€ tzw. rachunek zaburzen 1 uzyskac kolejne cztony rozwiazania zalezne od coraz wyzszych

poteg Q.

Podejscie I, Rachunek zaburzen. Nasze rozwiazanie r zalezy oczywiscie od czasu, ale zalezy tez od
statych pojawiajacych si¢ w réwnaniu (2.91)), a w szczeg6lnosci od Q, ktdre jest matym parametrem.
Mozemy zapisac ten wektor jako szereg Taylora (bez silni)

P=r+Qr Q0,4 = ) QFF, (2.92)

gdzie cziony v « Sajuzniezalezne od Q. Dodatkowo, poniewaz € jest dla nas maltym parametrem spodziewamy
si¢ ze nasze rozwigzanie bedzie z dobrym przyblizeniem dane przez pierwsze dwa-trzy cztony. Wyraz v 0
jest zwany rozwigzaniem niezaburzonym, Qr | pierwsza poprawka, Q2 , druga poprawka, itd.. Warunki
poczatkowe nie zaleza od €, a warunki poczatkowe naszych czlonéw rozwinigcia musza by¢ takie, by
F(t = 0) bylo poczatkowym potozeniem, a %P(t = 0) poczatkowa predkoscia. Jest to spetnione jesli

r o(t = 0) jest poczatkowym polozeniem (réwnym h), a %;’O(t = 0) jest poczatkowa predkoscia (réwna
zero), natomiast poprawki w chwili zero sa zerowe, tzn v (=0 =01 %17’ (t=0)dlak > 0. Mato
fizyczny sens, poniewaz Q2 jest zaburzeniem ewolucji ruchu ciata, wigc w chwili poczatkowej nie zdazyta
jeszcze nic zmienic.

Tu wprowadzamy pomocnicza macierz A wzorem QA = A, jest ona niezalezna od € i pozwoli nam lep-
iej Sledzi€ jej potegi. ZnajdZmy réwnania na kolejne cztony, wstawiamy powyzsza definicj¢ do rOwnania
(2.91) i grupujemy cztony stojace przy tej samej potgdze Q

2 - - -
<—jz +2£2Aj )(r’o +QF | + Q¥ + ) =z (2.93)
d? - d? - - d - . ) dz—; d—; -
g0t garit 24 | @ gara 24 ) 4= 8 250
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gdzie przez ...

rozumiemy czlony z Q w potedze 3 lub wigksze;j.

d? -
an’0 =8
2 -
%rll +2A%r’0 = O
2
%r’2+2A%r’l =0
2
jzr,kﬂ +2Adir’k =0

Mamy réwno$¢ szeregéw, zatem
wspétczynniki przy tej samej potgdze € muszg by¢ rowne, daje to nam (nieskoriczony) uktad réwnan

(2.95a)
(2.95b)

(2.95¢)

(2.954d)

Zauwazmy, Ze ten uktad réwnari pozwala nam wyznaczac kolejne wyrazy rozwinigcia: plerwsze row-
nanie ma tyko r’o, ktére mozemy policzy¢, drugie r , 1 znane juz r 0> Wiec mozemy policzy¢ r 1» itd. tak
dtugo jak chcemy. Kiedy uznamy ze znamy rozwiazanie z zadowalajaca nas doktadnoscia, mozemy przes-
ta¢ obliczac kolejne cztony. Policzmy pierwsze trzy wyrazy, wyraz zerowy jest rozwigzaniem réwnania
w przypadku nieobracajacej si¢ Ziemi (poczatkowa wysokos¢ to A, a predkoS¢ poczatkowa jest rOwna

Zero)

(2.96)

W zerowym rzgdzie rachunku zaburzer cialo nie porusza si¢ w kierunkach x" i y/, odlegtos¢ PQ wynosi

Z€r1o.

Kolejny wyraz jest rozwigzaniem réwnania na ciato dziata sita Coriolisa, ale predko$¢ pochodzi z 17’0 -
rozwigzania w przypadku nieobracajacej si¢ Ziemi (dla przypomnienia warunek poczatkowy na pierwsza

poprawke to <7, (1 = 0) = 0, /(1 = 0) = 0)
d* - d -
ﬁr’ + ZAEI”O =0
2 - 0 —sin (¢p) cos(¢))[ O
ﬁr’ + 2| sin(¢) 0 0 0 |=0
—cos (¢) 0 0 —gt
P 2gt cos (¢) - 1% cos (¢) g% cos ()
_r/lz 0 , —r’1= O r,1= O
dr? dt
0 0 0

Rozwiazanie w pierwszym rz¢dzie rachunku zaburzen jest dane przez

7 T
ro+Qr, =

3
Qg% cos (¢)
0
h— ol
g2
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Czas upadku wynosi T = 4/ % jak przy nieobracajacej si¢ ziemi, ale mamy teraz przesunigcie w kierunku
x' (dodatnie, wigc na wschod), ktére wynosi

PO = QgT?3 cos (¢p) = %Q cos (¢) 2?}13 (2.99)

Ciekawe moze by¢ sprawdzenie jak duzy jest to efekt, przyjmijmy A = 100m, g = 10m/s?, ¢ = n/4
(tzn ciato upuszczone z wiezowca znajdujacego si¢ lekko na potudnie od Warszawy). Wtedy odlegtosé z
zadania w pierwszym rzg¢dzie rachunku zaburzen jest rowna PQ = 1, Scm.

Trzeci wyraz uzyskamy jesli uwzglednimy przyspieszenie odSrodkowe dane przez rozwiazanie bez zaburzenia
i podstawimy za predkos¢ do cztonu Coriolisa pierwsza poprawke

d’ -, d= _
EU 2 + 2AE 1= 0
P 0 —sin(¢p) cos (¢)) [ gt?cos (¢) 0
——ry = =2| sin(¢) 0 0 0 = | —2gt*sin (¢) cos ()
di —cos(¢) O 0 0 2g1* cos? ()
0 0
%;/2 = |- cos (@) sin ()22 7, = | = cos () sin ()& (2.100)
cos? (¢)2§—f3 cos’ (d’)%

Rozwiazanie w drugim rz¢dzie rachunku zaburzen jest dane przez

3
Qg% cos (¢)
Fo+Qr, + Q% = | —Q?cos (¢) sin ()% 2.101)
h— g% + Q2 cos? (qb)%

Warunek na czas upadku si¢ nieco komplikuje, ale dalej mozemy go obliczy¢ znajdujac pierwiastki
funkcji kwadratowej (oba rozwiazania na > sa dodatnie, ale tylko to mniejsze jest fizyczne) i wstawié
go w dwie pierwsze wspéirzgdne by uzyskaé przesuniecie w ptaszczyznie x’y’. Darujemy sobie ten
rachunek. Pojawia si¢ tu zasadne pytanie: kiedy liczymy druga poprawke, mamy doktadno$é co do
cztonéw rzedu Q?, ale pomineliSmy przyS$pieszenie odsrodkowe, ktore jest tez tego rzedu. Czy nasze
rachunki sa poprawne przy takiej doktadnoSci? OdpowiedZ brzmi oczywiscie: "nie". Dokonujac po-
miniecia cztonu Q? niejako skazaliSmy sie na btad rzedu Q2, wiec nie powinni§my si¢ spodziewad, ze
druga poprawka oddaje stan faktyczny. Nasz wynik .

Podejscie II, Doktadne rozwiazanie réwnania (2.91). Mozna zastosowaé podejscie analogiczne do poprzed-
nich zadan: znalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania jednorodnego i potem rozwiazanie ogélne réwnania
niejednorodnego. Fakt, ze mamy tu ukfad réwnan i macierze utrudnia rachunki, ale nie eliminuje tej
metody. Uzyjemy jednak tej zaawansowanej sztuki w przysztym zadaniu, tutaj okazuje si¢ ze mozna
rozwigza¢ uktad rownan pewnga obserwacja (trickiem).

Réwnanie ma postad

2 -
<%+2AQ%>W oy 2.102)
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Zapiszmy je jako uktad réwnan na wspoétrzedne polozenia

2

%x = 2Qsin (¢>) —2Qcos (qb)%z’ (2.103a)

d? .

I — = -2Qsin (d))—x’ (2.103b)
2

jzz = 2Q cos (qb)—x —-g (2.103¢)

Mozemy odcatkowaé dwa ostatnie rOwnania (w chwili poczatkowej jedyna niezerowa wspoirzedng jest
z’-owa sktadowa polozenia, rowna A, wigc stale powstajace po catkowaniu okazuja si¢ by¢ rowne zero)

2

%x = —4Q7 sin® (¢) sin (p)x’ — 4Q? cos? (P)x” + 2Q cos (¢)gt = —4Q°x" + 2Q cos (P)gt  (2.104a)
Ly = -2sin ()’ (2.104b)
%z' =2Qcos (p)x’ — gt (2.104¢)

Mozemy rozwiazac rdwnanie na x’, jest to oscylator harmoniczny z sita wymuszajaca, rozwiazanie czesci
jednorodnej to kombinacja sinusa i cosinusa.

Xpory (D) = C| cos (2Q1) + C, sin (2Q1) (2.105)
By znaleZ¢ rozwiazanie rOwnania z niejednorodno$ciag mozemy albo uzmiennic state albo zgadnaé rozwiazanie

szczegllne. Poniewaz nasza jednorodnoscia jest funkcja liniowa okazuje si¢ ze warto sprobowac xgqpn (1) =
Ct, podstawiajac do powyzszego rownania otrzymujemy postac stalej

Xpsrn (1) = %ﬁ;@t (2.106)
Rozwiazanie og6lne ma zatem postaé
X'() = C, cos (2Q1) + C, sin 2Q1) + %;(d’)z (2.107)
W chwili poczatkowej x'(0) = 0 i %x’(O) =0, codaje C;, =01 C, = —g cos (¢)/4Q?
xX'(t) = 4 (¢) —————(2Q¢ — sin (2€21)) (2.108)
Podstawiajac do dwdch pozostatych réwnat mamy réwnaniach
% y =82 (fgfin D) (4021 — 205in (200)) (2.109)
%z’ = %g;@)(m% —2Qsin 2Q1)) — g (2.110)
(2.111)
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Odcatkowujac (od chwili = do ?) otrzymujemy wzory (warunki poczatkowe to y'(0) = 0, % ¥ (0) = 0,
2(0) = h, £,2'(0) = 0)

_ gcos(9)

xX'() = e (22t — sin (2Q1)) (2.112a)
1 .
d g cos (¢) sin (¢) 4Q2%¢?
‘(1) = —ydr = 1- - 2Qt 2.112b
y(0) /Odfy : Vet S cos (2Q0) (2.112b)
' 2
d 2 gcos® (@) (4Q%
'©)= | —Zdr=h-g—+ + 2Q1 -1
20 /0 ar " ) 4Q? 2 cos (281)
2 N0 2
t
—p-8 Sln2(¢) + 8 CZ;2(¢) (cos 2Q1) — 1) 2.112¢)
Réwnanie na czas upadku z'(7,,,,) = O jest tak zwanym réwnaniem transcendentalnym, ktére moze

nie posiada¢ wzoru elementarnego. Nie mniej jeSli mielibySmy #
wzorem PQ = \/ X (ta)? + YV (ta)?

Poréwnanie metod. Aby upewnic si¢ ze nie popetniliSmy po drodze zadnego btgdu, mozemy obliczyé
szereg Taylora r/(¢) 1 porownac kolejne cztony z wyrazami z rachunku zaburzei. W tym celu rozwijamy
sinus i cosinus

obliczylibySmy szukang odlegtos¢

max?

sin(f)—§—§—3+§—5+0(§5) cos(f)—l—§—2+x—i4+0(§6) (2.113)
76 120 ’ 2 24 '
3.3 3
(1) =2 C:;§¢) (896’ - 0(95t5)> = Qcos (d))% — 0(gQ*F) (2.114a)
_gcos(P)sin(p) [ 16Q* 660\ _ : Q1 46
Y (@) = 1072 (— oy + O(Q%t°) | = —gcos(¢)sin (¢)T + 0(gQ™r) (2.114b)
- 2 2 2 2.0 4.4 2 2 244
4Q°t 16Q2°¢ gt g cos” (¢p)Q°t
gy = — 88D geos”(P) [ 08 ) = f — 8L | 8COS (DT a6
() 2 4w > Ty TOe 2 T 6 + 0l
(2.114c¢)
Poprawki rachunku zaburzen r «(?) to cziony z Q w k-tej potedze, zbierajac je dostajemy
0
;,o(t) — 0 2 (2.115a)
t
h— g;
3
3 g~ cos (¢)
0
0
ria(t) = | = cos (@) sin ($) (2.115¢)
cos? (¢4

Wyniki zgadzaja si¢ z wynikami uzyskanymi rachunkiem zaburzed. Choc¢ nalezy pamigtac, ze jedynie
pierwsza poprawka jest fizycznie sensowna. Druga poprawka wygladataby kompletnie inaczej gdybySmy
nie pomingli cztonéw kwadratowych w Q (przyS$pieszenia odSrodkowego) w réwnaniu.
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Zad. 10

Na powierzchni obracajacej si¢ Ziemi zawieszono wahadlo o dlugosci / 1 wprawiono w mate drgania,
wychylajac je z potozenia r6wnowagi w kierunku potudniowym. ZnaleZ¢ ruch wahadta.

Rozw. 10

Przypomnijmy sobie najpierw jak rozwiazaé problem wahadta o dtugosci / wykonujacego mate drgania
wokot potozenia rownowagi (bez sity Coriolisa). Jesli wychylimy je o maty kat ¢, wspdtrzgdna x-owa
bedzie w przyblizeniu matych drgan réwna x(¢) = I sin (@) = l@. Sila przywracajaca ciato do potozenia
rOwnowagi to sita grawitacji, jej sktadowa prostopadta do linki wynosi —g sin (@) ~ —g@. Mamy zatem
réwnanie

%= —gsin (@)~ —g@ ~ —§x (2.116)

Jest to réwnanie jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o czestosci @? =

~ Ion

Wahadto Foucaulta drga w dwuwymiarowej ptaszczyZnie, wigc warto napisa¢ rOwniez rownanie 0scy-
latora harmonicznego w dwoch wymiarach. Mamy sile skierowang do Srodka uktadu wspoétrzednych
proporcjonalng do odlegtosci od niego, tzn F = kr, gdzie r, @ to wspdtrzgdne biegunowe. Wtedy jej
sktadowa x-owa to F, = Fcos(a) = krcos(a) = kx, ay-owato F, = Fsin(a) = krsin(a) = ky.
Nasze wahadlo drgajace w plaszczyZnie Xy jest opisane rGwnaniami

¥ =—w’x
j=—w’y (2.117)

gdzie @?* = £, innymi stowy wahadlo wykonuje niezalezne drgania w obu kierunkach z czestoscia taka
sama jak w przypadku 1d.

Przyjmijmy nast¢pujace zatozenia:

e Zaniedbujemy sit¢ odSrodkowa, jedyne sity dziatajace na ciato to sita grawitacji i Coriolisa (oraz
naprezenie nici).

e Nasze wspolrzedne xyz ukladu nieinercjalnego sa skierowane tak, ze grawitacja jest w kierunku
z-towym, oS y jest skierowana na poinoc, a 0§ x na wschod.

e Cialo porusza si¢ w ptaszczyZnie xy, tzn. zaktadamy ze sktadowa z-towa predkosci jest stale rowna
zero (wspotrzedna z-towa jest stala).

JesteSmy na szerokosSci geograficznej, wigc w naszych wspoirzednych predkosc katowa € z jaka obraca
si¢ Ziemia wynosi

0
Q =|Qsin (¢) (2.118)
Qcos ¢
Zatem sita Coriolisa jest rowna
0 v, 2Qsin (v,
—2Qx U =-2|Qsin (¢) | X v, | =|-2Qcos (P)v, (2.119)
Qcos ¢ 0
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Mamy réwnanie ruchu

X+ 0’x = +2Qsin (¢)y
j+ w’y = =2Qsin ()X (2.120)

(mozna jeszcze napisa¢ rOwnanie w kierunku z-towym, ale pojawito by si¢ tam napr¢zenie nici. To row-
nanie pozwolitoby nam ja wyliczy¢, ale nie jest to dla nas interesujace) Mamy tu dwa do$¢ podobne réwna-
niana x 1y, mozliwe jest kilka podejS¢ do rozwigzania tego uktadu réwnan. Jednym pomystem jest zapisaé
je w postaci macierzowej i postgpowac podobnie jak w kolejnym zadaniu, ale mozna tez zastosowaé pewna
sztuczke. Pomyst ten pojawit si¢ przy okazji zad. 7, wprowadZmy z(t) = x(t) + iy(t), jesli dodamy pier-
wsze rOwnanie do drugiego, ktére wczesniej przemnozymy przez i dostaniemy rownanie jednorodne na
nowa zespolona zmienng z(¢). UWAGA: od tego momentu przez z(f) rozumiemy nowa zmienng zespolona kodujaca

%4+ 2iQsin (p)z + w’z =0 (2.121)

Podstawiajac ansatz z(r) = e* dostajemy

(a2 +2iQsin (P)a + wz)e"“ =0 (2.122)

Mamy réwnanie kwadratowe, ktére ma A = —4Q? sin® (¢) — 4w?® = —4(Q? sin® (¢) + w?). Nasze dwa
pierwiastki sg postaci

a, = —iQsin (¢) + i\/ Q2 sin? () + @ (2.123)

Mozemy tutaj dokona¢ przyblizenia: czas drgari wahadta jest znacznie mniejszy niz czas obrotu Ziemi
wokol wlasnej osi. W przypadku Ziemi Q = 7 - 107557, a dla wahadla o dlugo$ci 10m mamy w =
\/g_/l = 157!, co uzasadnia to przyblizenie. Innymi stowy, czesto$¢ wahadta jest znacznie wieksza niz
czestosS¢ obrotu Ziemi w > Q

a, ~ —iQsin (¢) + iw (2.124)
Nasze rozwiazanie jest zatem dane przez
z(t) = Cie™" + Cye™' (2.125)

Przyjmijmy nastgpujace warunki poczatkowe (troche¢ inaczej niz w tresci zadania, by sobie utatwié in-
terpretacje): w chwili r = O ciato przechodzi przez potozenie rownowagi z predkoscia v, w kierunku x.
Daje to nam

z(0)=0 2(0) = x(0) + iy(0) = v,
C,+C,=0 Cia, + Cya_ = v,
C, =-C Cila, —a)=C2iow =,
Vo N
C, = 3 C, = Y (2.126)
Mozemy uprosci¢ nasze rdwnanie do
Yo ( a1 a_t Vo _iQsin ()t ( iot —iwt Yo _iQsin (o) o;

z(t) = %(e +— e ) = %e @ (e —e ) = ge @ sin (cot) (2.127a)
X(t) = %cos (Qsin () sin () (1) = %sin (=Q sin (¢)1) sin (1) (2.127b)
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Mozemy zinterpretowa¢ wynik w nastgpujacy sposdb: poniewaz 2 < w mozemy przyjac, ze chwilowo
Qsin (@)t jest pewna stata. Mamy wiec potozenie dane przez x(¢) = x,, sin (wt) 1 y(t) = y, sin (wt). Czyli
mamy oscylacje z czgstoScia wlasna w naszego wahadla na pewnej prostej wyznaczonej przez x,, y,. Dla
duzych czaséw orientacja tej prostej bedzie si¢ zmieniaé. Poniewaz jest to prosta ktérej kierunek jest

dany przez x,,, y, zawierajace sinus i cosinus, wnioskujemy, ze powoli si¢ ona obraca z czgstoScia katowa
Qsin (¢).

Czas obrotu ptaszczyzny wahan wahadta to T, = %‘(’@, gdzie T, to 1 doba - czas obrotu Ziemi wokot

wlasnej osi. Mozna zauwazy¢, Ze na rOwniku ten czas jest nieskoiczony. Fizycznie mozna to zrozumieé
tak, ze gdy jesteSmy na réwniku, to Q= Q¢ , wige iloczyn wektorowy z predkoscia (znajdujaca si¢ w
ptaszczyznie xy) da wektor w kierunku é,. Zatem sita Coriolisa bedzie tylko zmienia¢ naprezenie nici i
nie bedzie miata sktadowej obracajacej ptaszczyzng drgan wahadta.

Zad. 11

Na powierzchni obracajacej si¢ Ziemi, na szerokoSci geograficznej a wystrzelono cialo z predkoScia
v, pod katem f do poziomu w kierunku pétnocnym. Znalez¢ wspoirzedne punktu Q upadku ciata na
powierzchni¢ i poréwnac ze wspdtrzednymi punktu P, w ktérym cialo to upadtoby, gdyby Ziemia si¢ nie
obracata.
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