Notatki do ¢wiczen z Mechaniki Klasyczne;j
Wojciech Niedzidtka

1 Kinematyka

Zad. 1

Znajdz wersory €, 1 €, w biegunowym uktadzie wsp6trzgdnych. Zapisz w bazie tych wersoréw potozenie,
predkos¢ 1 przyspieszenie punktu materialnego wyrazone za pomoca wspotrzednych p , ¢ 1 ich pochod-
nych po czasie.

Rozw. 1

W kartezjariskim uktadzie wspotrzgdnych mamy dobrze znane wzory na potozenie, predkosc i przyspiesze-
nie punktu materialnego

r=xe,+ye,
v=Xxe, +ye,
a=xe,+ye

W tym zadaniu chcemy wyprowadzi¢ analogiczne wzory, ale we wspdtrzednych biegunowych. Beda one
miaty og6lng postaé (z pewnymi na razie nie znanymi wspotczynnikami)

F=r,e, +r,é,
v=uv,€,+v,é,
d=ae,+a,e,
Same wspolrz¢dne biegunowe sa dane wzorem
x = pcos (@) (1.1a)
y = psin(¢) (1.1b)

Wersory, sposob I (geometryczny).
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Rysunek 1: Wersory biegunowego uktadu wspoétrzednych w pewnym punkcie (p, @)

Odczytujac z obrazka (pamigtajac ze wersory majg dtugos¢ 1) otrzymujemy wzory na wersory é, 1 €, we
wspotrzednych kartezjanskich

¢, =cos (p)é, +sin (p)é, (1.2a)
¢, = —sin(p)é, +cos (p)é, (1.2b)

Niestety ta metoda mimo swojej prostoty (w sensie idei) wymaga graficznego rozrysowania problemu,
staje si¢ to problematyczne przy niestandardowych wspoétrzednych jak wspoétrzedne hiperboliczne. W
przypadku wspétrzednych trojwymiarowych metoda graficzna jest niemal niedost¢pna, potrzebujemy
bardziej uniwersalnej metody.

Wersory, sposob II (z definicji). Wersor ¢, jest wektorem jednostkowym, ktéry pokazuje nam kierunek
w ktérym ro$nie wspolrzgdna p, a pozostate pozostaja statle. Motywuje to ponizszy wzor, ktéry czasem
jest brany jako definicja wersoréw

- _(3r ~ ep

e”_a_p eP=H (1.3a)
. o, _ €
g, = é é, = m (1.3b)

Nalezy pamigta¢ o normalizacji, powyzsze pochodne daja nam kierunki zmiany wspétrzgdnych, ale wer-
sory musza by¢ unormowane. W naszym przypadku uzywamy 7 = xé +yé, = pcos (p)é,+psin (p)é,

-

- or N . A " € A . o
6= 55 = COS(@ +sin (@), &, = T = cos (@2, +sin (9,
|
R or . A o A 8¢ . A o
¢, = % = —psin (@)é, + pcos (p)é, é,= “T = —sin (@)é, + cos (p)é,
%)
@

Co zgadza si¢ z poprzednim rachunkiem, ale ta metoda dziata nawet jesli mamy "skomplikowane" wspotrzgdne.

Polozenie, sposob I (trick). Zapiszmy wektor potozenia podstawiajac za x 1 y wspdtrzedne biegunowe,
zauwazmy ze

F=xé +yé, = pcos (@), + psin(p)é, = p(cos (p)é, + sin (qo)éy) = pé, (1.4)



Niektorych moze zdziwic, ze potozenie jest wyrazone przez wersor €, 1 drugi wersor nie jest tu potrzebny,
ale jesli spojrzymy na rysunek 1, tatwo mozemy si¢ przekonac, ze wersor €, z definicji jest skierowany do
naszego punktu, wigc po pomnozeniu go przez odlegtos¢ punktu od Srodka uktadu wspdtrzgdnych mamy
nasz wektor polozenia.

Polozenie, sposob II (rachunek). Poprzednia metoda polegata na pewnym szczgsSciu w podstawieniu i

zbiegowi okolicznosci, ze udato si¢ zauwazy¢ wersor €. Istnieje bardziej systematyczny sposob uzyska-
nia odpowiedzi, nalezy najpierw odwroci¢ wzory na wersory by uzyskaé wzory na wersory uktadu kartez-
janskiego

é, = cos(p)é, —sin (p)é,

¢, =sin(p)é, + cos (p)é,

Nastepnie mozemy podstawi¢ te wzory, razem ze wzorami na x 1 y do wektora potozenia wyrazonego w
uktadzie kartezjariskim

F=xé + yé, = pcos ((p)(cos (p)é, — sin (go)éq,) + psin ((p)(sin (p)é, + cos ((p)éw)
= (pcos® (p) + psin’ (9))2, + (p cos (@) sin (@) — psin (@) cos (9))é, = pé,

Predkosé. Predkosé jest zdefiniowana jako pochodna potozenia po czasie, obliczmy wigc pochodna po
czasie potozenia wyrazonego w biegunowym uktadzie wspotrzednych
dé,

(pé,) = pé, + r—- (1.5)

. _dr _d
D= — = —
dt dt
Nalezy tu podkresli¢ wazny fakt, w kartezjariskim uktadzie wspétrzgdnych wersory sa state, tzn niezalezne
od polozenia. Natomiast w biegunowym (ale tez w innych krzywoliniowych wspoirzednych) wersory
zaleza od polozenia, a co za tym idzie od czasu. Zanim pdjdziemy dalej obliczmy pochodng po czasie

obu wersordw, przyda nam si¢ tu postac

dé, 4 . . X s

d—: = o (Cos (p)é, + sin (qo)éy) = —sin (@)@é, + cos (p)pé, = ¢é, (1.6a)
de

d—:’ = %(— sin (@)é, + cos (9)é,) = — cos (@)pé, — sin (p)Ppé, = —@é, (1.6b)

Mozemy teraz dokoriczy¢ obliczanie predkosci
U=pé,+p—r" = pé,+ ppé,, (1.7)

Przyspieszenie. By zakoriczy¢ zadaje pozostaje policzy¢ pochodng po czasie wektora predkosci
a5 _d
dt dt
= (= p#*)é, + 2p¢ + pp)e, (1.8)

C_i = (pép + p(,bé¢> = ﬁép + qu@(p + p(pé(p + p¢é¢ - pgb2ép

Zad. 2

Wykonaj analogiczng analiz¢ dla walcowego i sferycznego uktadu wspétrzgdnych
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Rozw. 2

Walcowy uklad wspolrzednych. Chcemy powt6rzy¢ rachunki z zadania 1, najpierw zrébmy to dla wal-
cowego uktadu wspétrzednych (p, @, z)

x = pcos (@) (1.9a)
y = psin (¢) (1.9b)
z=12z (1.9¢)

Zauwazmy, ze zmienne (x, y) przechodza na (p, @), a z si¢ nie zmienia, mamy tu dwie niezalezne zmiany
wspotrzednych. Co za tym idzie wyniki sg tu niemal takie same jak w przypadku biegunowym, nalezy
tylko uwzgledni¢ dodatkowo z 1 €, (ten sam wersor co w ukladzie kartezjaiiskim, ktory nie zalezy od
polozenia). Wersory nowego uktadu wspé6trzednych to

¢, =cos (p)é, +sin (p)é, (1.10a)
e, = —sin(p)é, + cos ()e, (1.10b)
é,=¢, (1.10c)
Potozenie jest dane wzorem
F=xé +yé +zé =pé +zé, (1.11)
Predkos¢ wynosi
- d n d, . A LA A
U= —(xex+yey) +—(zez) =pé, + ppé, + z¢é, (1.12)
dt dt
Przyspieszenie jest rowne
a—E—(p—p(p)eﬁ(p(p+p(p)e(p+zez (1.13)

Sferyczny uklad wspdtrzednych. Problem jest w petni analogiczny do zadania 1. Jedyna trudnos¢ lezy
w tym, Zze mamy teraz trzy wspotrzedne i trjwymiarowq przestrzer wektorowa, a co za tym idzie dtuzsze
rachunki (cho¢ tak samo ztozone) i problem z wykorzystaniem rysunkéw. Rozwazamy wspoirzedne

x = rsin (0) cos (¢)
y = rsin (0) sin (@)
z =rcos (0)



Rysunek 2: Wspdtrzedne sferyczne [Obrazek z Wikipedii: https://en.wikipedia.org/wiki/
Spherical_coordinate_system]

Wersory. Z definicji (uzywamy 7 = xé,+yé +zé, = rsin (0) cos (p)é, +rsin (0) sin (p)é +rcos (0)é,)

-
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e = ? = sin (0) cos (¢)é, + sin (0) sin (p)é,, + cos (0)é,
r

r
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er
er -
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= sin (0) cos (p)é, + sin (0) sin (p)é, + cos (0)¢,
€, = % = rcos (8) cos (p)é, + rcos (f) sin (p)é, —r sin (0)é,

-

e

éy = f = cos (0) cos (p)é, + cos (0) sin (p)é, — sin (0)¢,
1%
e = or —rsin (@) sin (@)é, + rsin (@) cos (¢)é
P aqo X y
e
e, = —? = _sin (p)é, + cos (p)e,
]
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gdzie uzylismy [|Z,]| = 1, [|&,]| = ri [|&,[ = rsin ©)
Polozenie. Zapiszmy wektor potozenia podstawiajac za x, y i z wspotrzedne sferyczne
F=xé + yé, + zé, = rsin (0) cos ()é, + rsin (0) sin (p)é, + rcos (0)é,
= r(sin (0) cos (p)é, + sin (0) sin (p)é, + cos (H)éz) =ré,

Mozliwe jest tez podejsScie rachunkowe bez "szczgsliwego zgadnigeia" jak w zadaniu 1, ale poszliSmy tu
szybsza Sciezka.

Predkos¢. By policzy¢ wektor predkosci liczymy pochodng po czasie wektora potozenia


https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system
https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system

Jak poprzednio widzimy ze pojawiaja si¢ pochodne po czasie wersordéw, obliczmy je

dée . : .
% = cos (0)0 cos (p)é, — sin (0) sin (@)@é, + cos (0)f sin ()¢, + sin (8) cos (p)@pé,, — sin (0)0¢,

=0 (cos (0) cos (@)é, + cos (0) sin ()¢, — sin (G)éz) + sin (0)(‘p(— sin (@)é, + cos (qp)éy)
= 62, + sin (9)pé,,
dé

d—: = —sin (0)0 cos (p)é, —cos (0)sin (p)@pé, — sin (0)0 sin (p)é, + cos (0) cos (p)pé, — cos (t9)0'éz

=0 (sin (0) cos (@)é, + sin () sin ()é, + cos (9)éz) + cos (0)(‘p(— sin (@)é, + cos ((p)éy)
= —0é, + cos O)¢pe,

dé
d_t(p = —cos (@)@é, —sin (p)Ppé, = —sin (0)(‘p(sin (0) cos (p)é, + sin (0) sin (@)é, + cos (Q)éz)

— cos (8)¢(cos () cos (p)é, + cos (A) sin ()2, — sin (9),) = — sin (§)@é, — cos (§)¢e,
Mozemy teraz dokoriczy¢ obliczanie predkosci

é .
U=ré + rd—tr = ié, +r0é, + rsin (6)@é,
Przyspieszenie. By zakoriczy¢ zadaje pozostaje policzy¢ pochodng po czasie wektora predkosci
a =98 = L (75, + 106, + rsin (0)p¢,)
= Fé, + F(0é, + sin (0)¢é,,)
+ 708, + rhé, + ro(—0é, + cos (0)¢é,,)
+ i-sin (0)@e,, + rcos (0)0¢e,, + rsin (6)peé,, + rsin (6)¢(— sin (6)@eé, — cos (6)¢é,)
= (F—r6* — rsin’ (0)¢*)é, + (2/0 + rf — rsin (6) cos (0)p*)é, + (rsin (6)§ + 27 sin (8)¢ + 2rf cos ()¢)é,,

Zad. 3
W biegunowym uktadzie wspoirzednych ruch punktu materialnego opisuja zaleznoSci:
p = 2Rsin (wt) @ = wt (1.14)
gdzie t to czas, a R 1 w to state dodatnie.
a) Wykaz, ze torem ruchu jest okrag. Jaki jest promien tego okrggu?
b) Oblicz drogg s(t) tego punktu przebywana w czasie od 0 do 7.

¢) Oblicz radialne i transwersalne oraz styczne i normalne sktadowe predkosci 1 przyspieszenia.

Rozw. 3

Zanim zaczniemy rozwigzywac zadanie zauwazmy, ze w biegunowym uktadzie wsp6trzednych wymagamy,
by p > 0. W kartezjariskim uktadzie wsp6trzednych ruch punktu materialnego jest dany przez

x(t) = pcos (p) = 2R sin (wt) cos (wt) (1.15a)
y(1) = psin (@) = 2R sin® (w?) (1.15b)



Naiwnie zmieniajac wspolrz¢dne na kartezjariskie, uzyskujemy sensowne wzory dla ktérych dalsza czgs$¢
zadania ma sens. Mozemy pracowa¢ z ujemnym promieniem, nie przejmujac si¢ nieScista definicja albo
jesli ktos jest bardziej pedantyczny, moze ograniczy¢ siedo 0 < ¢ < i dla ktérych promien jest nieujemny
1 nie ma probleméw z definicjami.

a) Jednym z pomystow jak pokazac, ze tor ruchu jest okrggiem moze by¢ uzycie rOwnania okregu, we
wspotrzednych kartezjaiiskich ma ono postaé

(x=x) "+ (y=y) =1

gdzie x,,, y, to wspolrzedne Srodka okrggu (nie musza by¢ rowne zero 1 nietrudno si¢ przekonac ze dla x, =
0 = y, otrzymamy wyrazenie zalezne od czasu, wigc nasz okrag jest przesunigty), a r to jego promien. Ta
metoda wymaga sprytnego zgadnigcia tych trzech wielko$ci (umotywowanego jaka$ definicja, ale jednak
zgadnigcia), sprobujemy postuzy¢ si¢ tu zamiast tego trygonometria. We wzorach na wspétrzedne w
uktadzie kartezjanskim (I.15a) widzimy znajome wzory na sinus i cosinus podwdjnego kata

x(t) = 2R sin (wt) cos (wt) = R sin Qwt)
¥(t) = 2Rsin’ (of) = R(1 — cos? (of) + sin® (wt)) = R(1 — cos Qwt))

Rozpoznajemy w powyzszych wzorach zalezno$¢ czasowa wspotrzednych ciala poruszajacego si¢ po
okrggu o Srodku w x = 0,y = R i promieniu R z pr¢dkoScia katowa Q = 2w. Latwo tez sprawdzi€ to
z rébwnaniem okrggu, gdzie uzyskujemy jedynke trygonometryczng usuwajaca zaleznos¢ czasowa. Dal-
sze podpunkty mozna zrobi¢ prawie trywialnie korzystajac z wiedzy o ruchu po okrggu, predkoS¢ ma
statg warto$¢ rowna QR = 2wR, przyspieszenie Q>R = 4w’ R. Znalezienie odpowiednich sktadowych
wymaga odrobiny geometrii, ale podobnie jak w poprzednich zadaniach, chcemy wykorzystaé ten prob-
lem do wyprowadzenia (przypomnienia) ogélnych wzoréw, ktdre zadziataja niezaleznie od skomplikowa-
nia problemu.

b) Droga jest zdefiniowana jako

(1) = / |50)||d=
0

Zwrot wektora predkosci nie jest tu istotny i liczy si¢ tylko jego dtugosé. Mozemy tu wykorzysta¢ wzor
na wektor predkosci we wspdirzgdnych biegunowych

U= pé,+ ppé, = 2Rwcos (wt)é, + 2Rw sin (wt)é,,

Jego dtugosc to ||veco|| = 2Ra)\/ cos? (wt) + sin® (wf) = 2R, podstawiajac otrzymujemy
t t
s(t) = / |o(0)||dr = / 2Rwdt = 2Rwt
0 0

¢) predkos¢. Sktadowa radialna predkosci to nic innego jak v, (wspotczynnik stojacy przy wersorze é,),
natomiast sktadowa transwersalna v, = v ,. Mamy

v, = p=2Rwcos (vr)
v, =, = p@ = 2Rwsin (wt)



Sktadowa styczna predkosci to sktadowa wektora w kierunku stycznym do toru, innymi stowy sktadowa
predkosci w kierunku ruchu. Poniewaz predkoS¢ wyznacza kierunek ruchu, to mamy v, = v (ta sktadowa
to caly wektor), a skladowa normalna (sktadowa wektora w kierunku prostopadtym do stycznej) wynosi
zero. Taki wynik dla sktadowych normalnych i stycznych predkosci uzyskamy zawsze.

¢) przyspieszenie. Sktadowa radialna przyspieszenia to a,, a transwersalna to @, = a,,. Postuzmy si¢
wynikami zadania 1 do znalezienia ich

a,= (/’)’ — p(p2) = —4Rw? sin (wt)
a, = a, = (2pp + pp) = 4Rw’ cos (wt)

Przyspieszenie ma naturalny rozktad na czg$¢ styczng do predkosci (toru ruchu) i normalng @ = @, + a,.
Mozemy postuzy¢ si¢ iloczynem skalarnym by znaleZ¢ te sktadowe, obliczmy iloczyn skalarny obu stron
z0

- v-a

v-d=v-d,+0v-d,=va,+0 = a,=—
v

Sktadowa normalna moze zostac znaleziona z d, = a—a, Podstawiajac dane z zadania otrzymujemy

g-a U,4,t0,a, 8R’w’cos (wt)sin (wt) — 8R*w? sin (wt) cos (wt)
a. = = = =

s v v 2Rw

0

Skiadowa styczna wynosi zero, wigc cale przyspieszenie jest normalne i a, = a = al% + ai = 4R’
Taka sytuacja nie zdarza si¢ zawsze, ale nie powinna by¢ zaskoczeniem, bo jesli wezmiemy definicje
dtugosci 1 zadziatamy pochodng otrzymamy
dig| _az - - a5 _ 4ol _35-a

. ——3 =

U+ — =a

112 > o -
o =55 = 2|a] - B

Zatem sktadowa styczna przyspieszenia odpowiada za zmian¢ dtugosci wektora predkosci, od niej zalezy
czy ruch spowalnia czy przyspiesza. W ruchu po okregu ze stala predkoscia jest naturalne, ze wynosi ona
zero. Sktadowa normalna przyspieszenia odpowiada za zakrzywianie toru ruchu. Zwiazana jest z tym
definicja promienia krzywizny R, ktory jest zdefiniowany jako promien okregu po ktérym si¢ chwilowo
poruszamy

W przypadku ruchu po okrggu promieri krzywizny jest rOwny promieniowi okrggu i jest staty, ale dla
bardziej skomplikowanej krzywej bgdzie on zalezat od czasu.

Zad. 4

Po jednym z bokéw prostokata porusza si¢ ruchem harmonicznym o czestoSci w,, punkt materialny. Pros-
tokat obraca sie wokot przeciwleglego boku z predkoscia katowa w. W ukladzie odniesienia zwigzanym
z prostokatem znalez¢ zaleznoS¢ czasowa potozenia, predkosci i przyspieszenia punktu materialnego.
Dokonac¢ transformacji tych wielkosci do uktadu inercjalnego.



Rozw. 4

Wybieramy uktady wspétrzgdnych uktadu inercjalnego O i nieinercjalnego O’ w sposob nastepujacy: oba
uktady porywaja si¢ w chwili r = 0, osie z i z’ beda pokrywac si¢ przez caty czas ruchu, obrét odbywa si¢ w
ptaszczyznie xy. OS x’ uktadu nieinercjalnego caty czas pokrywa si¢ z bokiem obracajacego si¢ prostokata
(tak, ze nasz punkt materialny ma sktadowa y’ rowna 0). Uktad O’ obraca si¢ zatem z predkoscia katowa w,
dodatkowo wybieramy poczatki obu uktadéw by si¢ pokrywaty w chwili # = 0 i1 lezaty na nieobracajacym
si¢ boku prostokata, przez co beda si¢ pokrywac przez caly czas trwania ruchu.
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Rysunek 3: Rysunek ukfadu i wprowadzonych wsp6trzednych. [Stworzony przez Mikotaja
Marcinkowskiego]

Dodatkowo uzyjemy w tym zadaniu dla wygody notacji macierzowej, by wygodniej pracowa¢ w dwoch

ro6znych uktadach wspétrz¢dnych (?) oy bedzie oznaczat wektor kolumnowy z wsp6irzednymi wektora 7
w bazie uktadu O, natomiast (?)x bedzie oznaczat wektor kolumnowy z wsp6trzednymi wektora ¥ w

bazie uktadu O’.

/y/Z/

Wielkosci w ukladzie nieinercjalnym. Opiszmy najpierw ruch ciata w uktadzie odniesienia zwigzanym
z prostokatem tzn w ukladzie nieinercjalnym, bedziemy oznacza¢ wielkoSci z nim zwigzane literkami z
primem. Wida¢, ze brakuje nam danych w zadaniu, wigc musimy zaproponowac oznaczenia na wielkoSci
niezb¢dne do rozwiazania go: przez L oznaczmy diugos$¢ boku prostokata prostopadla do osi obrotu
(dtugosci drugiego boku nie bedziemy potrzebowac), a przez A amplitud¢ oscylacji punktu materialnego.
Potozenie jest dane przez

L

(,7,) - 0 1.17)
E | Asin (@)

Wektor (17’ ) zadaje trajektori¢ we wspotrzednych uktadu O’, predkosé Ui przyspieszenie a' w ukladzie

x/y/Z/



O’ sa zwyktymi pochodnymi, fakt ze jesteSmy w uktadzie nieinercjalnym nie gra tu roli.

0
(v’) = 0 (1.18a)
| Awy cos (wgt)

0
(5') = 0 (1.18b)
| - A} sin (wt)

Transformacja pomiedzy ukladami. Transformacja wielkoSci fizycznych do uktadu poruszajacego sie
jest standardowa wiedza i nie stanowi zwykle probleméw, niestety transformacja ich do uktadu obraca-
jacego si¢ jest juz duzo bardziej skomplikowana. Zrozummy najpierw pewng istotng subtelnos¢ kryjaca
si¢ w naszej notacji na przyktadzie pre¢dkosci, ktéry nie jest zwigzany z problemem z zadania. Dale;j
rozwazamy uktad inercjalny O i uktad nieinercjalny O’ obracajacy si¢ jak w gtéwnej czgsci zadania
(uktady maja wspdlny poczatek). Teraz niech nasz punkt materialny porusza si¢ w taki sposob, ze w
uktadzie obracajacym si¢ oddala si¢ z predkoscia u w kierunku osi x’, jego predkos¢é moze zostac zapisana

jako (17’ ) = (u 0 O)T. Interesuje nas chwila gdy osie si¢ pokrywaja, ale wersory sa skierowane w
x/y/zl

przeciwne strony jak na rysunku 4
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Rysunek 4: Wersory &, i é,, oraz wersory &, 1 €, w rozwazane] przez nas dygresji. Lewy rysunek
ilustruje potozenie punktu materialnego i wektor pr¢dkosci w nieinercjalnym uktadzie odniesienia O’, a
prawy wektor predkosSci w inercjalnym uktadzie odniesienia O

Predkos¢ 0 w uktadzie inercjalnym moze zostac zapisana jako (1’5) — (—u —-w O)T (oznaczamy diu-
gos¢ jego sktadowej w kierunku y przez w). Te dwie wielkoSci to odpowiednio: predko$¢ w ukladzie
nieinercjalnym O’ tzn. v’ zapisana we wspoirzednych tego uktadu i pr¢dkosé w uktadzie inercjalnym

O tzn. U zapisana we wspOtrzednych tego uktadu. Mozemy tez rozwazyé (5’) = (—u 0 O)T
Xyz
czyli predkos¢ w uktadzie nieinercjalnym O’ zapisana we wspodtrzednych xyz uktadu O, oraz (17) iy =

(v w O)T czyli predkosé w uktadzie inercjalnym O zapisana we wspdtrzednych x’y’z’ uktadu O’. Sa

to cztery "obiekty" ilustrujace ze mozemy rozdzieli¢ pojecie uktadu odniesienia od jego wspotrzgdnych

1 zapisywa¢ wielkoSci jednego z nich we wspotrzgdnych drugiego. Tzn. mozemy mie¢ np. predkosé

w uktadzie odniesienia O’ zapisang we wspotrzednych xyz zwiazanymi z uktadem O tzn (J’ ) . Za-
xyz

uwazmy, zZe nawet zapisujac je w tych samych wspétrzgdnych mamy rézne wielkosci, co podkresla fakt,
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ze U # U (réwnosci bez wspotrzednych oznaczaja ze jest to prawda w dowolnych wspoétrzednych), tzn.
predkos¢ w uktadzie inercjalnym jest innym wektorem niz prgdkos¢ w uktadzie nieinercjalnym i nie jest
to tylko kwestia innych wspotrzgdnych (jezyka w ktérym opisujemy te wielkoSci). Nie powinno to by¢ za-
skoczeniem, bo sg sytuacje w ktérych w jednym uktadzie ciato spoczywa, a w innym si¢ porusza, pojecie
ruchu jest zatem wzgledne.

W przypadku wektora potozenia sytuacja jest prostsza dzigki temu, Ze nasze uktady maja wspdlny poczatek.
Wektory potozenia sg sobie rowne i bedziemy je teraz utozsamiaé ¥ = r/, choé oczywiscie w réznych

uktadach wspoirzednych maja rézne wspotrzedne, tzn <17’ > # (7) b Mozemy o tym mySle¢ w taki
x'y'z! Xyz

sposob, ze to "gdzie cialo jest" jest czymS$ nad czym obaj obserwatorzy moga si¢ zgodzi¢, cho¢ kazdy
uzywa innego jezyka by o tym méwic (wspotrzednych), ale to "czy ono si¢ rusza" jest juz wzgledne (w
przypadku gdzie uktady wspétrzednych maja rézne poczatki, sprawa si¢ komplikuje i mielibySmy dwa
rézne wektory potozenia, powigzane rownaniem é, = é,, + Kr). By przetransformowa¢ wektor potoze-
nia do wspotrzednych uktadu O wystarczy zrozumie¢ zwykla zmiang¢ wspotrzednych w przypadku gdy
uktady si¢ wzajemnie obracaja. Mozemy postuzy¢ si¢ rysunkiem 5 (dwuwymiarowym, bo w kierunku z
nic si¢ nie zmienia) by znaleZ¢ tatwo zaleznoSci migdzy wersorami i macierz obrotu

y
é\ ey/\
y'

Rysunek 5: Wersory é, 1 é, oraz obrocone o kat 6 wersory é,,1 ¢,

¢, =cos (0)é, +sin(0)é,

é, = —sin(0)¢, +cos (0)¢,

F=x'é,+ye,+zé,=(x"cos(8) - ysin(9))é, + (x'sin () +y cos (9))¢, + z'é, =

x' cos (0) — y' sin () cos () —sin(0) O)(x'

x'sin (0) + y' cos (9) | =|sin (@) cos(8) O]y |=R®)(F)
z/ 0 0 1\ 2/

(7).

xly/z/

Macierz R(0) jest tez zwana macierza obrotu, w naszym przypadku kat obrotu to wf i nasza transformacja
polozenia jest dana wzorem

(),,. = Rn(7),,, (1.19)

x'y'z!

By znaleZ¢ jak wyglada transformacja predkosci zrézniczkujmy po czasie obie strony powyzszego row-
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nania i skorzystajmy z definicji predkoSci w r6znych uktadach
- d -
(U)xyz = E (r)xyz

(7)™ (7).,
o

<R(a)t)( ) o ) R(ot)(F) ,,,+R(a)t)%(?)x,y,z,

dt Mye =

Poréwnajmy jeszcze to jak pochodna macierzy obrotu dziata na wektor z tym jak ta macierz na niego
dziata

a cos (@) —sin(@) O)(a cos (f)a — sin (0)b
R@)|b|l=]|sin(@) cos(@) O]|b]|=]|sin(B)a+ cos(6)b
c 0 0 1)\c c
a —sin(@) —cos(@) O)fa —sin (A)a — cos ()b
R@)|b|=]| cos(@ —sin(@) O||b]|=| cos(B)a—sin(0)b
c 0 0 0J\c 0

Pierwsza i druga sktadowa si¢ zamienily, a trzecia zamienita si¢ w zero. Ten sam wynik otrzymalibySmy
gdyby zadziata¢ iloczynem wektorowym z é,

a 0 cos (f)a — sin (0)b —sin (A)a — cos ()b
e, X|R@O)b||=|0|x]|sin(B)a+ cos(@)b|=]| cos(f)a—sin(0)b
c 1 c 0

Pochodna po czasie przy dzialaniu na R(wt) produkuje czynnik o, ktéry mozemy zaabsorbowac do é, 1
otrzymac¢ wzor (ktéry byltby prawdziwy dla ogélnego obrotu)

(R(a)t)( o, ) R (7).,

x'y'z!

gdzie ® = wé, jest tzw. wektorem obrotu, wyglada on tak samo w obu uktadach wsp6trzgdnych. Mozemy
teraz dokoniczy¢ transformacj¢ predkosci

+ R(a)t)—( F)yye = 6% (R@(),,,., ) + R (o)

x'y'z!

(9),,. = R@@n(F)

x/ /Z’

=@ x (7),,+ (U)
(1.20)

X/y/z/

Poniewaz wszystkie wielkoSci sa tu wyrazone w tych samych wspoéirzednych, mozemy opusci¢ indeksy i
uzyskac¢ ogélne rOwnanie, prawdziwe w dowolnych wspo6trzednych na transformacj¢ predkosci

D=@dXF+0 (1.21)
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Mozemy analogicznie znaleZ¢ transformacj¢ przyspieszenia wychodzac od
- d -
(a)xyz = E (U>xyz
#).,.-5(7)
x'y'z dt x'y'z!

G0, = (3 (R0, )+ R0 (7))

= ‘2—6;’ x (R@D(F),,., ) + &% (R@D(F),,,, ) +6x <R(a)t)%(?)x,y,z,> (1.22)
+ R(wz)<5'> + RnZ (u/)
x'y'z dt x'y'z!
dCT) - - - - - - -
= S X (7). +ax (% (7)) +20x (¢) +(2) (1.23)
dt xyz xyz xXyz xyz
lub w zapisie bez wspotrzednych
- -, dCB - - - - — -
a=a’+—t><r+a)><(a)><r)+2a)><v’ (1.24)
——
N—— T(qk—/ Coriolis
Euler Sroadkowe

Czyli przy zmianie uktadu nasze przyspieszenie zyskuje trzy nowe cztony: czton odSrodkowy znany
ze szkoty, oraz czton Coriolisa i czton Eulera, ktére sa juz mniej omawiane w szkole. Nalezy tu pod-
kresli¢ ze nasze wyprowadzenie zaktadato, ze uklady wspolrze;dnych maja wspolny poczatek, gdyby si¢
dodatkowo poruszaty wzgledem siebie, ¥ = r + Ar (gdzie Ar jest potozeniem uktadu O’ wedtug uktadu
O) 1 musielibySmy zmodyfikowac nasze wyprowadzenie by otrzymac¢ dodatkowo cztony transwersalne

— _ i — _ d_2 —
(8a),,, = 5(80) = 5(5),)

F =71+ Ar (1.25)
S=0+Av+adxr (1.26)
i=a +Aa+‘2—t><r'+wx<a}xﬁ)+25)x& (1.27)

Wielkosci w ukladzie inercjalnym. Mozemy teraz uzy¢é wyprowadzonych wzoréw [1.19} [1.20]i [1.22| by
obliczy¢ szukane wielkoSci

(’_;>xyz = R(a)t)(;:)x’y’z’
(0),,,=&x (7). + R(wt)(J’)

x/y/z/

(@).,.= % X (7)., +@x (a) x (F)m) +26 x <R(a)t)(17’>x’ylz/> + R(cot)(c?)x,y,z,

cos (wt) —sin(wt) 0O L L cos (wt)
(F)Xy = R(COf)( ) o = sin (wt) cos(wt) O 0 =| Lsin(wt)
0 0 1)\ Asin (wyr)] | Asin (wy1)

13



(8),,. =@ (7). + R(a)z)(z}>

x'y'z!
0 L cos (wt) cos (wt) —sin(wt) O 0
=|0|x| Lsin(wt) |+]|sin(wt) cos(wt) O 0
w)| | Asin (w) 0 0 1) Aw, cos (1)
—Lw sin (wt) 0 —Lw sin (wt)
=| Lwcos (wt) |+ 0 =| Lwcos (wt)
0 Awy cos (1) Aw, cos (1)
(@) = dé X (F) +@X ( ) +2 R(cot)( ) + R(cot)(c?)
xXyz dt xXyz xyz x'y'z x'y'z!
0 —Lw sin (wt) 0 cos (wt) —sin(wt) 0O 0
=0+]|0|X]| Lwcos (wt) +210 +|sin(wt) cos(wt) O 0
w w Aoo0 cos (wyt) 0 0 1) —Aw} sin (wyt)
—Lw? cos (wt) —Lw? cos (wt)
=04 | —Lw?sin(wt) | +0+ O =| —Lw?sin (wt)
0 —Aw} sin (wt) —Aw} sin (wt)

Zad. 5

W wierzchotkach kwadratu ABCD o boku a znajduja si¢ cztery zuki. W ustalonej chwili zuk poczatkowo
znajdujacy sie w punkcie A zaczyna poruszaé si¢ z predkoscig o statej wartosci v w kierunku zuka
poczatkowo znajdujacego sie w punkcie B itd. Po jakim czasie zuki si¢ spotkaja, jaka droge przebedzie
kazdy z nich 1 jaki kat (liczony wzgledem Srodka kwadratu) zakres1i?

Rozw. 5

Mamy cztery zuki poruszajace si¢ w dwuwymiarowej przestrzeni, a ich predkosci sa zwiazane z potoze-
niem innych zukéw. Daje to nam uktad o§miu réwnan, ktdre nalezy rozwiagza¢ (odwazni moga sprobowac
takiego podejscia). Problem mozna jednak uproscic¢ i uniknaé zbytnich rachunkéw: mamy cztery zuki
poruszajace si¢ wedtug zasad, ktére nie wyrdzniaja zadnego z nich. Z symetrii problemu wnioskujemy,
ze jesli jeden z nich po czasie ¢ przesunie si¢ o 7, wektory przesunigcia pozostatych zukéw beda obro-
conym o wielokrotno$¢ kata = /2 wektorem 7. Innymi stowy, potozenia zukéw beda caly czas tworzy¢
kwadrat tym samym S$rodku co na poczatku ruchu, ktéry bedzie coraz mniejszy, az zuki si¢ spotkaja w
jego Srodku. Pozwala to nam skupié si¢ na ruchu jednego z zukéw, jesli bedziemy w danej chwili znad
jego potozenie, mozemy rysujac kwadrat ustali¢ potozenia pozostatych. Wybieramy uktad wspotrzgdnych
w taki sposob, ze Srodek kwadratu pokrywa si¢ z poczatkiem uktadu wspo6trzednych, a nasz wybrany zuk
w chwili # = 0 znajduje si¢ na osi x. Poniewaz zuki przez caly czas tworza kwadrat, ich predkosci sa pod
katem 7 /4 do promienia, mozemy zapisac predkos¢ naszego zuka we wsp6trzednych biegunowych

Lo+ (1.28)

Va©ov2 !

U= —vsin(r/4)é,+ vcos (n/4)é, = —
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jej sktadowe sq state w czasie. Z drugiej strony dzieki zadaniu 1 wiemy, ze U = pé , T ppé,,, co daje nam
uktad réwnan

p=—> (1.292)

pp = — (1.29b)

Mozemy rozwiazaé pierwsze z nich przez scatkowanie

t t
v vt a vt
p(t) — p(0) = / pydr = | ——drt=—— = p() = ——-— (1.30)
0 o V2 V2 V2 V2
Zuki spotkaja si¢ w Srodku uktadu wspotrzednych, co daje nam warunek na szukany czas p(t,. ) = 0, czas
ten jestrowny 7 = % Zuki poruszaja sig ze stata predkoscia v, wigc kazdy przebedzie droge vt,,, = a
By znaleZ¢ kat musimy rozwiazaé drugie rOwnanie
t t v t v a ¢
o(t) — @(0) = / W(0)dT = / dr = dr = —log (- - 1)(
0 0 p(r)V2 0 a-ut o /N0
=—10g<2—t>+10g<g>=log< a ) =
v v a—ut
p@) = 10g< ) (1.31)
a—ut

Kat zakreSlony przez kazdego zuka wynosi ¢(t,,,,) = lim,_,, log (afm> =00
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