
Mechanika klasyczna 2026/27

lista zadań na ćwiczenia

1. Znaleźć wersory êρ i êφ w biegunowym układzie współrz ↪ednych. Zapisać
w bazie tych wersorów położenie, pr ↪edkość i przyspieszenie punktu ma-
terialnego wyrażone za pomoc ↪a współrz ↪ednych ρ, φ i ich pochodnych po
czasie.

2. Wykonać analogiczn ↪a analiz ↪e dla walcowego i kulistego układu współrz ↪ednych.

3. W biegumowym układzie współrz ↪ednych ruch punktu materialnego opi-
suj ↪a zależności:

ρ = 2R sin
(

1
2
ωt

)
, φ = ωt .

(a) Wykazać, że torem ruchu jest okr ↪ag. Jaki jest promień tego okr ↪egu? (b)
Obliczyć drog ↪e s(t) tego punktu przebywan ↪a w czasie od 0 do t. (c) Obli-
czyć radialne i transwersalne oraz styczne i normalne składowe pr ↪edkości
i przyspieszenia.

4. Po jednym z boków prostok ↪ata porusza si ↪e ruchem harmonicznym o cz ↪estości
ω0 punkt materialny. Prostok ↪at obraca si ↪e wokół przeciwległego boku z
pr ↪edości ↪a k ↪atow ↪a ω

′. W układzie odniesienia zwi ↪azanym z prostok ↪atem
znaleźć zależność czasow ↪a położenia, pr ↪edkości i przyspieszenia punktu
materialnego. Dokonać transformacji tych wielkości do układu inercjal-
nego.

5. (Zakochane żuki) W wierzchołkach kwadratu ABCD o boku a znajduj ↪a si ↪e
cztery żuki. W ustalonej chwili żuk pocz ↪atkowo znajduj ↪acy si ↪e w punkcie
A zaczyna poruszać si ↪e z pr ↪edkości ↪a o stałej wartości v w kierunku żuka
pocz ↪atkowo znajduj ↪acego si ↪e w punkcie B itd. Po jakim czasie żuki si ↪e
spotkaj ↪a, jak ↪a drog ↪e przeb ↪edzie każdy z nich i jaki k ↪at (liczony wzgl ↪edem
środka kwadratu) zakreśli?

6. Nieważkie ciało o masie m i pr ↪edkości pocz ↪atkowej ~v0 porusza si ↪e pod
działaniem siły oporu ~F = αvn ~vv . Znaleźć ruch, zasi ↪eg ruchu i czas trwania
ruchu.

7. Jednowymiarowy, tłumiony oscylator harmoniczny o cz ↪estości własnej ω0
porusza si ↪e pod działaniem siły wymuszaj ↪acej F (t) = F0 cosωt. Znaleźć
ruch tego oscylatora.

8. Jednowymiarowy, tłumiony oscylator harmoniczny o cz ↪estości własnej ω0
porusza si ↪e pod działaniem dowolnej siły wymuszaj ↪acej F (t). Znaleźć ruch
tego oscylatora po upływie długiego czasu od chwili pocz ↪atkowej (innymi
słowy: znaleźć funkcj ↪e Greena oscylatora harmonicznego).

9. Na powierzchni obracaj ↪acej si ↪e Ziemi ciało zostało upuszczone z wysokości
h. Pocz ↪atkowo znajdowało si ↪e nad punktem P, ale dotkn ↪eło Ziemi w punk-
cie Q. Znaleźć odległość PQ (w zależności od szerokości geograficznej).

10. (Wahadło Focaulta) Na powierzchni obracaj ↪acej si ↪e Ziemi zawieszono wa-
hadło o długości ` i wprawiono w małe drgania, wychylaj ↪ac je z położenia
równowagi w kierunku południowym. Znaleźć ruch wahadła.

11. Na powierzchni obracaj ↪acej si ↪e Ziemi, na szerokości geograficznej α wy-
strzelono ciało z pr ↪edkości ↪a v0 pod k ↪atem β do poziomu w kierunku pół-
nocnym. Znaleźć współrz ↪edne punktu Q upadku ciała na powierzchni ↪e i
porównać ze współrz ↪ednymi punktu P, w którym ciało to upadłoby, gdyby
Ziemia si ↪e nie obracała.
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12. Ciała o masach m1 i m2 oddziałuj ↪a siłami spełniaj ↪acymi III prawo dyna-
miki Newtona, przy czym ~F12 = α(~r2 − ~r1), gdzie α = const. Przedysku-
tować jakościowo (tj. bez odwoływania si ↪e do postaci rozwi ↪azań równań
ruchu) zakres zmienności wzgl ↪ednej odległości mi ↪edzy tymi ciałami w za-
leżności od warunków pocz ↪atkowych. Dyskusj ↪e zilustrować odpowiednimi
wykresami.

13. Przeprowadzić analogiczn ↪a dyskusj ↪e dla siły ~F12 = β
|~r1−~r2|3

~r2−~r1
|~r2−~r1| ,.

14. (Problem Keplera) Ciała o masachm1 im2 oddziałuj ↪a siłami spełniaj ↪acymi
III prawo dynamiki Newtona, przy czym:

~F12 =
Gm1m2
|~r1 − ~r2|2

~r2 − ~r1
|~r2 − ~r1|

.

Znaleźć ruch ciał.

15. Wyznaczyć i naszkicować tor ruchu cz ↪astki o masiem w potencjale V (r) = −αr + β
r2 .

16. Dwa punkty materialne o masach m1 i m2 poł ↪aczone s ↪a sztywnym i nie-
ważkim pr ↪etem o długości `. Punkty te poruszaj ↪a si ↪e na płaszczyźnie po
prostych, odpowiednio, x = 0 oraz y = x, bez tarcia. Przyspieszenie ziem-
skie to ~g = −gêy. Napisać równania Lagrange’a I rodzaju, wyznaczyć
położenie równowagi oraz siły reakcji wi ↪ezów w tym położeniu.

17. Punkt materialny o masie m ślizga si ↪e po stożku o k ↪acie rozwarcia 2α i
osi skierowanej pionowo do góry. Wypisać równania Lagrange’a I rodzaju,
sprowadzić ruch do tzw. kwadratur i przedyskutować go. Znaleźć sił ↪e re-
akcji w zależności od położenia punktu.

18. Punkt materialny o masie m zsuwa si ↪e po zewn ↪etrznej powierzchni kuli
o promieniu R. Wyznaczyć sił ↪e reakcji wiezów w zależności od położenia
punktu i określić, w jakim miejscu punkt ten oderwie si ↪e od kuli.

19. Na gładniej poziomej płaszczyźnie znajduje si ↪e klin o masie M i k ↪acie
nachylenia α, poł ↪aczony z pionow ↪a ścian ↪a poziom ↪a, nieważk ↪a spr ↪eżyn ↪a o
współczynniku spr ↪eżystości k i długości swobodnej `0. Powierzchnia uko-
śna klina jest gładka i zsuwa si ↪e z niej punkt materialny o masie m. Cały
układ znajduje si ↪e w stałym i jednorodnym polu grawitacyjnym. Znaleźć
lagranżjan układu, wypisać i rozwi ↪azać równania Lagrange’a II rodzaju.

20. Punkt materialny o masie m może si ↪e poruszać bez tarcia po okr ↪egu o
promieniu R obracaj ↪acym si ↪e ze stał ↪a pr ↪edkości ↪a k ↪atow ↪a Ω wokół piono-
wej średnicy. Znaleźć lagranżjan i uogólnion ↪a energi ↪e potencjaln ↪a. Znaleźć
położenia równowagi, określić ich trwałość i wyznaczyć cz ↪estości małych
drgań wokół położeń równowagi trwałej.

21. Punkt materialny o masie m jest zawieszony na spr ↪eżynie o współczynniku
spr ↪eżystości k i dłogości swobodnej `0. Do punktu tego podwieszony – na
takiej samej sp’eżynie – jest drugi punkt materialny o masie m. Cały
układ znajduje si ↪e w stałym i jednorodnym polu grawitacyjnym. Znaleźć
cz ↪estości własne i mody własne drgań układu.

22. Półwalec p promieniu a i masie M tocz ↪acy si ↪e bez poślizgu po poziomej
płaszczyźnie wykonuje drgania wokół położenia równowagi trwałej. Wy-
pisać równania ruchu półwalca i przedyskutować jego małe drgania przy
użyciu równań Lagrange’a II rodzaju.

23. Walec o masie M i promieniu a porusza si ↪e po równi pochyłej o k ↪acie
nachylenia α. Przedyskutować ruch walca, zakładaj ↪ac, że ruch odbywas
si ↪e bez poślizgu.

24. Walec o masie M i promieniu a porusza si ↪e po równi pochyłej o k ↪acie
nachylenia α. Przedyskutować ruch walca, zakładaj ↪ac, że współczynnik
tarcia kinetycznego walca o równie jest równy µ.
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25. Pr ↪et o długości L i masie M opiera si ↪e o podłog ↪e i ścian ↪e, pozostaj ↪ac
w płaszczyźnie prostopadłej do podłogi i ściany. Znaleźć równanie ruchu
pr ↪eta, zakładaj ↪ac, że podłoga i ściana s ↪a na tyle gładkie, że tarcie można
zaniedbać.

26. Rozwi ↪azać równania Eulera dla b ↪aka swobodnego, symetrycznego, tj. dla
Ix = Iy.

27. Używaj ↪ac równań Lagrange’a II rodzaju, opisać ruch b ↪aka symetrycznego,
ci ↪eżkiego, tj. ciała, którego jeden punkt jest unieruchomiony, ale ciało może
si ↪e wokół niego swobodnie obracać, pozostaj ↪ac w stałym, jednorodnym
polu grawitacyjnym.
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