Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

C Zadania dodatkowe: Iloczyn skalarny

Zad. C.1

Niech V' bedzie przestrzenig wektorowa z iloczynem skalarnym, a W jej podprzestrzenia. Znajdz baze¢
ortonormalng W w podanych przypadkach

1)} (0) (O
4 ) . o] 121 |1

a) V' = R* ze standardowym iloczynem skalarnym i W = ( 2o )
0) \0) \1

b) V' = R;[:] z iloczynem skalarnym (w|v) = w(—1)v(=1) + w(0)v(0) + w'(0)0'(0) + w()v(1) i W =
(x+1,x%,x%)

c) V = C([-1, 1)) (funkcje ciagte na odcinku [—1, 1]) z iloczynem skalarnym ( f|g) = f_ll f(x)g(x)dx i
W =(1,x+1,]|x]|,sin(x))

Zad. C.2
0) (0} (-2
. . . . . . 2110 2
W czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej ptaszczyzna I, przechodzi przez punkty 1 2 |
1) \1 1
1y (3) (-1
. . 2112 5
natomiast plaszczyzna I1, przechodzi przez punkty 41317 6
8) \8 6
a) Czy ptaszczyzny sa rownolegte?
b) Jaka jest odlegtos¢ migdzy ptaszczyznami?
Zad. C.3
Rozwazmy proste w R*
0 0 1 1
7 1 1 0
L1_1+<_1> L2_1+<0>
2 0 1 -1



Znajdz ptaszczyzng I1 zawierajaca punkt x =

4
; i spelniajaca IT L L, TIN L, = ¢
1

Zad.C4
W przestrzeni R? rozwazmy proste
1 2 a
L =|-1]+{-2]) L,={b|leRa+b=1,b—2c=8)}
5 -1 c

Znajdz prosta L C R taka, ze odlegtos¢ L od L, i L,to3,0oraz L L L, L,

Zad. C.5
Niechn > 1,0 # v € R", oraz a € R. Zdefiniujmy
A= {x e R"|(x|v) = a}

Znajdz wzor na odlegtos¢ punktu y € R” od zbioru A

Zad. C.6

W przestrzeni wektorowej R;[-] z iloczynem skalarnym

1
(U|w>=/ v(Hw(t)dt

1
Wyznacz odleglos¢ wielomianu

wy=1+t+12+1
od ptaszczyzny wielomianéw

_ w"(H)=15w(l)=w" (= 1)—15w(~1)
1= {w < R3[']|2w”(1)+20w’(0)+12w(0)=9<w|1)—2}

Zad. C.7

Oblicz objetosé (czterowymiarowa) czterowymiarowego rownolegloScianu w czterowymiarowej przestrzeni
Euklidesa, ktorego jeden wierzchotek w pewnym uktadzie kartezjariskim ma wspoirzgdne

-2
Q= —4
-6
-8
za$ wierzcholki majace wspdlng krawedz z a maja wspotrzedne
5 5 6 7
3 9 9 6
b= o <=1 d= 3 e=|s
1 2 3 4

Jaka jest objetos¢ (trojwymiarowa) jego ,,Sciany boczne]” zawierajacej wierzchotki abed
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Zad. C.8

Niech V = R,[-], sprawdzi¢, ze nastepujacy operator P jest rzutem, znajdz jego obraz i jadro
Po)(1) = v(2) + (1 — 2)v(2) + %(z —2)%5(2)

Zad. C.9

Znalez¢ wartoSci i wektory wlasne podanych macierzy A. Sprawdzié, ze jest to macierz normalna, oraz
znalez¢ ortonormalna baze przestrzeni C? zlozona z jej wektoréw wiasnych i jej rozktad spektralny

L 5 3 _4 3 4 0 1 i 1+
a)<_. 4> »l5 5 o olo o s ayl| i 1 —1—i

! 0 4 8 —4 3 0 =i 14+i 2-2i
Zad. C.10

Niech v, w bedzie parg ortogonalnych unormowanych wektorow w przestrzeni unitarnej. Dla kazdego z
operatoréw

A=|v)(v] B =|v)y(wl  C=|v){w|+|w) |
D = |v)(w| = |w)(v] E = o) (w| +ilw)v|  F=|v){w|+2|w)(v|

sprawdzi¢, czy operator jest normalny, hermitowski, unitarny

Zad. C.11

Czy istnieje w przestrzeni C? iloczyn skalarny taki, ze operator okreslony wzorem F(x) = <_21 i) X

jest: a) normalny; b) samosprzgzony

Zad. C.12

Niech A € R”, udowodnij ze dla n = 3 zachodzi nastgpujacy wzor
det(A) = é (2Tr A> —=3Tr A’ Tr A + (Tr A)’)

Jakie bylyby analogiczne wzory dla n = 2 i n = 4 wyrazajace wyznacznik przez Slady?

Zad. C.13
Dana jest forma kwadratowa Q na przestrzeni euklidesowej R*
O(x) = x% +2%,%, + 2X, X5 + 2x,x, + x% — 2X,X53 — 2X,%, + x% — 2x3%, + xi

Znalezé

a) macierz B formy kwadratowej Q

b) bazg ortonormalng diagonalizujaca Q

¢) macierz ortogonalna O taka, ze macierz O~! BO jest diagonalna
d) sygnature formy kwadratowej Q



Zad.
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Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

WSKAZOWKI
C.1: Zastosuj algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta

C.2: Kiedy dwie proste sa réwnolegle? Jaki daje to warunek na opis parametryczny? Jak to uogdl-
ni¢ do przypadku dwoch plaszczyzn?

C.3: Wygodnie jest poszukac opisu parametrycznego tej ptaszczyzny I1 = y,+W, jaki jest wygodny
wybor x,? Jakie warunki na podprzestrzefi W narzuca treS¢ zadania?

C.4: Wygodniej najpierw zapewnié¢ drugi warunek, a potem pierwszy, pracujac w opisie parame-
trycznym

C.5: Znajdz RORJ i zgadnij RSRN, by znalez¢ opis parametryczny

C.6: Zadanie jest analogiczne do probleméw w R”, cho¢ bardziej abstrakcyjne, strategia jest taka
sama. ZnajdzZ opis parametryczny ptaszczyzny i przeprowadz ortogonalizacj¢ Grama-Schmidta na
odpowiednim zestawie wektorow.

C.7: ObjetoSci mozna obliczy¢ znajdujac macierz Grama

C.8: Skorzystaj bezposrednio z definicji rzutu, zadanie mozna zrobi¢ bez reprezentacji macier-
zowej, ale mozna si¢ nig wspomoc

C.9: Zadanie jest w petni analogiczne do 13.1
C.10: Zastosuj |v)" = (]
C.11: Co wiemy o diagonalizacji operatoréw normalnych i samosprz¢zonych

C.12: Co gdyby macierz A bytaby diagonalizowalna? Czy jesli nie jest diagonalizowalna, poprzedni
argument przestaje dziatac?

C.13: Zadanie to jest kombinacja wiedzy o macierzach formy kwadratowej omowionej przy okazji
kryterium Sylvestera, oraz diagonalizacji macierzy normalnych



ODPOWIEDZI

Zad. C.1: Stosujac algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta, by dostaé bazg ortogonalna, a nast¢pnie
normalizujac wektory otrzymujemy odpowiedZ. Ponizej przyktadowe bazy (jesli do algorytmu
"wrzucimy" wektory z zadania w innej kolejnoSci dostaniemy rownie dobre, ale inne bazy)

1 -1 1
vzl Vel 1| viz|-1
0 0 3

b) %(x + 1), ﬁ(?)xz —x—1), %(2x3 +x2—x—-1)

1 3 \/_ 1y 3x(cos1—sin 1)+sin x
C) —=, 1/ 2x, V6(|x| — o), m——2=n
) \/5’ \/; 5 (l | 2)’ _5+%Sin2

Zad. C.2: Mozemy wprowadzié opis parametryczny

0 (0)(2 1y (-2) (2

2| 210 2| foll-3
M= Qo= ® =[] -2)

i) Lo) o 8) lo){2

Plaszczyzny nie sa réwnolegte, bo dwuwymiarowe podprzestrzenie z postaci parametrycznej sa
rozne, fatwo to zobaczy¢ badajac wymiar obrazu tych czterech wektorow. Okazuje si¢ ze

o 2 -2 2

.. 2 0 0 =3
dimim 1 -1 1 - =3

O 0 o0 2

Mimo to ptaszczyzny si¢ nie przecinaja, poniewaz ich odlegtos¢ od siebie jest rowna 7. By szybko

obliczy¢ ta odlegtos¢, mozna znalez¢ dopetnienie ortogonalne wyzej wskazanego obrazu, ktdre jest
jednowymiarowa podprzestrzenia i zastosowaé wzor na odlegtosc %.

Zad. C.3: Mamy II = x + (v, v,), nasz wyszczeg6lniony punkt to x z tresci zadania, zeby pozostate

0
warunki byty spetnione wektory v,, v, musza by¢ prostopadie do _1 | | 0znacza to, ze
0
0 1y (0} (O
I\ _ /0] |0 |1
Ul’ UZ =] ( _1 > - < O s O s 1 >
0 0) \1)\0

Mozemy wybraé sobie v,, v, 1 sprawdzi¢ czy warunek nie przecinania L, bedzie spetniony, niech

Xy

+ 1) (0

1 0|0 1
H—3+(0,0)— 3 x,xs €ER
1 0) \1 Xy



Ewidentnie ta plaszczyzna nie ma punktéw wspolnych z P, = x€eR

Zad. C.4: L, ma opis parametryczny

1 2
—4 -1

Drugi warunek oznacza, ze wektor wyznaczajacy kierunek L jest prostopadly do wektora kierunku
L, 1 L, (sa rownolegte, wiec to jeden wektor). Mozemy sprytnie skonstruowa¢ odpowiedz, niech
v - wektor kierunku prostej L bedzie sktadowa A (wektora taczacego L, 1 L,) prostopadia do v, =
1
v, (wektorow kierunkow prostych L, 1 L,). Jesli wybralibySmy x, = | O | mielibySmy prosta
—4

prostopadta do L,, L, przechodzaca przez nie, my chcemy by byla w odlegtosci 3 od obu tych
prostych, wigc mozemy przesunac ja o 3 w kierunku wektora n = v X v, dodajac do x, trzykrotnos¢
znormalizowanego wektora 7. Daje to (paskudny wynik)

1 689 — 57 -14
L=—— -54 +{ 23 |)
VO8I _44/689-6) \-74
Zad. C.5: Opis parametryczny A to A = —v + (v)*, mozemy zastosowaé wzor na odleglosé Kalm)

lloll Il
gdzie n = v to wektor prostopadly do podprzestrzeni wyznaczajacej "kierunek" ptaszczyzny. Odlegtosc

jest dana wzorem %
v

Zad. C.6: Opis parametryczny
=1+ (=1 + 3¢, =3t + 5¢°)

Wektor prostopadty do ptaszczyzny taczacy ja z punktem y uzyskujemy z ortogonalizacji Grama-
278

Schmidta 1 + %t Odlegtosc jest rowna jego dtugosci, czyli é 3

Zad. C.7: Macierz Grama jest rowna

243 334 358 329
334 487 517 456
358 517 550 488
329 456 488 446

Gb—-a,c—a,d—a,e—a)=

Objetosc to pierwiastek jej wyznacznika \/ det G(b — a,c — a,d — a,e — a) = 7, natomiast objetos¢

Sciany bocznej mozna obliczy¢ z mniejszej macierzy Grama \/ detG(b—a,c —a,d —a) = \/2103

Zad. C.8: Jadro i obraz mozemy znaleZ¢ zastanawiajac si¢ jakie wektory mozemy otrzymac, a jakie sa
zerowane

ker P = ((t —2)% (t — 2))
imP = (1,(t - 2),(t — 2)%)
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Zad. C.9: a)

123’ U]:L<_ll>
V2
A=3, 01=L<i>
V2
1 (1 =i 11 i
Pl‘i(i 1) PZ‘E(—:‘ 1)
(i ;>=3Pl+51>2
b)
(2
V3l 1
(1=
A=9-3i, v,=—|1-3i
Vel 4
(13
A=9+43i, vy=—| 1+3i
Vel 4
4 -4 2 | 5  4-3i —2-6i
2 -2 1 —2+6i 2+6i 8
| 5 4430 —2+6i 53 —4
P=o| 4-3i 5 246 55 0|=0P +(©9-3)P,+(9+3i)P,
—2-6i 2-6i 8 04 8
c)
(1
2
. (-2-6i
A=443i, v,=——|4-3i
3v1o| 5
-2+
A=4-3i, v,=——|4-3i
3v1o| 5
(L2 2 | 8 2-6i —2—6i
P=gl -2 4 4| B=g| 246 5 4-3
2 —4 4 —2+6i 4+3i 5
| 8  2+6i —2+6i 3 40
P=o| 2-6i 5 443 0 0 5|=-5P, +@&+30)P, +(4-3i)P,
—2-6i 4-3i 5 4 30



d)

A=1+1, u3=L
V2
| I -1 —i 1 I -1 2 | 1 10
i =i 1 =2i 2i 4 0 0O
1 i 1+
i 1 —1-i|=0P,+(3=3)P,+(1+i)P,

—1—=i 1+i 2-2i

Zad. C.10: Normalne: A, C, D, E. Hermitowsko$¢: A, C. Unitarno$¢: E tylko jesli wymiar jest rowny
2 (u, w sa baza)

Zad. C.11: Wartosci wlasne to A, = 3 + i, macierz jest diagonalizowalna. Mozemy sobie zdefiniowac
taki iloczyn skalarny tak, ze wektory wtasne F sa w nim baza O.N., wtedy F bylby operatorem
normalnym (kazdy operator diagonalizowalny w O.N. bazie jest normalny). Jesli istnialby taki
iloczyn skalarny w ktérym F jest samosprzgzony, wartoSci wtasne bytyby liczbami rzeczywistymi,
co nie jest prawda. Mamy wigc a) TAK, b) NIE

Zad. C.12: Jesli macierz jest diagonalizowalna, w pewnej bazie macierz jest diagonalna i ma na diago-
nali wartoS$ci wlasne, wyznacznik jest ich iloczynem, a §lad suma. Jesli macierz nie jest diagonal-
izowalna ma posta¢ Jordana z klatkami 2 X 2 lub wigkszymi, nie zmienia to jednak tego, ze wyz-
nacznik to iloczyn wartosci wlasnych, a §lad to ich suma. Slad A* jest suma k-tych poteg wartosci
wlasnych. Uzywajac det A = A; 4,4, i Tr AF = /1’1‘ + /1’2‘ + 113‘ fatwo sprawdzic, ze

det A = A Ay Ay = é 24+ 4+ 1)

“3(AT+ A+ DA+ A+ A+ (A + 4, + 43))

= é (2Tr A’ =3Tr A’ Tr A + (Tr A))

Analogiczne wzorydlan =21n=41to

det(A) = % ((Tr A)* = Tr A?)
det(A) = i ((Tr A)* — 6(Tr A)* Tr A> + 8 Tr A’ Tr A+ 3(Tr A>)* — 6 Tr A*)



Zad. C.13: a) Macierz formy kwadratowej to

I 1 1 1
I 1 -1 -1
I -1 1 -1
I -1 -1 1

Baza ortonormalna diagonalizujaca form¢ Q jest ta sama, ktora diagonalizuje macierz B. Diago-
nalizacja formy kwadratowej wymaga by O BO bylo diagonalne, diagonalizacja macierzy wymaga
by O~! BO byto diagonalne. Dla macierzy ortogonalnych ©O~! = O i te warunki sa réwnowazne.
b) Baza diagonalizujaca Q to zortonormalizowana baza ztozona z wektorow wtasnych

1 1 1 -1
u_lO u_l 0 u—l 3 u_ll
1= 2= 37 479

T I el B

¢) Szukana macierz O to macierz zmiany bazy z diagonalizujacej do standardowej, jej kolumny to
wektory powyzszej bazy

Vo V2 1 -3
oo L |0 0 3 V3
23 0 2v2 -1 3
Vo -v2 -1 3

d) Sygnatur¢ mozemy odczyta¢ z wartosci wiasnych, mamy 2 z krotnos$cia trzy i -2, sygnatura to
3,1



	Zadania dodatkowe: Iloczyn skalarny

