Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

B Zadania dodatkowe: Formy kwadratowe

Zad. B.1

Znajdz sygnature 1 baz¢ diagonalizujaca dane formy kwadratowe Q : V' — R dla
a) V =R3, O(x) = x? + 2x,x, + 2x5 + 4x,x3 + 5x3
b))V =R* O(x) = x% + 3x§ + 10x§ + 2x,%, + 6x,x3 + 4x,x, + 2x,%3 + 8x,%, + 12x;3x,

OV =R2 QX) = Tr<<(1) i) XTX>

d)V =R,[], Qv) = /01 v(Hv(l —1)dt

e)V = {x € R*x, +x, + x3 + x, = 0}, O(x) = 9(x] — x3) + 5(x3 — x3)

Zad. B.2

W zaleznoSci od wartosci parametru a € R znajdz sygnaturg formy kwadratowej, ktorej macierz to

9a -3 V3(5a—-1) 3(a>+2a—1)
V3(5a—1) P+9% -1 302 +4a—1)
3(a2+2a—-1) V3 (2> +4a—1) 64> +6a—3

Zad. B.3

Niech V = R?, znajdz sygnature i baze diagonalizujaca forme kwadratowa Q : V — R w zaleznosci od
parametru f € R

O(x) = txf +2x,%, + 2x,x5 + tx% + 2x,x5 + txg

Zad.B.4
Niech n > 1, ¥, = R". Rozwazmy formy kwadratowe P,,Q, : V — R

P(x) = Z min(i, j)x,x;

ij=1
0,(x) =) max(i, j)xx;
ij=1

Oblicz rzedy 1 sygnatury powyzszych form, dla jakich wartoSci n istnieje F' € End(V,), taki ze Q,(F(x)) =
P,(x)



Zad. B.5
Niech V' = R®. Rozwazmy formy kwadratowe P,Q : V — R

P(x) = SX% +2x, %, + 2t %5 + x%

— 12 2 2
O(x) = x7 — 2x,xy — X5 — X

Dla jakichr € R
a) P(x) > O(x) dlakazdego0 #x €V
b) P(x) > O(x) dla kazdego x € V'

Zad. B.6
Niech V' = R®. Rozwazmy formy kwadratowe P,Q : V — R

P(x) = 3x% +4x,x, +4x,x5 + 2x,%5 + x§
Ox) = x% +4x,x, + 2x,x5 + 5x§ +4x,x; + tx§

Dla jakich ¢+ € R istnieje liniowy operator F : V — V, taki ze P(x) = Q(F(x)), podaj wzér na F dla
tych ¢
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Zad.
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WSKAZOWKI

B.1: Zadanie analogiczne do zadania 6.1, zastosuj algorytm Lagrange’a by znaleZ¢ sygnaturg i
wspétrzedne diagonalizujace, a nastgpnie znajdz nowa baze

B.2: Strategia jest podobna do zadania 7.2, kryterium Sylvestera pozwala znaleZ¢ sygnaturg jesli
minory sa rézne od zera. W pozostatych przypadkach trzeba uzy¢ algorytmu Lagrange’a

B.3: Nalezy wykorzysta¢ algorytm Lagrange’a, bo kryterium Sylvestera daje nam tylko informacje
0 sygnaturze i nie jest przydatne przy szukaniu bazy diagonalizujace;j

B.4: Sprébuj uzyd kryterium Sylvestera, sprytna redukcja wierszowa pozwala tatwo obliczyé wyz-
naczniki

B.5: Rozwaz P(x) — OQ(x), (czy jest to forma kwadratowa?) jak warunki z a) i b) thumacza si¢ na
sygnatur¢ nowej formy kwadratowej?

B.6: Parametr f pojawia si¢ tylko w formie Q(x) przy wyrazie x5, wigc tatwo zdiagonalizowac obie
formy algorytmem Lagrange’a



ODPOWIEDZI

Zad. B.1: Baza diagonalizujaca nie jest jednoznaczna, ponizej przyktadowe odpowiedzi
a) sygnatura (3,0), przyktadowa baza diagonalizujaca f, = e, f, = —e, + e,, f3 = 2e, —2e, + e,
b) sygnatura (2,2), przykladowa baza diagonalizujaca f|, = e, f, = —e; + e,, f3 = —4e,; + e, +
ey, fu=-9e +e,+2e;+e,

c¢) sygnatura (2,2), przyktadowa baza diagonalizujaca f| = <O 1> = <1 _1> ,f= <0 0) s fa=

00 0 O 01
0 O
1 -1

d) sygnatura (2,1), przyktadowa baza diagonalizujaca f, =1, f, =1 — %, fi=(x— %)2 - 11—2
e) sygnatura (2,1), przyktadowa baza diagonalizujaca f| = Se; — Se, + 9e; — 9e,, f, = Se; — e, —
363 —64,f3 = el _5e2 +e3 +3e4

Zad. B.2: Minory to
D, =9(a - l)
3
D, =9+ 1)a(a - %)
D, =9(a+ 1)’a*(a—1)(a—2)

Daje to nam sygnature dla a ¢ {-1,0, %, %, 1,2}, dla tych przypadkéw nalezy uzy¢ algorytmu
Lagrange’a dopelniania do kwadratu

parametr |a<—-1| a=-1 | -1<a<0 a=0 0<a<% azé
sygnatura | (2,1) (0,1) (0,3) 0,1) 2,1 2,1
%<a<§ a=§ §<a<1 a=1 l<a<?2 a=2 2<a

(2,1) (2,1) (2,1) (2,0) (3,0) (2,0) (2,1

Zad. B.3: Algorytm Lagrange’adlat # 0it # —1 daje nam

1 1\ 1 1 , P4t—-2, 5 1., @=D+2) ,
Q(X) =1 (Xl + ?Xz + ?X3> + (t - ?)(XZ + t+—1x3) + H_—1X3 = tyl + (t - 7))72 + H—1y3
Sygnatura zalezy od znakow wspotczynnikéw ¢, (¢t — %) 1 (’_ijr%z) Musimy oddzielnie rozwazy¢

przypadkit =—-11¢t=0
O(x) = —=(x; —x, — x3)2 + (x, + x3)2 —(x, — x3)2 dlat=-1

Q) =203, + 3%, + 33" = 3, = x;) = 26} dlar =0

Mamy nastgpujace przypadki sygnatury

parametr |t < —2 =-2 | -2<t<—-1 =-1

sygnatura (0,3) (0,2) (1,2) (1,2)

-1<t<0] r=0 |0<1t<1 t= 1<t
(1,2) (1,2) (1,2) (1,0) 3,0)




Baze diagonalizujaca otrzymujemy odwracajac macierz A dajaca zwiazek migdzy nowymi i starymi
wspotrzednymi y = Ax, jej kolumny to elementy bazy diagonalizujacej

-

fi=e
1
<f2=_;91+92 dlar#0At# -1
- _ 1, _ 1
\f3 =4 1+ze2+e3
fi=e¢
1
1
kf3 = 5(92_93)
fi=e+e;
1 1
fi=e —e;—e

Zad. B.4: Sygnatura P, to (n,0), a sygnatura Q, to (1,n-1). F istnieje tylko dla n = 1 i jest dane wzorem

F(x)=x

Zad. B.5: OdpowiedZ na to zadanie uzyskujemy badajac sygnatur¢ formy kwadratowej P(x) — O(x),

warunek a) bedzie spetniony jesli sygnatura jest réwna (3,0), a warunek b) jesli sygnatura (p,q)
spetnia ¢ = 0. Podpunkt a) bedzie spetniony dla —2 <t < 2, a podpunkt b) dla -2 <t <2

Zad. B.6: Po zdiagonalizowaniu algorytmem Lagrange’a otrzymujemy (w P(x) najpierw uzupelniamy

kwadrat z x5, a w Q(x) najpierw x,; dla tadniejszych postaci wynikow)
P(x) = (x5 + X, +2x))° + 4x; — X7
) =+ 2y, +y:) + ¥+ — Dy;

F bedzie istniat tylko dla ¢ < 1 kiedy sygnatura obu form to (2,1). Zeby znalez¢é posta¢ F mozna
przyrownac kwadraty, jesli ponizsze bgdzie zachodzi¢, mozemy by¢ pewni ze P(x) = Q(y) jesh
y=Fx

_ 1
Vi+2y,+ Yy = x5+ X, + 2x4 y1—<2—mx1—3x2+x3>

y2=2x2 —)<y2=2x2

Macierz F jest rbwna

2L 3
1—¢

F = 0 2 0

! 0 0
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