Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

A Zadania dodatkowe: Tw Cayleya-Hamiltona, wektory i wartosci
wlasne, diagonalizacja, posta¢ Jordana

Zad. A.1
Oblicz
oitA it B
gdzie
6 —5i 6 Si
A=<—i 0) B=<z 0)
Zad. A.2

Znajdz wartoSci wiasne i wektory wtasne macierzy endomorfizmu

4—a 6—2a a-5
M=la-2 2a—3 2-—a
1 2 -2

Dla jakich wartoSci parametru a macierz nie jest diagonalizowalna? Znajdz dla tych wartosci a rozktad
Jordanowski (macierze S'i J, ze M = S~'J.S). Dla pozostatych wartoSci parametru a podaj macierz
przejScia od bazy standardowej do bazy d, ktora diagonalizuje endomofizm. Podaj postaé (diagonalna)
endomorfizmu w nowej bazie

Zad. A.3
Znajdz wartoSci wilasne i wektory wiasne nastgpujacych odwzorowan
a)
F:RI->R:
1 2 0 -1
r= (3G 5)
b)

F:R,[]- R,
FENO =@+ D@
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Zad. A4

Znajdz wektory 1 wartosSci wlasne cyrkulanty, oraz jej wyznacznik. Cyrkulanta nazywamy macierz n X n
ktorej pierwszy wiersz jest ztozony z pewnych n liczb zespolonych a,, a, ... a,, a kolejne wiersze sa
przesunigte, tzn

a a, a; a,.1 4q,
a, a a,» 4,
an—l an al an—3 an—2
a, a, as a, a,
a, a; a, a, a,

Zad. A.5

Znajdz wartoSci wlasne, przestrzenie wlasne, przestrzenie pierwiastkowe nastepujacych macierzy. Oblicz
wskazane wyrazenia

1 0 V3
2 2 2 =21
a=|-2 1 ¥ exp(A)=? byB=[2 -3 2 B2 =9
_V3 V3o 3 -6 4
4 2 4
7 -4 -1 -3 -1 -5
aC=19 -10 1 exp(C) =? db=|2 1 3 D7 =?
12 —-18 4 4 2 5
1 1 1
e E=|-1 2 1 exp(E) =?
1 -1 0
Zad. A.6
Niech F € End(I,[-]) bedzie dany wzorem F(v)(t) = v(t + 1) — 20'(r). Zbadad, czy istnieje baza, w
1 00
ktorej F ma macierz |2 1 1
2 01
Zad. A.7

3

Zbadad dla jakiej wartosci t € C macierz B = )

2 5
A=(33)
Zad. A.8

Znalez¢ baze 1 postaé Jordana nastgpujacych macierzy, znalez¢ rozktad na cz¢s$¢ diagonalizowalna 1 nilpo-
tentng

‘it 3> mozna wyrazi¢ jako wielomian od macierzy



500000
1 0 1 -1 252000
-1 2 -1 005000
VA= 0 1 - DB=13 093500
-1 2 -1 020450
1 010135
Zad. A9
Dla danych macierzy M znajdZ macierz S taka, ze S~' M.S ma posta¢ Jordana
-1 -1 1 4 0 -1 8 8 :g ?
aaM=|5 0 4 bpM=|-2 2 1 M=
5 1 3 3 -1 0 =3 00
-3 1 0 O
Zad. A.10
Niech V' = [K;[x, y] bedzie przestrzenia wielomianow stopnia < 3 zmiennych x 1y. Znalez¢ baze i rozktad
Jordnanowski operatora N € End(V), zdefiniowanego wzorem N = aj;y

Zad. A.11

Dana jest macierz

2 3—-a 3-a
M,=|-1 a-2 a-3
1 2 3

a) Dla jakiej wartoSci parametru a macierz M, nie jest diagonalizowalna? Dla tej wartoSci parametru zna-
jdz rozktad M, na czeS¢ diagonalizowalna i nilpotentna, a ponadto podaj posta¢ Jordana J, oraz macierz
S takaze J, = S7'M S

b) ZnajdZ warto$¢ parametru a dla ktérego macierz M, ma doktadnie dwie wartoSci wlasne i jest diago-
nalizowalna. Oblicz exp(Ma) dla tej wartosci a

Zad. A.12
Oblicz wyznaczniki (n to rozmiar macierzy)
-1 -3 0 0 O - 2 -1 0 0 O
2 1 =30 O - -2 3 -1 0 O
o 2 1 -3 0 - 0O -2 3 -1 O
VD=l 0 2 1 -3 DD=lo 0 2 3 -1
o 0 o0 2 1 - 0O 0 0 -2 3




Zad. A.13

Ktore z macierzy sa macierzami tego samego endomorfizmu przestrzeni R?, ale w r6znych bazach

1 23 1 0 O 1 0 O
A =2 3 1} A, =10 2 0], A; =0 1 0}
1 01 00 -1 0 0 -1
-1 0 O 1 2 3 2 -3 3
A,=10 -1 0} A;=10 1 0] Ag=10 -1 0
0 0 1 -1 -2 -2 -1 1 =2
Zad. A.14
Znajdz postac Jordana nast¢pujacych macierzy n X ndlan > 2
L1 | 010 - 0
001 - 0
01 ! 000 - 0
a)A=]|0 0 1 1 a)B=]|. Co
T 0 O O 1
000 -1 100 -
Zad. A.15

Udowodnij ze jesli vy, v, ... v, sa wektorami wlasnymi pewnej macierzy A (niekoniecznie wszystkimi) 1
odpowiadajace im wartosci wlasne sg parami rozne, to tworza uktad liniowo niezalezny
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WSKAZOWKI

A.l: AB # BA, wicc e # ¢"4+B) oba eksponensy trzeba policzy¢ oddzielnie (Cayley-
Hamilton albo diagonalizacja)

A.2: Jedli wielomian charakterystyczny ma n = dim(M) réznych pierwiastkdw o krotnosci 1,
macierz jest diagonalizowalna, w przeciwnym wypadku mozemy mie¢ klatk¢ Jordana 2 X 2 badz
wicksza

A.3: ZnajdZ macierz odwzorowania F w dowolnej bazie, b¢dzie to macierz n X n, ktéra mozna
zdiagonalizowa¢ znanymi metodami

A.4: Problem tego typu najprosciej rozwiazac przez zgadnigcie, poszukaj wektoréw wlasnych postaci

V= (z z2 3 .. z")T. Dla jakich z jest to wektor wlasny? Czy mozliwe jest ze sa inne wek-

tory wlasne? Jak wpas¢ na takie podstawienie?

A.5: WartoSci wlasne to pierwiastki wielomianu charakterystycznego w,,(4) = det(M — A1). Przestrze-
nie wlasne to ker(M — A1), a przestrzenie pierwiastkowe to ker(M — A1)* gdzie A to warto$¢ wlasna,
a k to jej krotnos¢. Funkcje od operatora mozna obliczy¢ z postaci M = S~' DS

A.6: Na poczatek znajdZ macierz operatora FF w dowolnej bazie. Warto skorzysta¢ z wlasnoSci
macierzy, ktdre nie zaleza od bazy, np. wyznacznika. Co jeSli wyznaczniki okaza si¢ te same?

A.7: Jaka jest ogdlna posta¢ wielomianu od macierzy A po uproszczeniu twierdzeniem Cayleya-
Hamiltona?

A.8: Jest to standardowe zadanie w duchu zadania ?? z ¢wiczen. Znalezienie czg¢Sci diagonali-
zowalnej 1 nilpotentnej zwykle wymaga policzenia macierzy zmiany bazy, ale moze da si¢ tu pros-
ciej

A.9: Jest to standardowe zadanie w duchu zadania ?? z éwicze. Macierz S to pewna macierz
zmiany bazy

A.10: Wygodnie jest znaleZz¢ macierz N w bazie jednomiandw, a nast¢pnie uzy¢ znanych metod
szukania bazy i postaci Jordana. Przestrzen V jest 10-wymiarowa, ale wiele wektoréw wilasnych
powinno by¢ oczywistych, wigc procedura szukania bazy i postaci Jordana moze by¢ zastosowana
bez wypisywania macierzy 10 X 10

A.11: Jesli macierz nie jest diagonalizowalna to jednen z pierwiastkéw wielomianu charakterysty-
cznego ma krotno$¢ wigksza niz 1

A.12: Sprytne zastosowanie wzoru Laplace’a wzdtuz odpowiednich wierszow/kolumn powinno
da¢ wzor rekurencyjny na D,, ktdry mozna rozwiaza¢ podnoszac pewng macierz do n-tej potegi

A.13: Jakie wlasno$ci macierzy nie zaleza od bazy i pozwalaja definitywnie stwierdzi¢, ze dwie
macierze nie moga by¢ macierza tego samego endomorfizmu, ale w ré6znych bazach?

A.14: Czasem w tego typu problemach warto sprawdzié co si¢ dzieje dla matych n, by wyrobié
sobie intuicj¢

A.15: Wykorzystaj fakt, ze (A — 4, 1)v; = (4, — 4))y;



ODPOWIEDZI

L (3€¥ = 10¢%" + 15¢!0") Bl (=it 4 &) )

_% (_eit + eSit>2 é (1562it — 10e%" + 3eloit>

Zad. A.1: ¢"4e"B = <
Zad. A.2: WartoSci wlasne 1, —11a — 1, jesli sa r6zne to macierz jest diagonalizowalna i ma 3 wektory
wilasne. Jesli wartoSci wlasne si¢ powtarzaja trzeba by¢ ostroznym, dla a = 2 macierz jest diago-

nalizowalna i powyzsze wzory na wektory wlasne sa poprawne, dla a = 0 mamy klatk¢ Jordana dla
wartoS$ci wlasnej —1. Rozktad Jordanowski to

I -1 =2)(-1 1 O}fO0 O 1 4 6 =5
0 1 1 O -1 0|1 2 -—-1f|=|-2 -3 2
1 0 O0Jto O 1J)1-1 -1 1 1 2 =2

Dla pozostatych warto$ci a mamy (szukana macierz zmiany bazy to trzecia macierz z lewej strony
rOwnania)

-1 2 1-=al(-1 O 0 1 1 2 —a-1 4—aq 6—-2a a-5
0 -1 a 0 1 0 —la a —a =la—-2 2a-3 2-—a
-1 0 1 0 0 a—1)%1 2 -1 1 2 -2

-1 -1 -2 -1 4 2 2 2
Zad. A.3: a)a(F)—{—Z,—l,2,4},V_2—< 1 1>,V_1—<2 1 >,V2—<2 1>,V4—<1 1)
b)o(F)={0,1,2...n}, v, () = (t + D)*, Fv, = kv

T ) 22k
Zad. A4: Wektory wlasnetov, = (z, zi z, ... z;) dlak=0,1,2...n—1, gdziez, = e to
pierwiastki 1 stopnia n. Daje nam to n = dim(M) niezaleznych liniowo wektoréw wiasnych, wige
nie moze by¢ innych wektoréw wiasnych. Wartosci wtasne to 4, = Z'.’:é a;, 7., a wyznacznik jest

j=0 "J+1"k

iloczynem wartoSci wlasnych

Zad. A.5: a) Macierz jest diagonalizowalna, mamy trzy rozne wartosci i wektory wiasne, przestrzenie
wlasne (rowne przestrzeniom pierwiastkowym) to podprzestrzenie rozpig¢te na danym wektorze

wlasnym
o(A) = {1,5(1 = 3iV7), 21 +31VD)
\/5 4i —4i
v =[-13 V1) = 3i+1/7 O11aiys) = —3i+1/7
1 V37 - ) V3T +i)
exp(A) jest paskudny

b) Macierz ma posta¢ Jordana z dwoma klatkami o tej samej wartos$ci wlasne, przyktadowa baza
Jordana ponizej, przestrzen wlasna jest rozpigta przez dwa pierwsze wektory bazy, przestrzen pier-



wiastkowa to R3

c(B) = {1}
-1 1 1
U(ll) =10 U(zl) =|2 U;z) =12
3 4

2027 —4052 2026
B?2° =14052 -8103 4052
6078 —12156 6079

¢) Macierz jest diagonalizowalna, mamy trzy r6zne wartosci i wektory wlasne, przestrzenie wtasne
(réwne przestrzeniom pierwiastkowym) to podprzestrzenie rozpigte na danym wektorze wtasnym

o(C) = {—4,1,4)

1 1 3

3 2 1

3 3¢t 5 3et 1 et
—%+€+T4 4—854—264'74 _q-'-e_?
exp(C)=| —s5+e+5 5-2e+5 —t+e-3
—i+26+£ £_4e+é _i+2e_é
det 4 4et 4 4¢4 4

d) Macierz ma posta¢ Jordana z jedna klatka, przyktadowa baza Jordana ponizej, przestrzen wtasna
jest rozpieta przez wektor wlasny (pierwszy wektor bazy), przestrzen pierwiastkowa to R?

o(B) = (1)
-6 —4 1
W=lal  w=l2]  w@=]o
4 4 0

—17863 —-17633 -9163
D7 =] 11858 11705 6083
12012 11858 6161

e) Macierz ma postac Jordana z jedng klatka, przyktadowa baza Jordana ponizej, przestrzen wtasna
jest rozpigta przez wektor wiasny (pierwszy wektor bazy), przestrzen pierwiastkowa to R*

o(B) = {1}
0 1 0
N Il I N IO
1 -1 0
e e e
3e e
exp(E): —e 5 3
e =3 3

Zad. A.6: Tak, mozna znaleZ¢ posta¢ Jordana obu macierzy i poniewaz sa one takie same wnioskujemy

ze macierz F 1 macierz z zadania to ta sama macierz, ale w r6znych bazach. Baza w ktorej macierz
F przybiera postaé z zadania jest f = {r> —t,1, 1}
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Zad. A.7: Tw. Cayleya-Hamiltona méwi nam, ze dowolny wielomian od macierzy A upraszcza si¢ do
wielomianu liniowego a A + f1, bo jest to macierz 2 X 2. Wystarczy sprawdzi¢ czy istnieje takie z,
by B = aA + f1 dla pewnych statych @ i f. Odpowiedz to tak, dla t = % macierz B moze zostaé
wyrazona jako wielomian od macierzy A

Zad. A.8: Posta¢ Jordana i czgdci diagonalizowalna i nilpotentna sa jednoznaczne, baza Jordana ma
pewna swobodg, by upewnié si¢ Ze jest poprawna najlepiej sprawdzié czy zachodzi wzér M =
S~1J.S. Poniewaz mamy jedna warto$¢ wlasna czes$¢ diagonalizowalna jest tatwa do znalezienia,
mozna uzyé N = M — D zamiast liczy¢ macierze zmiany bazy

a)
0 00O
0010
J= 0 0 01
0 00O
-1 -1 -1 0
m_10 m_ |2 @ _|-1 @ _|0
v =1 o, =1_1| » = v =
0 -2 -1 1
0 00O 1 0 1 -1
00 00O 2 -1 2 -1
D = 0 00O N_l 0 1 -1
0 00O 2 -1 2 -1
b)
500000
050000
,_loos 100
1o 00510
0 00 O0 51
0O 00 OO0 S5
-1 0 0 0 0 1
0 -2 0 0 2 0
1 0 0 0 0 0
W _ M _ m_ @ _ @) _ @ _
“UTlol 2Tl B Tol B Tol B T3l Y T o
0 0 0 16 0 0
0 0 16 0 1 0
500000 00 0O0OO0OO0
050000 2 02 0 00
005000 000 O0O0UO0
D= 000500 N = 303 000
00 0O0S50 020400
00 0O0O0S>5 1 01 01O

Zad. A.9: Macierz S to macierz zmiany bazy z bazy Jordana do bazy standardowej tzn S = [id]",
na éwiczeniach oznaczaliSmy ja S~!, ale tu oznaczenie zostalo zmienione by sprawdzié czujnosé.
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Jej kolumny to wektory bazy Jordana zapisane w bazie standardowej, przez to macierz ta nie jest
jednoznaczna, ponizej przyktadowe macierze .S i (jednoznaczne) postacie Jordana a)

4 0 O 0 -1 0
J=10 -1 1 S=|1 1 1
0 0 -1 1 1 0
b)
210 I 0 O
J=10 21 S=| -1 0 1
0 0 2 2 -10
9
-2 1 00 -3 1 -3 -1
0 -2 00 -3 0 -3 0
I = 0 0 21 S = -3 1 3 1
0 0 0 2 -3 0 3 O

Zad. A.10: Wybieramy baze e = {1, x, x%, x>, y, %, y*, xy, x>y, xy*}, zauwazmy ze N zawiera pochodna
po x 1 y, wigc pierwsze siedem elementOw bazy jest zerowanych przez operator N, sa to wektory
wlasne, trzeba si¢ przyjrze¢ pozostatym elementom bazy. Mamy Neg = e, Ney = 2e,, Ne,, =
2es, wiec sa 3 klatki 2x2, oraz 4 klatki 1x1. BazaJordanato B = {x%, x3,)?, %, 1, xy, 2x, x2y, 2y, xy*},
a posta¢ Jordana ma kolejno 4 klatki 1 X 11 trzy klatki 2 X 2 z zerami jako wartoSciami wiasnymi.
Rozktad Jordana to M = S~'J.S, ktory sobie mozna tatwo zapisa¢ z powyzszymi informacjami.

Zad. A.11: Wartosci wlasne to 6(M,) = {1,2,a}, macierz moze by¢ niediagonalizowalna jesli a jest
rowne 1 albo 2 (warto$¢ wiasna si¢ powtarza, tylko wtedy moze by¢ klatka Jordana wigksza niz
1 X 1). Przypadek a) odpowiada @ = 2, natomiast b) odpowiada a = 1 a) Macierz .S to macierz

zmiany bazy z bazy Jordana do bazy standardowej, nie jest jednoznaczna i najlepiej sprawdzic czy
J,=S"'M_S zachodzi

100 0 1 0
L=[0 21 s=| 1 -10
00 2 -1 1 1
2 00 0 1 1
D=|-110 N=|0 -1 -1
1 12 0 1 1

b)

e’ 2 (e2 - e) 2 <€2 - e)
exp(M,) =| e—e®> 3e—2¢> -2(e’—e)
e’ —e 2(e2—e) 2e* —e

Zad. A.12: Poniewaz pierwszy element diagonali r6zni si¢ od pozostatych, trzeba uzy¢ rozwinigcia Laplace’a
wzdtuz ostatniej kolumny, a nastgpnie ponownie dla jednego z powstatych cztonéw, by odtworzy¢
posta¢ macierzy z zadania, daje to wzor rekurencyjny. a) D, , = 3D,,, — D,, D, =2, D, = 4,

D, =2"
b) D,,, =D,, +6D,, D, =-1,D,=5,D, = fracl5 ((-2)"** +3")
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Zad. A.13: Wyznacznik i wielomian charakterystyczny nie zaleza od bazy, wiec jesli dla dwdch macierzy
sa r0zne to mozemy by¢ pewni, ze nie sg to macierze tego samego endomorfizmu. Wyznaczniki
macierzy z zadaniato D, = =8, D, = =2, D; = -1, D, =1, Ds = 1, Dy = 1. Mozemy definity-
whie stwierdzi¢ ze macierze A,, A, 1 A; to macierze roznych endomorfizméw 1 zadna inna macierz
z zadania nie jest macierza tego samego endomorfizmu w innej bazie. Macierze A,, A5 1 A, maja
ten sam wyznacznik, wigc mozliwe jest ze mamy tu dwie macierze tego samego endomorfizmu, ale
nie jest to jeszcze pewne. Spojrzmy na wielomiany charakterystyczne, @, (1) = x> —x>+x+1,
w, (4) = —-x*+1, @ 4,(A) = —x?—x?+x+1. Macierz A5 ma inny wielomian charakterystyczny, ale
A, 1 A; maja takie same wielomiany charakterystyczne. Niestety -1 jest podwOjnym pierwiastkiem,
wiec mozliwe ze A, ma postac Jordana z klatka 2 X 2, ale jak tatwo sprawdzi¢ ma ona 3 wektory
wlasne 1 jest diagonalizowalna. Macierze A, i A4 to macierze tego samego endomorfizmu, ale w
innych bazach.

Zad. A.14: a) Wielomian charakterystyczny to wgz(4) = (4 — 1)", posta¢ Jordana ma 1 na diagonali,
pozostaje pytanie ile jest klatek 1 jakie sa ich rozmiary, aby na nie odpowiedzie¢ trzeba zbadac
A — 1. Nie trudno si¢ przekona¢, ze (A — 1)* w dziataniu na wektor bazy e ; produkuje element
bazy o indeksie j — k, oraz elementy bazy o mniejszych indeksach. Zachodzi (A — 1)"'e, = e, i
(A —1)"e, = 0, wiec mamy seri¢ dtugosci n, ktdra jest mozliwa tylko jesli mamy klatke¢ Jordana
n X n, poniewaz przestrzeni wektorowa ma wymiar n, nie mozemy mie¢ wigcej klatek 1 postac Jor-
dana to pojedyncza klatka n X n
b) Wielomian charakterystyczny to wz(4) = (=1)" (A" — 1), wigc mamy n réznych wartosci wias-
nych (zespolonych pierwiastkéow 1). Macierz jest diagonalizowalna, a posta¢ Jordana to macierz z
pierwiastkami jedynki na diagonali tzn A, = ¢’>**/" k € {0,1...n— 1}

Zad. A.15: Szkic dowodu jest nastgpujacy: rozwazmy réwnoS¢ dla pewnych liczb «; a, v, + ... v, =
0, jesli sa to wektory niezalezne liniowo to suma moze by¢ réwna zeru tylko jesli wszystkie a;.
Jesli zadziatamy na obie strony A — 4,1, wyraz z v; si¢ skasuje, a pozostatych mozemy zastapi¢
macierz przez (4; — 4;) (patrz wskazowka). Jesli bedziemy teraz to powtarzac, po kolei mozemy
kasowac wektory wlasne, jesli pomnozymy rownos¢ przez A — 4,1 dla wszystkich j poza pewnym
Jo skasujemy wszystkie wektory poza jednym i dostaniemy [ i jo(/l i, — Apa; v, = 0. Poniewaz z
zatozenia wartosci wlasne sa parami rozne, to a; musi si¢ rownac 0, poniewaz jest to prawda dla
dowolnego jj,, wnioskujemy ze wszystkie a; = 0, wigc jest to uktad LNZ.
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