Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

1 Tw. Cayleya-Hamiltona i zastosowania: potegowanie macierzy,
rekurencje, funkcje od operatora

Na poczatek mata przypominajka z wyktadu

Twierdzenie 1. (Cayley-Hamilton)
Niech A € K" bedzie macierzq kwadratowg nXn, a w ,(4) = det(A — A1) jej wielomianem charakterysty-
cznym. Wtedy w ,(A) =0

Zanim przejdziemy do zastosowan, warto sobie sprawdzi¢ to twierdzenie na palcach, by upewnic sig, ze
rozumiemy o co w nim chodzi

Zad. 1.1

Sprawdz tw. Cayleya-Hamiltona dla nastgpujacych macierzy

| 2 2 1 -3
a)A= <3 4> b)B=|-1 0 -2
2 3 1

Rozw. 1.1

a) Najpierw znajdZmy wielomian charakterystyczny

coA(,l)=det(A—/111)=det<1;’1 43/1> =(1-H@d-D—-6=21-51-2

Aby podstawi¢ do tego wielomianu macierz A musimy znaé A?

w=(33) G 8)=(5 2)

Mozemy teraz sprawdzi¢ tw. Cayleya-Hamiltona

e oo (710N {12\ {10\ (00
@A(A) = AT= 54 21‘(15 2) 73 4) 720 1) o 0



b) Najpierw znajdZmy wielomian charakterystyczny

2-41 1 -3
wg(A) =det(B—-Al)=det] -1 -4 =2 |=C-HAHA-1)—-4+9+62-1)+(1-1)—-64
2 3 1-4

=P +342-1541+18

Aby podstawi¢ do tego wielomianu macierz B musimy znaé¢ B? i B?

2 1 =3)(2 1 =3 -3 -7 -11

B>=|-1 0 =2||-1 0 =2|=|-6 -7 1
2 3 1Jl2 3 1 3 5 -—11

-3 -7 —11}(2 1 =3 -21 =36 12
B=|-6 -7 1 ||-1 0 =2|=]-3 -3 33
3 5 —11Jl2 3 1 -21 =30 =30

Mozemy teraz sprawdzi¢ tw. Cayleya-Hamiltona

—21 -36 12 -3 -7 -11
wy(B)=—-B+3B*—15B+181=—| -3 -3 33 [+3]-6 -7 1
—21 -30 =30 35 -1

2 1 -3 100y (000

—15[-1 0 —2|+18[0o 1 of=f0o 0 o

2 3 1 001/ (ooo

Zad. 1.2

Oblicz k-ta potgge macierzy (uzywajac tw. Cayleya-Hamiltona)

32\ 1 2 301
= =9 = k:‘) = k:?
a) A <O 1>,A ? b)B (1 O)’ B ! ¢oC <_5 _1>, C !

2 1\ o,
= =()
d) D <_1 O),D .

Rozw. 1.2

Kluczem do rozwigzania tego problemu jest sprytne zastosowanie naszej wiedzy o dzieleniu wielomi-
andw, wiemy ze jeSli w 4(z) jest naszym wielomianem charakterystycznym, to istnieja dwa wielomiany
f(2)1g(z), takie ze

2" = f(2)w,(2) + g(2)

oraz deg(g) < degw, = n. Jesli wstawimy w to rownanie macierz A 1 uzyjemy tw. Cayleya-Hamiltona
dostaniemy

AL = f(Aw,4(A) + g(A) = g(A)



Co znaczaco upraszcza nasz problem, zamiast podnosi¢ macierz do potegi k, wystarczy znaleZ¢ reszt¢ z
dzielenia z* przez wielomian charakterystyczny. Tu wystarczy juz si¢ postuzy¢ trikiem, jesli podstawimy
do roéwnania pod z dowolny z pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego z, otrzymamy

= f(z)0,(z) +g(z) = g(z))

Zasadnicze tw. algebry mowi, ze wielomian n-tego stopnia ma n pierwiastkow zespolonych, a wielo-
mian g(z) ma n nieznanych wspoétczynnikéw, zatem jest nadzieja ze pozwoli nam to znaleZé wszystkie
wspolczynniki (tak dlugo jak pierwiastki sa r6zne, ale z tym tez sobie poradzimy, patrz podpunkt d)).

a) ZnajdZzmy najpierw wielomian charakterystyczny

3—4 2

w4(A) = det(A — A1) = det ( 0 1-

/1> =GB-DA-A)=1*-41+3

Z tw. Cayleya-Hamiltona wynika, ze A*> —4A + 3 = 0. Mozemy zatem uzywajac tego rownania wyrazi¢
k-ta potgge macierzy jako

Af=aq A+ 1

gdzie a, 1 p, to pewne liczby zalezne od k. Wiedzac, ze z, = 11z, = 3, ktdre sa pierwiastkami wielomianu
charakterystycznego, spetniaja réwnanie z* = a, z + f,, mozemy znalezé wsp6tczynniki

1¥=a,1+p, _ 1=al+p, _ Be=1-a,=33-39
3k = a3+, 3k—1=q2 =33 1)

Daje nam to odpowiedz

e Lo 1oy a3 3 -1
Al =23 - DA+ 50 3)]1_<0 .

b) ZnajdZmy najpierw wielomian charakterystyczny

1-4 2

wg(A) = det(B — A1) = det < 1 )

)=(1—/1)(—/1)—2=/12—/1—2=(/1+1)(/1—2)

Z tw. Cayleya-Hamiltona wynika, Ze k-ta pot¢ge macierzy B mozna wyrazi¢ jako
B*=a,B+p,1
gdzie a; 1 p, to pewne liczby zalezne od k. Wiedzac, ze z;, = —11 z, = 2, ktdre sa pierwiastkami wielo-
mianu charakterystycznego, spetniaja rownanie z* = @,z + f,, mozemy znalezé wspotczynniki
(—=Df = (=D + B, N —Df = (=D + B, N Bo=(=D +ay = %(2(—1)" +2)
k= a2+, 2k — (=1 =3 o =32 = (-1

Daje nam to odpowiedZ

Bk — %(21( _ (—l)k)B + %(2(_1)k + Zk)]l _ (%(2k+1 + (_l)k) %(Zk — (—1)k) )

JQF = (=DF) =Dk +25



¢) ZnajdZmy najpierw wielomian charakterystyczny

3—-4 1

wc(4) = det(C — A1) = < I

)=(3—/1)(—1—/1)+5=/12—2/1+2:(/l—1+i)(/l—1—i)

Z tw. Cayleya-Hamiltona wynika, Ze k-ta potgge macierzy C mozna wyrazi¢ jako
C*=q,C+p1

gdzie a; 1§, to pewne liczby zalezne od k. Wiedzac, ze z;, = 1—i1z, = 1+i, ktore s pierwiastkami wielo-
mianu charakterystycznego, spetniaja rownanie z* = @,z + f,, mozemy znalezé wspotczynniki

(A-dr=a-i+p, A-Dr=a-i)+p,
—
A+dr=a+i)+p, A+ =1 =i =a?2i
P=U-D-a(-i)= %((1 +0)(1 =D = (1 =)+ D))
= (1 +if = (1=

=

Daje nam to dobra okazj¢ do przypomnienia sobie trochg liczb zespolonych, uzywajac (1 +1i) = \/Eei"”/ 4
mamy

1 . Ak : gy 2K N —ikn /4 N ikn /4
B = E((l +H(A =D —A-HA+D)") = 7((1 + i)e = (1 =De™™)

= %2(—21' sin (kz /4) + 2i cos (kx /4)) = 2*/*(cos (kx /4) — sin (kz /4))
Q= 2li((l +if-(1-0Y= %z(eik”/“ — e kn/ty = 2k sin (kx /4)

Daje nam to odpowiedz

k/2(2 sin (X2 kz k/2 gin (kz
C* = 247 sin (kzr /4)C + 25/2(cos (kxt /4) — sin (kx /4))1 = (2 @sin(,) +cos C)) 27 sin (%) )

—5 % 2k/2 sin(’jT”) 2K/2(cos (’jT”) -2 sin(’jT”))

d) ZnajdZmy najpierw wielomian charakterystyczny

2—-41 1

wp (1) = det(D — A1) = < I

)=(2—,1)(—/1)+1=,12—2/1+1=(/1—1)2

Z tw. Cayleya-Hamiltona wynika, Ze k-ta potgge macierzy C mozna wyrazi¢ jako
D*=q,D+ 1

gdzie a; 1 f, to pewne liczby zalezne od k. Nasz wielomian ma miejsce zerowe tylko w z = 1 o krot-
nosci 2. Daje nam to jedno rOwnanie na wspoiczynniki @, 1 f,, aby dosta¢ drugie musimy przyjrzec si¢
WZOrowi

¢ = f(z)0(z-1)*+ .z + P,

Poniewaz krotno$¢ naszego pierwiastka jest wigksza niz jeden, jesli zadzialamy obustronnie pochodna na
nasze réwnanie, z = 1 wyzeruje problematyczny czton z f(z)

k5t = fl(2)z - 1) + f(22z - D+ o



Daje nam to uktad réwnan

k11 = q, a, =k

Dk:kD+(l—k)]1:<k+1 k )

Daje nam to odpowiedz

-k 1-k

Zad. 1.3

Znajdz wzor ogblny na k-ty wyraz ciggu rekurencyjnego
aa,, =a +a_,a =1a,=0 Db)b, ,=4b, —5b,_,+2b;_,,b,=e,b,=n,b,=0

Rozw. 1.3

a) Kluczem do rozwigzania tego zadania jest zdanie sobie sprawy, ze liniowe ciagi rekurencyjne mozna
przetlumaczy¢ na problem mnozenia macierzy. Zauwazmy ze skoro a, 1 a,_; pozwalaja obliczy¢ a, ., to
mozemy sobie zapisac przejScie z pary a, a,_, do pary a,_,, a,

(%)= o) ()

nasza macierz nie zalezy od k, wigc mozna napisa¢ prosty wzor na a, zalezacy od niej i warunkow

poczatkowych
g \_ (11 - A1) _ g1 (%
a_;) \1 0 a,) a,

Nasz problem sprowadza si¢ zatem do policzenia k — 1 potggi macierzy A

1

1-2
a)A(/l)zdet< U

) =(1—A><—z)—1=Az—ﬂ—1=(A—%<1—\/5>><A—%<1+\f5))
Tw. Cayleya-Hamiltona implikuje ze

- G+ B o
Aklza_A+ﬂ_]l:<akl k—1 kl>
! ! ®p—1 i

Mamy dwa pierwiastki wielomianu charakterystycznego z,, = %(1 + \/g), daje nam to uktad row-
nan

2k-1

=
LA+V) = 20+ V5 + 5 = <(1 + V5 -1 - \/g)k_l> = a1V

Bt = 701 = VI = a3 = V5) = S (4 V5=V = (1= V)1 +V5) )
tr = 5o (4 VI == V5) )

{L(l — V5Kt = ak—l%(l - V5 + P 2%_1(1 - V5 = ak-lé(l - V5 + B

=



Daje nam to odpowiedZ

< a > _ (ak—l + By ak—l) <1>
Ay Oy Br—1 0

Troche szybsze obliczeniowo bedzie odczytanie ze a,_; = a,_, 1 przesuni¢cie indeksu o jeden by otrzymac
wynik

A+ 5k =1 —/5)k
a, =oa, = 2k\/§

b) Mozemy zapisaé nasza rekurencje jako

b, |=11 0 O}]|b,,
Daje nam to wzor na k-ty element ciggu
b =1 0 0 b, | = B*?|b,
b._, 0 1 O b, b,
Musimy zatem znalez¢ k — 2 potgge macierzy B
4—-1 =5 2
wg(A)=det|] 1 =42 0 |=U@-DEADAD+2-54=-2 +422-54+2=—-(A—-2)(A—1)?
0 1 -4

Mamy zatem
27 = @z -2 D+ g2+ fz 41,

Mamy uktad 3 réwnan na nasze wspdtczynniki, pierwsze dwa biorg si¢ z wstawienia pierwiastkow 11 2,
a trzecie z zadzialania pochodng na obie strony i wstawienia pierwiastka o krotnosci dwa czyli 1

lk_2 = ak_2 + ﬁk_z + J/k—z ak—2 = 1 + 2k_2 - k
2= A+ B2+, = Afa=i(-25+6k—8)
k=12 =a,_2+p,_, Viea = 725 = 8k + 16)

Daje nam to poszukiwany wzor

= , Ha  +46 5+ 1y =18, =50, 8oy, +20,
B " =aq_,B"+f B+, ,1= 4oy 5+ By =5a;_, + 7, 20/,
Ap_o ﬁk—Z V=2

Z dolnego wiersza mozna odczytaé, ze
by = & _2by + f_rb) + 72Dy

co daje ostatecznie

6



Zad. 14
Oblicz

ea(c0 ) weole ) o4 )
d) e ((_32 _43>>, gdzie p(z) = ﬁﬁ n]:

Rozw. 1.4

a) To zadanie jest do$¢ analogiczne do 1.2, okazuje si¢ Ze dla funkcji analitycznych mozemy uzy¢ podob-
nego triku

exp(tz) = f(2)w,(z) +az + f
gdzie f(z) jest pewna funkcja analityczng. Pozwala nam to tatwo obliczy¢ szukane wyrazenie

w4 (A) = det <_1/1 1 E /1> =)0 -)-2=UAU+1)1-2)

Mamy dwa rézne pierwiastki 2 i -1, daje nam to uklad réwnan

e =2a+p a=1¥—em)
——3 ? 5
el=—a+p ﬂzg(e’+2e")

0 2 1 (¥ +2e7" 2e% —2e7!
eXp<1<1 1>>—O‘A+ﬂ]l—§<ezz_e—z 2e2t+e—t>

Daje nam to

b)
a)B(/l)=det<1I/1 3‘_3) =(1-DB=-H+1=(1-2)

Daje to réwnanie
exp(tz) = f(2)(z =2+ az+ f

Mamy jeden pierwiastek o krotnoSci dwa, naszym drugim rownaniem bedzie rGwnanie uzyskane po zadzi-
ataniu pochodng i wstawieniu 2

e =2a+p a = te*
—
te’ =a p=e*(1 -2t



4-1 3

wc(4) = det < 0

) = —4A+3=U1=-3)(4-1)
Mamy dwa r6zne pierwiastki 1 1 3, daje nam to uktad réwnan

sin<%1>=a+ﬂ _ {

sin<%3> =3a+pf

d)

3—-4 4

wDu):det< 5 _3_/1> = -1=A-DA+1)

Mamy dwa rézne pierwiastki 1 1 -1, daje nam to uktad réwnan

_ _1 12 _ n*4n=2
{(p(l) =D a+p a=3 ((n—l)! (n+1)!> T 2+
=2 =—a+ _1(_2 1 _ mne2
e(=D (n+1)! b p 2 \ (n+1)! + (n=1)! 2(n+1)!

3 4 —aD 4+l = 1 dn’ +4n—-4 4> +n-2)
P\\=2 -3))7¢“ T2+ DI\ 2P +n—2) —2n*—2n+8



2 Wektory i wartoSci wlasne, diagonalizacja macierzy

Zaczynamy powtdrka definicji z wykladu

Definicja 2. Niech T € End(V') bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V (tzn. przeksztatcenie lin-
iowe tej przestrzeni w siebie), wektor v # O taki, ze Tv = Av dla A € C nazywamy wektorem wtasnym, a
AwartoSciq wtasng T odpowiadajqcq wektorowi wtasnemu v

Whiosek 3. Tv = Av = (T — Al)v = 0, oznacza to, zZe jesli 4 jest wartosciq wtasng to T — A1 jest op-
eratorem nieodwracalnym, co dla macierzy oznacza, ze det(T' — A1) = 0. Wektor wlasny mozna znaleZé¢

badajqc ker(T — A1)
6 2
1= (4 3)

Wielomian charakterystyczny jest réwny @ ,(A) = A*>—3A—10 = (A—=5)(A+2), wiec mamy dwie wartosci
wtasne -2 5. Mozemy teraz znalez¢ wektory witasne uzywajqc redukcji wierszowej (tzn. mozemy dodawacé
wiersze i mnozy¢ wiersz przez statq, oraz usuwac wiersz ztozony z samych zer)

V_, = ker(A — (-2)1) = ker <_84 _21> = ker (4 1) = <<_14>>
Vs = ker(A — 51) = ker <_14 —28> = ker (1 2) = <<_21>>

V, bedziemy nazywac podprzestrzeniq witasnq zwiqzanqg z wartosciq witasnqg A. Ogoélnie, jesli krotnos¢ A
Jjako pierwiastka w ,(A) wynosi k, wymiar podprzestrzeni wilasnej spetnia 1 < dim(V;) < k

Przykiad 4. Przeanalizujmy macierz

Definicja 5 (Tylko dla przestrzeni skoriczenie wymiarowych, ale innych nie bgdziemy robic). Spektrum
to zbior wartoSci wtasnych operatora T, oznaczamy je o(T)

Zad. 2.1
Znajdz spektrum 1 podprzestrzenie wlasne nast¢pujacych macierzy

2 1 =2 2 1 -3 0 0 O
a|-1 0 2 b)l4 -1 -4 ol 1 -1

0 0 1 -1 1 0 -1 1 1
Rozw. 2.1
a) Najpierw szukamy wartos$ci wtasnych

2-4 1 =2
w,A)=det] -1 -1 2 |=10=-DQR=-DA+1)=(1-23
0 0 1-4

Wartosci wlasne to pierwiastki wielomianu charakterystycznego, wigc mamy 6(A) = {1}. Aby znalez¢
wektory wlasne, przeanalizujmy jadro uzywajac redukcji wierszowej

11 -2
ker(A—11)=ker[-1 -1 2 |=ker(l 1 -2)
0 0 0



Nasze jadro jest dwuwymiarowa podprzestrzenig C?, mamy zatem dwa liniowo niezalezne wektory wlasne
o warto$ci wiasnej 1, np.

1 1
V],] = 1 V1’2 = _1
1 0

Podprzestrzen wtasna zwigzana z wartoScig wilasng 1 to

1 1
1 0

b) Najpierw szukamy wartosci wtasnych

2-1 1 -3
wg(A)=det| 4 —1-212 =4 == +12+51+3=0C-)(=1- 17
-1 1 -4

Mamy dwa pierwiastki: 3 o krotnosci jeden i -1 o krotnosci dwa, wigc szukane spektrum to o(B) =
{—1,3} Wiemy, ze kazda warto$¢ wtasna musi mie¢ co najmniej jeden wektor wiasny, a co najwyzej
tyle ile wynosi krotno$¢ tej wartosci wtasnej. Zanim zaczniemy analiz¢ jadra wiemy juz ze mamy jeden
wektor wlasny z warto$cig wlasna 3 i jeden badZ dwa wektory wtasne o wartoSci wlasnej -1. Mozemy je
teraz znalez¢ i sprawdzi¢ nasza intuicj¢

Vi=ker(B—31) =ker| 4 —4 —4|=ker (T 1 )=ke (Y O H (|1
‘ 1 1 -3 1 -1 -1 1 -1 -1

Dla drugiej wartoSci wlasnej mamy

3 1 -3 01 O 01 0 1
V. =ker(B+11l)=ker| 4 0 —-4|=ker|l 0 —1|=ker <1 0 _1> = < 0 >
-1 1 1 01 0 1

Czyli ostatecznie mamy po jednym wektorze wiasnym do kazdej wartos$ci wtasnej

1 1
0 1

¢) Najpierw szukamy wartoSci wiasnych

-2 0 0
o) =det| 1 1-1 =1 |==2+247=-2A=CDA+i-ADA—-i-2)
-1 1 1-=-2

Mamy trzy r6zne pierwiastki o krotnosci jeden, nasze spektrum to ¢(C) = {0,1 — i, 1 + i} Badamy teraz
podprzestrzenie wlasne

0 0 0 |
Vo=ker(C—0D) =ker| 1 1 —1|=ker (" 1 N =ker(° 1 ) ={]o



-1+i 0 O 1 0 0 1 0 O
Vi, =ker(C—-(1-il)=ker| 1 i —1|=ker|0 i —-1|=ker|0 -1 —i
-1 1 i 01 0 1 i
= ker <1 0 O) = < (1) >
B 0 -1 —i) " \|.
i
-1-i 0 O 1 0 O 1 0 O
Vi =ker(C —(1+1i)1) =Kker 1 —i —=1]=ker|0 —i —-1|=ker|0O -1 i
-1 1 —i 0 1 —i 0 1 —i

—kerloo—(l)
- O—Ii__l,

Czyli ostatecznie mamy po jednym wektorze wiasnym do kazdej wartosci wlasne]

1 0 0
Vo=|0] vii=[I] viu=]1
1 i —i

Definicja 6. JesliT € End(V) man = dim(V') LNZ wektorow wtasnych, to mowimy ze T jest diagonalizowalny

Wniosek 7. Jesli M to macierz operatora diagonalizowalnego T'w pewnej bazie e (tzn. M = [T¢, zwykle
e to baza standardowa), istnieje macierz S i macierz diagonalna D takie ze M = S~'DS. Dodatkowo
jesli przez d oznaczymy baze ztozong z wektorow wtasnych T to D = [T]Z i S = [idv]f . Problem
znalezienia macierzy D i S nazywamy problemem diagonalizacji macierzy

Wracajac do naszego dwuwymiarowego przyktadu 4, mieliSmy dwa liniowo niezalezne wektory wtasne,
wigc mozemy zidentyfikowaé¢ M, D 1.S. Macierz M to macierz A z poczatku przyktadu, a D to macierz,
ktora ma na diagonali -2 i 5. Latwiej bedzie znalezé macierz S~', ktora jest rtéwna ™' = [id]¢. Jej
kolumny to b¢da wektory wlasne zapisane w bazie standardowej (co wazne, sa one w tej samej kolejnosci
co wartosci wlasne w macierzy D)

S = (v, vs) = <_14 —21>

Macierz S mozna znalez¢ odwracajac ja

Mamy wigc



Zad. 2.2
Zdiagonalizuj nastgpujaca macierz (Znajdz S i D jak wyzej) 1 oblicz exp(M)

-3 0 2
—-103 100 2
-4 0 3
Rozw. 2.2
Najpierw musimy znalez¢ spektrum i wektory wiasne
-3-1 0 2
wy(A)=det| =103 100—1 2 |=-4>+1004*+ A —100 = (=1 — A)(1 — A)(100 — )
—4 0 3-1

Spektrum jest rowne o(A) = {—1, 1, 100}, nastgpnie analizujemy podprzestrzenie wiasne
-2 0 2 10 1 1
V_, =ker|-103 101 2|=ker 110/ 1
-4 0 4 1
2 -4 0 2 -2
Vi, =ker|[-103 99 2 :ker< >:ker< 1
2

~103 0 2 0
Vio=ker|-103 0 2 |=ker (‘203 8 927>:ker (é 8 (1)>=< 1>
4 0 -97 0

Macierz S~! jest duzo prostsza do znalezienia, bo kolumnami sg znalezione wlasnie wektory wiasne,
odwracajac ja mamy

1 1O
S7t=11 11
1 20
10y (2 0 -1
2 0 -1 1 0
I mamy (co mozna sobie na palcach sprawdzic)
-3 0 2 I 0)(-1 0 O 2 0 -1
—-103 100 2|=S"'DS=|1 1 1|0 1 O [|-1 0 1
—4 0 3 1 2 0J){O0 0 100)\-1 1 O

Powyzszy wzor pozwala nam fatwo obliczy¢ exp(A), mamy szereg Tayloradla z € C

o0 1 i
exp(z) = Z —7Z
=0 n.



Daje nam to definicj¢ exp(A)
(o] 1 .
exp(A) = Z —A
n=0 """

Mozemy wstawi¢ tam wzor A = S~ DS i zauwazy¢ ze S~! i S beda sie parami skracaé

exp(4) = ) Lspss'ps.. s'ps= > Lsiprs =g > Lpr)s =5 exp(D)s
n=0 n! n=0 n! s n!
Poniewaz D ma niezerowe elementy tylko na diagonali (jest tzw macierza diagonalna), jej k-ta potgga to
macierz, ktéra ma na diagonali k-te potggi wartoSci wlasnych, a poza tym ma 0, wigc mamy prosty wzor

na exp(D)

© = (D00 el 0 0
exp(D)zsz”:Z; 0 1" 0 |=|l0 e 0
= =™l 0 0 100 0 0 el



3 Diagonalizacji ciag dalszy, posta¢ Jordana

Zacznijmy od przypomnienia o tym jak znajdujemy macierz odwzorowania liniowego. Mamy odw-
zorowanie F : R,[-] —» R,[-] dane wzorem (Fv)(f) = v(t — 1) 1 chcemy znalez¢ macierz tego odw-
zorowania w bazie e = {1,1,1?}. Procedura jest nastepujaca: zadziataj odwzorowaniem na elementy bazy
wejSciowej 1 wyraZ wynik w bazie wyjSciowej. Odwzorowanie F przesuwa argument wielomianu z ¢ do
t — 1, mamy wigc

Fe,=Fl=1=e¢
Fey=(Ff)=(t—-1Y=1-2t+1=e;—2e,+e¢,

Teraz pozostaje utozy¢ z tego nasza macierz, kolejne rownosci daja nam kolumny

1 -1 1
[Fle=[0 1 -2
0 0 1

Przyklad trochg bardziej zwiazany z tym co robimy (tzn z macierza zmiany bazy S~!) to znalezienie
macierzy odwzorowania id (identycznos$ci) z bazy f do bazy e w sytuacji w ktérej mamy elementy bazy f
wyrazone przez el. bazy e (doktadnie taka sytuacj¢ mamy kiedy znalezliSmy wektory wiasne). Np. jesli

idf, = f, = 2e, + 3e,
idf, = f,=5e; —2e,

Nasza macierz moze by¢ prosto odczytana z tych rownan jako

2 5 2
lidls =[3 -2 -4
00 5

Zad. 3.1
Zdiagonalizuj nast¢pujace macierze (Znajdz S i D jak wyzej) 1 oblicz funkcje od operatora

a) (_72 _45 ) exp(tA) =?

b) <% :2>’ B2026 —9

6 -2 -2

ol8 -8 0| exptC)=?
10 —14 2
3 -3 1

dl2 -4 2f sin(gp) =
1 =3 3



Rozw. 3.1

a) Najpierw musimy znaleZ¢ spektrum i wektory wlasne

_ T—4 =5\ _ » o _
(uA(/1)—d(3t<_2 4_/1>—/l HHA+18=2-4HO -4

Spektrum jest rowne o(A) = {2, 9}, nastgpnie analizujemy podprzestrzenie wlasne

e (5, 3) w0 0=((1)
v=ter (2 23) =2 5)=((3))

Macierz S~! jest duzo prostsza do znalezienia, bo kolumnami sa znalezione wlasnie wektory wiasne,
odwracajac ja mamy

I mamy
7 =5\  oino_ (1 5 2 0\1(2 5
(5 3F)=ss=(1 2) (0 5)3 (0 2)
Mozemy uzy¢ tej formy by tatwo obliczy¢ exp(tA)

— 1 2 2
exp(tA) = exp<t <_72 45>> =5! exp(tD)S = <1 _52> <e0 e%,) % <1 _51>

1 (2% + 5% 5e* — 5%
e — 2% 5% 4 2%

7
b) Najpierw musimy znalez¢ spektrum i wektory wlasne
_ 2—-4 =3 2 _
coB(/l)_det< | _2_ﬂ>_ﬂ—1_(—1—i)(1—ﬁ)

Spektrum jest rowne o(B) = {—1, 1}, nastgpnie analizujemy podprzestrzenie wiasne

V_1=ker<? j>=ker(1 —1)=<<i>>
V1=kerG j):ker(l _3):<G>>



Macierz S~! jest duzo prostsza do znalezienia, bo kolumnami sg znalezione wlasnie wektory wiasne,
odwracajac ja mamy .S
1 3
-1 _

s=(17) =3(3 2)
(G 2)-s= () 20 2)

Mozemy uzy¢ tej formy by tatwo obliczyé B?0%°

2026 2026
B2026 — 2 =3 — S_1D2026S — 1 3 -1 0
1 -2 I 1 0 1

¢) Najpierw musimy znalez¢ spektrum i wektory wlasne

I mamy

6-4 =2 -2
o(A)=det] 8 —-8-41 0 |=-A+16A=(-4-D(=D)@-1)
10 -14 2-2

Spektrum jest rowne o(C) = {—4,0,4}, nastepnie analizujemy podprzestrzenie wlasne

10 -2 =2 5 -1 -1

5 -1 -1 !
Vy=ker|8 -4 0 |=ker|2 -1 O =ker<2 1 0>=<2>
10 —-14 6 5 -7 3 3

6 -2 =2 3 -1 -1 3 -1 -1 1
Vo=ker| 8 -8 0 |=ker -1 0 =ker<1 1 0>=<1>
10 —14 2 5 =7 1 2

p—

2 =2 =2 I -1 -1 | -1 —1 3
V,=ker| 8 —-12 0 |=ker|2 -3 O :ker<2 3 O>:<2>
10 —-14 -2 5 -7 -1

Macierz S~! jest duzo prostsza do znalezienia, bo kolumnami sg znalezione wlasnie wektory wilasne,
odwracajac ja mamy

113 1—35—1
S:212:Z4—84
321 1 1 -1
I mamy
6 -2 =2 1 3—4001—35—1
8 -8 0|=S5S"'DS=]2 200024—84
10 —14 2 3 1Jlo 0 4 1 1 -1



Mozemy uzy¢ tej formy by tatwo obliczy¢ exp(tC)

6 -2 =2 1 1 3)fe* 0 O 1 -3 5 -1
exp(tfC) =exp|t]| 8 -8 O ||l=S'lexpetD)S=|2 1 2| 0 1 0 7 4 -8 4
10 —-14 2 32 1J10 0 &% 1 1 -1

—3e™ +4 +3e" Se + -8 +3e" —e +4 -3t
=7 —6e™ +4 4+ 2% 107" — 84 2e" 27" +4 —2e"
O™ +8+e¥ 15 —16+e¥ —3e ¥ 88—

d) Najpierw musimy znalez¢ spektrum i wektory wlasne
3—-4 =3 1
wp(A)=det|] 2 —4-1 2 |=-F+247+44-8=(2-D2 -1’
1 -3 3-1
Spektrum jest rowne o(D) = {—2,2}, nast¢pnie analizujemy podprzestrzenie wlasne

5 =31 0 12 -24 01 -2 1
V,=ker|2 -2 2|=ker|0 4 -8 |=ker <1 0 _1> =< 2 >
1 -3 5 1 -3 5 1

1 -3 1 1) (3
V,=ker|2 -6 2|=ker (I -3 1)=< 0 ,1>
1 -3 1 —1) |0

Macierz S~! jest duzo prostsza do znalezienia, bo kolumnami sg znalezione wtasnie wektory wiasne,
odwracajac ja mamy

1 1 3 1 -1 3 -1
S=12 0 1 =7 -1 3 =5
1 -1 0 2 =2 2
I mamy
3 -3 1 I 1 3)(-2 00 | -1 3 -1
2 -4 2|l=85"'"Ds=|2 0 1}]fo0 ZOZ—I 3 -5
1 -3 3 I -1 0J{O0 0 2 2 =2 2
Mozemy uzy¢ tej formy by tatwo obliczy¢ sin(%D)
3 -3 1 1130001—13—1 0 00
sin<%D>:sin% 2 -4 2 :S‘lsin<%D>S: 2 0 1ffo o ofz{-1 3 =s|=f0o 0 0
1 -3 3 1 -1 0Jl10 0 O 2 =2 2 0 0O

Po tych zadaniach z diagonalizacja macierzy mozemy si¢ pochyli¢ nad ogélniejszym przypadkiem. Co
jesli nie mamy tyle niezaleznych liniowo wektoréw by zbudowac z nich bazg?

4



Definicja 8. Klatkq Jordana bedziemy nazywac macierz kwadratowq n X n, takq ze na diagonali mamy n

razy te samq liczbe A € C, na przekqtnej ponad diagonalq mamy 1, a poza tym same 0

S

O oo

—

o o

>_, cee

o o

—_— eee

Przyklad 9. Klatki Jordana

—i 1 0 O
010 (2) ; (1) 8 0 -i 1 0 0
0 01 00 2 1 0O 0 - 1 O
0 00 000 2 0 0 0 —i 1
0 0 0 0 —i

Przyjrzyjmy si¢ nastgpujacej klatce 3 x 3, ktéra ma same zera na diagonali, mozemy obliczy¢ jej dziatanie
na wektorach bazowych f

010 1 0 0
M=10 0 1 fi=10 =11 =10
0 0O 0 0 1
Mf =0

Mf, = f M2f2:0

Mf =1, M2f3=f1 M3f3=0

Czynimy teraz obserwacjg, ze klatka Jordana z zerami na diagonali w pierwszej potedze zeruje pierwszy
wektor bazy, w drugiej potgdze zeruje pierwszy i drugi, a w trzeciej potgdze zeruje pierwszy, drugi i
trzeci. Ta wlasnoS¢ bedzie kluczowa przy znajdywaniu postaci Jordana.

Definicja 10. Mowimy ze macierz jest w postaci Jordana jesli jest zbudowana z klatek Jordana (wartosci
wtasne mogq byc te same dla roznych klatek), ktore sq na diagonali, a poza nimi jest 0. Baze w ktorej
macierz ma te postac¢ nazywamy bazq Jordana, a jej elementy uogoélnionymi wektorami wtasnymi

Przyklad 11. Macierze w postaci Jordana, 7z zaznaczonymi klatkami

-1 1]0 0 0|0 3]0 0 0({0 O
-2 1 0 -1/0 0 0]0 0/3 1 0{0 O 310l0
0 -2 0 02 10]0 0/0 3 1[0 0 0110
0 O 0 002 1/|0 0/0 0 3/0 O 0 Tol3
0 O 0 0100 20 0/0 0 09 1

0O 0|00 0|7 0/0 0 0[]0 9

Twierdzenie 12. Kazda macierz kwadratowa w pewnej bazie ma posta¢ Jordana

Jesli macierz jest diagonalizowalna to oczywiscie postaé¢ diagonalna (wartos$ci wiasne na diagonali) jest
szczeg6lnym przyktadem postaci Jordana. Istnieja macierze niediagonalizowalne, wtedy postaé Jordana
to (méwiac lekko z angielskiego) "next best thing", pozwala ona tez liczy¢ funkcje od operatora, chod



jest to troche¢ bardziej zawite (ale o tym kiedy indziej). Teraz skupmy si¢ na zrozumieniu procedury
znajdywania postaci Jordana

Przyklad 13. Rozwazmy nastepujacq macierz w postaci Jordana, uzyjemy jej jako przyktadu tego jak
szukac uogolnionych wektorow wtasnych

51000
05000
M=|0 0 210
00021
0 00O02

Jesli policzymy wielomian charakterystyczny otrzymamy w,;(A) = (5 — A)?(2 — A)® (uzywajqc kilka razy
rozwiniecia Laplace’a wzdtuz pierwszej kolumny). Wyznacznik nie zalezy od bazy, w ktorej jest wyrazona
macierz odwzorowania liniowego det (S~'AS) = det(S~") det(A) det(S) = de+(S) det(A) det(S) = det(A),
wiec wielomian charakterystyczny daje nam informacje o wartoSciach wtasnych na diagonali i ich krot-
nosciach. Pozostaje znaleZ¢ sposob ustalania uogolnionych wektorow wtasnych w sposob niezalezny od

bazy w ktorej jest wyrazona macierz.

Obserwujemy, ze mozna te wektory te sq powiqzane z jadrem macierzy (M — A1)X, jesli oznaczymy baze
standardowaq e, e, ... es, to mamy nastepujqce zaleznosci

ker(M —51) = (e,) ker(M —51)* = {e,,e,)
ker(M —21) = (e;) ker(M —21)* = (e;,e,) ker(M —21)* = (e;,¢,, e5)

Daje nam to pomyst na wyznaczenie uogoélnionych wektorow wtasnych: rozwazamy kazdaq wartos¢ wtasnqg
z osobna, najpierw A = 5, poniewaz ma ona krotnos¢ 2, musimy znaleZ¢ 2 uogolnione wektory wtasne,
najpierw szukamy e, - wektor nalezqcy do ker(M —51)? ale nie do ker(M —51) (moze to by¢ dowolny taki
wektor), e, mozna wtedy znaleZ¢ ze wzoru e, = (M —51)e,. Nastepnie wartoS¢ wtasna A = 2 o krotnosci
3, najprosciej najpierw znalez¢é es, ktore bedzie dowolnym wektorem nalezqcym do ker(M — 21)3 ale nie
do ker(M —21)?, pozostate dwa uogélnione wektory wltasne mozemy znalez¢ z zaleznosci e, = (M —21)es,
e; = (M — 21)%es. Elementy bazy Jordana mozna oznaczaé tez v gdzie i to numer klatki Jordana, a j

i
to numer wektora w tej klatce, jest to minimalne j dla ktérego (M — A, 1Y VEI )

1 _ (2 ) @ _ (3)

= 0. W naszym przyktadzie

mamy v,© =e;, V' =e), V, =e3V, =e;,V, =es
Zad. 3.2
11 -1
Znajdz postac Jordana i baz¢ Jordana nast¢pujacej macierzy M=|8 5 -6
8 4 -5
Rozw. 3.2
Rozpoczynamy analogicznie do diagonalizacji macierzy od wielomianu charakterystycznego
1-4 1 -1
wy(AD)=det] 8 5-12 -6 |=-A+A +i-1=-A-1*A+1)

8 4 -5-1

Mamy dwie wartoSci wiasne, 1 o krotnosci dwa i -1 o krotnos$ci jeden, juz teraz mozemy czyni¢ przy-
puszczenia jak bedzie wyglada¢ posta¢ Jordana, na pewno bedzie miata jedng klatke 1 X 1 z wartoScig
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wilasng -1, dla wartosci wlasnej 1 mozemy mie¢ jedna klatke 2 X 2 lub dwie klatki 1 X 1 (w tym przy-
padku macierz bytaby diagonalizowalna). Zeby ustali¢ jaki przypadek mamy musimy poszukaé wektorow

wiasnych.
2 1 -1 01 -1 0
ker(M — (—1)1) =ker|8 6 —6|=Kker <1 0 0 ) = < 1 >
8 4 —4 1
=/

oo
N
|
(@)
o

01 -1
ker(M — 1) = ker = ker <2 (1) :}) = < >
8 4 —6 4

=f

Mamy dwa wektory wlasne f| 1 f,, po jednym do kazdej wartoSci wilasnej, ewidentnie diagonalizacja nie
jest mozliwa, bo mamy za malo liniowo niezaleznych wektoréw wilasnych, by stworzy¢ baze R3. Warto§é
wlasna -1 ma krotnos$¢ jeden, wigc jej klatka Jordana jest 1 X 11 na V(ll) mozna wybra¢ f, Wiemy teraz ze
warto$¢ wilasna 1 ma klatke Jordana 2 X 2, zeby znalez¢ brakujacy wektor patrzymy na

01 —1) 0 00 0) (1
ker(M —1)* =ker|8 4 —6| =ker|-16 0 4|=ker (-4 0 1)=< 1], o>
8 4 -6 -16 0 4 0) \4
Mozna si¢ tatwo upewnic ze f, nalezy do powyzszego jadra, tak jak powinno by¢, teraz musimy wybrac

wektor z tej dwuwymiarowej podprzestrzeni, ktdry nie jest f,, ten wektor to poszukiwany V(ZZ). Wyboréw
mamy nieskoriczenie wiele, ale kazdy jest dobry, np

0
v =1
0
Wtedy naszym drugim wektorem begdzie
0 1 —-1)(0 1
VW= -1vP=|8 4 —6|1[=]4
8 4 -6)10 4
Podsumowujac mamy posta¢ Jordana J 1 baze Jordana
-1 0 0
J=10 11
0 01
1
— (v ¢ @y _
B—{V1 Vs sV, }=3111.141.11
1) (4
Mozemy zapisaé macierz M uzywajac macierzy zmiany bazy S~' = lid]}, = (v(ll)vgl)v(;)) jako M =
S-S
I 1 -1 01 O)f-1 0 O)f—4 O 1
8 5 —-6|=]|1 4 10 1 1|11 O O
8 4 =5 1 4 0/{0 0 1)IO 1 -1



Oczywiscie mozna byto wybrac jakiS$ inny wektor na v'?, jesli dokonaliby$my alternatywnego wyboru
2 ) ysmy ywnego wy
dostalibySmy réwnie dobra baz¢ Jordana, np.

1
v =10
4
01 -1)(1) (-4
W= -1 =8 4 —6]l0]|=]|-16
8 4 —6Jl4] |-16
-4 (1
B={v\" ", =3]11[.|-16].]0
1) |-16) (4

. . o~(1) - 1 . . . 2 . . 4,
Zauwazmy, ze V(2 ) jest przeskalowanym wektorem V(2 ), w momencie policzenia wektorow wlasnych wiedzieliSmy

ze jeden z wektorow bazy bedzie proporcjonalny do f,, ale nie dokonywaliSmy wyboru, bo nie byliSmy
pewni wspoétczynnika jaki musi by¢ by zachodzito V(zl) =M - ]l)v(zz). Wybér wektora V(22) daje nam
dowolno$é, ale musimy si¢ upewni¢ ze pozostate wektory z klatki Jordana sa "zgodne" z wyborem V(22),
dlatego najlepiej je wygenerowac mnozac przez (M —1). Dla wartosci wiasnej -1 mieliSmy klatke Jordana

1 X 1, wiec mieliSmy pelng swobod¢ wyboru.



4 Szukanie bazy i postaci Jordana

Definicja 14. Przestrzeniq pierwiastkowaq nazywamy ker(M —A1)* gdzie A jest wartosciq wlasng macierzy
o krotnosci k

Przestrzen pierwiastkowa jest rozpigta na wszystkich uogdlnionych wektorach wiasnych zwiazanych z
warto$cia wlasng A. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze juz dla mniejszej potegi bedziemy mieli jadro wymiaru &,
ktore bedzie rozpigte przez wszystkie uogolnione wektory wlasne, dzieje si¢ tak kiedy mamy co najmniej
dwie klatki Jordana z wartoscig wtasna A

Przypomnijmy sobie ogélny schemat szukania bazy i postaci Jordana. Najpierw szukamy wielomianu
charakterystycznego, oraz jego pierwiastkow wraz z krotno$ciami. Nast¢pnie analizujemy po kolei kazda
warto$¢ wilasng i ich klatki Jordana. Pierwszym krokiem jest zbada¢ jadro M — Al, jego wymiar powie
nam ile mamy wektorow wiasnych dla danej wartoSci wlasnej, a poniewaz kazda klatka ma doktadnie
jeden wektor wilasny to bedziemy wiedziec ile jest klatek Jordana dla danej wartoSci wiasnej. Przydatna
jest tu wiedza, ze jeSli mamy jadro macierzy, ktéra ma m niezaleznych wierszy i n kolumn, to wymiar
jadra wynosi n — m. Nastepnie badamy jadra kolejnych poteg (M — A1)?, (M — A1)? ..., az do momentu,
w ktérym dostaniemy jadro wymiaru k-krotno$¢ A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego.
Majac nasze jadra mozemy zbudowac czgS¢ bazy zwiazang z wartosScia wlasng A korzystajac z tego ze
uogolnione wektory wlasne tworza seri¢

(M - )0l =0
(M — /11.)1}52) = Uf.l)
M - a0 = o?

gdzie 4, to i-ta wartoS¢ wlasna, Ugj ' to J-ty z serii uog6lniony wektor wlasny z i-tej klatki Jordana. Proce-
dura jest nastepujaca: wybieramy ostatni wektor z serii, a nastgpnie mnozac przez M — Al generujemy
jej reszte. Poniewaz ostatni wektor z serii to taki wektor, ktry nalezy do ker(M — A1), ale nie nalezy
do (M — A1Y~! mamy duza swobode wyboru (w jakim§ sensie wybierajac losowo wektor z przestrzeni
Jj-wymiarowej prawie zawsze dostaniemy coS, co nie nalezy do j—1 wymiarowej podprzestrzeni). Na pod-
stawie wymiaréw jader mozna tez wywnioskowac jakie sa rozmiary klatek Jordana korzystajac z faktu,
ze ker(M — A1)y zawiera wszystkie wektory z klatek o wartosciach wtasnych A, ktére maja w ramach
klatki numer co najwyzej j (dla j = 1 mamy wektory wiasne, dla j = 2 mamy wektory wiasne i drugie
wektory z serii dlugosci > 2 itd ). Co jesli mamy dwie klatki o tej samej wartosci wlasnej? Nalezy zaczad
od najdluzszej serii, a po jej znalezieniu szuka¢ drugiej najdtuzszej i tak do skutku.

Zad. 4.1

Znalez¢ bazg 1 postaé Jordana macierzy

o1 1 s 0 1 -1 1 1

0 2 0 0 111 -1 -1

a) M = bM=[0 0 1 1 0
-1 -1 0 1

o 10 2 000 1 0

-1 1 -1 2 2



Rozw. 4.1
a) Pierwszy krok to znalezienie wielomianu charakterystycznego
Wy (D) =21 =22 =312 +4A+4 =+ 1)*(A-2)

Mamy dwie wartosci wlasne —1 i 2, obie maja krotnos¢ dwa, zanim powiemy co$ o postaci Jordana trzeba
przyjrzec si¢ podprzestrzeniom wtasnym.

O30 o] [roro
ker(M — (—1)1) = ker =ker| 0 1 0 O]=
-1 -1 1 1 0 00 1 1
0O -1 0 3 0
00 0 o] (e o
ker(M — 21) = ker =ker|l1 0 O 1 |=
-1 -1 =2 1 010 0 -1
O -1 0 O -1

Mamy po jednym wektorze wlasnym dla kazdej wartoSci wlasnej. Wiedzac, ze kazda z klatek Jordana
ma doktadnie jeden wektor wlasny, mozemy wywnioskowac ze kazda z warto$ci wlasnych bedzie miata
po jednej klatce, ktére beda mialy rozmiar zwigzany z krotnoScig czyli 2 X 2

1100
0 -1 00
=10 0 21
0 0 02

Wiemy tez, ze baza bedzie si¢ sktadac z dwoch czgsci, dwuelementowej serii dla pierwszej klatki 1 drugiej
dwuelementowej serii dla drugiej klatki

— (¢ (@ D @
B={v, v v, ,v,'}

Pozostaje znalez¢ uogolnione wektory wtasne, poprzez przeanalizowanie kolejnych poteg macierzy

0O 6 0 -9 1\ (0

o ) 0 9 0 0]_ 01 .0 0\ _ /|0]]0
ker(M — (—1)1)" = ker 0 -6 0 9 = ker 000 1)=\loll:
0 -6 0 9 0) \O

DostaliSmy dwuwymiarowe jadro, a wiemy ze warto$¢ wiasna —1 ma krotno$¢ 2, wigc mamy juz wszys-

tkie potrzebne informacje. Jadro w pierwszej potedze jest rozpigte przez v(ll), a jadro drugiej potegi przez
@ 2

v iv

ker(M — (—1)1) = <

S oo~ OO

ker(M — (=1)1)* = <

— @1 @
b= ()



Na V(lz) - nasz uog6lniony wektor wlasny dla warto$ci wtasnej —1, mozemy wybra¢ dowolny wektor
nalezacy do drugiej przestrzeni, ktéry nie nalezy do pierwszej, na przyktad

1
@ _|0
Vi =|o
0
Wtedy naszym drugim wektorem z klatki Jordana bedzie

-1

VW= - (DDHv? = _01

0
Dla drugiej wartosci wlasnej mamy
I5 0 -6 21 0 1
0O 0 0 O 1 001 1 0
— 2 — = =
ker(M — 21)" = ker 6 0 3 3 ker (2 0 1 1> < ol']-1 >
0 0 0 O 0) \—

Znowu wystarczy jadro drugiej potggi, bo jego wymiar to dwa i jest rowny krotnosci 2 jako pierwiastka
wielomianu charakterystycznego, podsumowujac

1
0 (n)
ker(M—2]l)=< 5 >= ()
-1
0) (1
1|]o
ker(M — 21 =< o2 >= <v(21),v(22)>
o) (-1

Mamy zatem V(22) nasz uogolniony wektor wlasny dla wartoSci wlasnej 2, jest to dowolny wektor z drugiej

przestrzeni, ktory nie nalezy do pierwszej, na przyktad

@ _
v, =

o o = O

Wtedy naszym drugim wektorem bedzie

1
0
-1
-1

vV =M -2V =



Podsumowujac mamy bazg¢ Jordana i postaé Jordana naszej macierzy

-1 1 00
0 -1 00
=10 0 21
0 0 02
-1) (1 1 0
011]0]]60 1
— (v(D @ (D @y _
B={v vV, )= 1o’ -1’10
0)\0)\-1)\0
Mozemy tez zapisaé nasza macierz M jako S~'J S
-2 1 1 =5 -1 1 1 0)y(-1 1 0 0)(0 0 -1 1
0 2 0 Of_|O O O 1})}JO -1 0 Offr 0 -1 2
-1 -1 0 1] -1 0 -10]JO O 2 1]]0 0 0 -1
0 -1 0 2 0 0 -1 0J){0 0 0 2J){01 0 O

Mozna sprawdzi¢, ze S~!J.S daje faktycznie nasza poczatkowa macierz M, wiec znalezliSmy poprawna
posta¢ 1 bazg Jordana. Poniewaz mieliSmy duza dowolno$¢ w konstrukcji bazy, uzycie wzoru M =
S~1JS jest najpewniejszym sposobem upewnienia si¢ czy nie ma bledu

b) Pierwszy krok to znalezienie wielomianu charakterystycznego
wp(A) = (1 =2

Mamy jedna warto$¢ wiasna 1 o krotnoSci 5, zbadajmy przestrzeri wlasna by dowiedziec sie ile klatek
Jordana ma nasza macierz

-1 1 -1 1 1 0) |1

1 01 -1 -1 -1 0 -1 01 0] |0
ker(M —1)=ker {0 0 O 1 O|]=kerfO 1 0 O O =<1 ,O>

0O 0 0 0 O 0 0 0 10 0110

-1 1 -1 2 1 )11

Mamy dwa wektory wilasne V(ll) 1 V(Zl). Wiedzac, ze kazda z klatek Jordana ma doktadnie jeden wektor
wilasny, mozemy wywnioskowa¢ ze mamy dwie klatki Jordana, ich rozmiary musza si¢ sumowac do 5
(krotnoSci wartoSci wiasnej), ale nie wiemy jak wymiary rozkladaja si¢ na nasze klatki, czy mamy jedna
klatke 1 X 11 jedna 4 X 4 czy moze klatkg¢ 2 X 21 3 X 3?7 Aby to sprawdzi¢ musimy badac jadra kolejnych

poteg M — 1

101 -1 -1 o) (1} (o] (1
000 0 0 1] o] fof [0

ker(M —1)>=ker|0 0 0 0 O |=ker(l 0 1 -1 —1)=<0,0,1,0>
000 0 0 of fof [o] |1
101 -1 -1 o) (1] {1] (o

Jadro drugiej potegi jest rozpigte przez wektory wilasne 1 uogélnione wektory wilasne, ktore sa drugie w
swojej serii. Wymiar jadra wynosi cztery, a juz wiemy ze sa dwa wektory wlasne, wigc mozemy by¢
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pewni ze obie klatki sa co najmniej 2 X 2. Suma rozmiaréw klatek to 5 -krotnos¢ pierwiastka, wigc postac
Jordana ma postaé

1 1000
01000
J=|0 0 1 1 O
00011
0 00O01

Wiemy ze baza bedzie si¢ sktada¢ z dwoch czesci, dwuelementowej serii dla pierwszej klatki 1 trzyele-
mentowej dla drugiej klatki.
— (v(D @ ) @2 3
B = {v1 SV LV, VLV }
Wiemy ze jest 5 uogélnionych wektoréw wiasnych, wiec musimy jeszcze zbadac ker(M — 1)3, ktére jak
si¢ okaze jest 5 wymiarowgq przestrzenia, wigc skoro wymiar jest rtowny krotnos$ci pierwiastka wielomianu
charakterystycznego, mozemy zakoriczy¢ badanie jader i rozpocza¢ konstrukcj¢ bazy

ker(M —1)° = ker ker (0 0 0O O) =R

coooOo

=NeNeNeNe

=N eNeNeNe

oo oo

= NeNeNeNe
I

Mogliby$my sie zastanowié nad tym jaka jest tu przestrzer pierwiastkowa ker(M — 1)°, ale widaé, ze dla
trzeciej potggi mamy, jak to si¢ mOwi, wysycenie i kazda wyzsza potgga bedzie dawac to samo. W ogo6l-
nosci musimy obliczy¢ ker(M — A1)/ dla takiej potegi j, dla ktérej bedziemy mieli k (krotno$¢ wartoSci
wlasnej 1) wektorow w jadrze, j bedzie rozmiarem najwigkszej klatki Jordana dla danej wartos$ci wtasne;j.
Jesli kazda warto$¢ wlasna ma jedna klatke bedzie to przestrzen pierwiastkowa, ale jesli (Jjak w naszym
przypadku) mamy dwie klatki Jordana z ta sama warto$cia wlasng to j bedzie mniejsze. Podsumowu-
jac mamy trzy jadra, ktére nas interesuja, jeSli oznaczymy wektory bazy Jordana jak w poprzednich

przyktadach to mamy
)=o)

_ (v(D (@ D £
>—<v1 VLV, V)

-1
ker(M — 1) = ker

S = O
— O O

0
0

—_ O = O O
— o O O

ker(M —1)* =ker (1 0 1 -1 —1):<

e el s
»—*OQOOH
'—*O“MOO
O»—*uOO»—‘

ker(M — 1) =R’ = (V(ll),v(lz) V(Zl),V(;),V(;))

Do tej pory mieliSmy tylko jedna klatke¢ Jordana, procedura polegata na znalezieniu ostatniego wektora z
serii 1 wygenerowanie reszty przez dziatanie (M — Al), tutaj mamy jednak dwie serie co daje niewielka
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komplikacje, musimy zacza¢ od ktorejs serii. Dobra strategia jest najpierw znalezé wektory z dluzszej
serii. Dlaczego? Analizujac powyzsze wzory widzimy, ze vg nalezy do ker(M — 1)* ale nie nalezy do
ker(M — 1), co wazne jest to JEDYNY wektor z ta wlasnoscia. Jesli bySmy chcieli teraz znalezé Vf
mielibySmy dylemat, jest to wektor, ktéry nalezy do ker(M — 1)? ale nie nalezy do ker(M — 1), ale V%
tez ma ta wlasnoS¢. Nie mamy mozliwoS$ci na tym etapie by z pelng pewnoscia ustali¢ ktory wektor to
v1, jest szansa ze wybraliby§my cos, co potem okazatoby si¢ v2. Szukamy v3, dowolnego wektora, ktory
nalezy do ker(M — 1)? ale nie nalezy do ker(M — 1)?, mozemy na przyktad wybraé

1
0
v =|o
0
0
Reszt¢ znajdujemy niemal automatycznie
-11 -1 1 1|1 -1
1 01 -1 -110 1
W= -1vW=l0 0 0 1 o0]lJof=]o0
0O 0 0 0 o010 0
-11 -1 2 1]|0 -1
-11 -1 1 1}|-1 1
1 01 -1 1|1 0
VW= -1v=l0 0 0 1 0 =10
0O 0 0 0 Oo}10 0
-1 1 -1 2 1]|-1 1

Zeby znalezé Vf poszukujemy wektora nalezacego do ker(M —1)?, ale nie do ker(M —1), ktéry dodatkowo
jest liniowo niezalezny od juz znalezionych wektoréw. Dodatkowy warunek jest istotny, bo szukamy bazy,
wigc chcemy miec co$ "nowego". Zanim zaczniemy szukanie V% warto sobie troch¢ zmieni¢ postac jadra
(M —1)?, mozemy dodawa¢ do siebie wektory i mnozy¢ je przez stale, odejmijmy zatem od pierwszego
wektora drugi, mamy

1) (o
1 {]o] o] |0
= = (1) ) (1) (2)
ker(M —1)* =ker (1 0 1 -1 —1)_< 0 ,0,1,0> VLV YLV
of |o
1) |1

Rozpoznajemy, ze pierwszy wektor to V , drugi to V , a trzeci nalezy do ker(M — 1). Pozwala nam

to stwierdzi¢ ze (1 0 01 0) jest wektorem, ktory nalezy do ker(M — 1), ale nie do ker(M — 1)
(kto nie wierzy moze sobie sprawdzi¢ z definicji jadra, czy ten wektor daje zero po przemnozeniu przez
wiersze?). Dodatkowo jest liniowo niezalezny od tego, co juz znaleZliSmy, mamy wigc nasz poszukiwany



ng) 1 po krétkim rachunku tez v

(1
1

1
0
v =10
1
0
-1 1 -1 1 1)1} fo
1 0 1 -1 —1|lo] Jo
vVW=m-1v?=]0 0 0 1 o0]lo]=]1
o0 0 o oll1l [o
-1 1 -1 2 1J{o] |1

Podsumowujac mamy baze Jordana 1 posta¢ Jordana naszej macierzy

11000
01 00O
J=]10 0 1 1 0
00011
0 0001
(0) (1) (1) (-1) (1)]
of (0] |O 1 0
1 @ D L@ B)
B={V1,V1,V2,V2,V2}=<1,0,0,0,0>
of {rj(oyfoftjo
1) (o) (1) {-1) 10
Mozemy tez zapisaé nasza macierz M jako S~'J S
0 1 -1 1 1 011 -1 1)1 1 0 0 O)jO O 1 O O
I 1 1 -1 -1 000 1 Offjo 100 OO O O 1 O
0 061 1 Of=|10O0 O Offjc 01 1 00 1 -1 0 1
0 0 0 1 0O 01 0 O O}]JO O O 1 1(f0 1 0 O
-1 1 -1 2 2 1 o1 -10Jjo0 00O T1J)Ir 0o 1 -1 -1

Mozna sprawdzié, ze S~!J.S daje faktycznie nasza poczatkowa macierz M, wiec znalezliSmy poprawna
postac 1 baz¢ Jordana. Poniewaz mieliSmy duza dowolno$¢ w konstrukcji bazy, uzycie wzoru M =
S~1J S jest najpewniejszym sposobem upewnienia si¢ czy nie ma bledu



5 Czes¢ diagonalizowalna i nilpotentna macierzy, formy kwadra-
towe, diagonalizacja i sygnatura (algorytm Lagrange’a)

W ramach dopowiedzenia do ostatnich zaje¢ zastanOwmy si¢ nad tym, jak skutecznie szuka¢ wektorow,
ktore naleza do ker(M — A1), a nie naleza do ker(M — Al1)/~'. Zgadywanie jest jedna z metod, jesli
mamy bazy jader, to czasem widac, jaki wektor musimy wybrac przy konstrukcji bazy Jordana, ale mozna
zrobi¢ to w sposob algorytmiczny. Mozna wykorzystac fakt, ze jadra kolejnych potgg maja coraz wigkszy
wymiar (az do wysycenia, tzn. momentu, gdy wymiar jadra ker(M — A1) to krotnos$¢ pierwiastka A),
wigc dim(ker(M — Al)) > dim(ker(M — Al)~!). W naszych przyktadach objawiato si¢ to tym, ze
kolejne jadra byty rozpinane przez coraz wigksze zestawy wektorow. Oznacza to, zZe co najmniej jeden
z wektoréw rozpinajacych ker(M — A1) nie nalezy do ker(M — A1)’~!. Biorac za przyklad ostatnie
zadanie z poprzednich zajg¢é, mamy

o) (1] (o] (1
11 10] 0] |0
ker(M —1)> =ker (1 0 1 -1 —1)=<0 101, 1,0>
of fo] |0] |1
of (1) |1) (0
1] (o} {o] (o] (o
of [t |o] [of [0
ker(M—]1)3=|R5=<0,0,1,0,0>
of fol {o] [r] [o
of (o) |o) (o] |1

Wiemy, ze co najmniej jeden z pigciu wektoroOw drugiej podprzestrzeni nie nalezy do pierwszej. Kiedy
poszukujemy kandydata na V(23) wystarczy po kolei sprawdzié czy dany wektor nalezy do ker(M — 1)?
1 wybrac¢ pierwszy, ktory nie nalezy. Jak fatwo sprawdzi¢ czy dany wektor nalezy do jadra? Wystarczy
pomnozy¢ go przez wiersze i jesli ktéryS wynik da co$ niezerowego, to wiemy, Zze mamy wektor nien-
alezacy do jadra. Mozemy sprawdzi¢ pierwszy z nich, okazuje sig, ze

(1 01 -1 -1)[o]=1#0

SO oo -

zatem ten wektor nalezy do ker(M — 1)3, ale nie nalezy do ker(M — 1)?

Teraz oméwimy bardzo przydatng wtasno$¢ postaci Jordana, jesli rozdzielimy posta¢ Jordana na dwie
czgsci: diagonalng i ponad diagonalng mozemy zauwazy¢ dwie ciekawe wilasnosci. Oméwmy to na
przyktadzie jednej klatki

A 10 A 00 010
J=10 4 1|=|0 A4 0|+]|0 O I|=D+N
0 0 4 0 0 4 0 00

Pierwsza macierz D mnozy wektor przez stata, a macierz N to macierz ktora kasuje pierwszy wektor bazy
(Ne, = 0)1"przesuwa" pozostale (tzn. Ne; = e,_;). Nietrudno si¢ przekonac ze zachodzi DN = N D (w

1



takim wypadku méwi sie ze macierze komutuja), oraz N3 = 0. Dodatkowo D jest diagonalny i np. fatwo
policzy¢ exp tej macierzy. Taki rozktad nazywamy podzialem na cz¢$¢ diagonalizowalng i nilpotentna,
dla Scistosci mozna podaé definicj¢

Definicja 15. Macierz nazywamy nilpotentnq, jesli dla pewnego k € N zachodzi N* = 0, dodatkowo jesli
N1 =0 to k nazywamy stopniem nilpotentnosci (jest to najmniejsza potega dla ktérej mamy N* = 0)

Poniewaz klatki Jordana sa niezalezne (macierz w formie Jordana jest blokowo diagonalna), mozna dokonaé
takiego podziatu dla dowolnej postaci Jordana i mie¢ przydatne wtasnosci, ze DN = ND, N* =0i D
jest diagonalne. Dla postaci Jordana macierzy, ktére przeliczyliSmy tydzien temu taki rozktad wyglada
nastgpujaco

1 1 00y (-1 0 00y (0100
o -1t00| o =1 00| loooo -~ .

=10 o 2 1|Tlo o 20|*lo 00 1[TPtM
o o002 Lo o 02 loooo
11000y roooo) (01000
01000 lo1000] looooo

L,=lo o1 1 0l={o 01 0o0[+]0 001 0|l=D4+N,
0001 1| looo10] loooo1
00001 loooo 1] looooo

Korzystajac z macierzy zmiany bazy i postaci M = S~!D.S mozemy znalez¢ cze$é diagonalizowalna
(D = S7'DS) inilpotentna (N = S~ N.S) macierzy oryginalnych macierzy.

2 01 1 =5y (=11 1 O0\=1 1 0 0\(0 0 —1 1
0o 20 0| oo o 1]fo =100l o-1 2
110 1|71 0 =10llo o 2 1llo o o -1
0 -1 0 2 o0 -10llo 0o o02lo1 0o o
10 0 -3} (-1 1 1 -2
o020 ofllo o o0 o
=10 o =1 3|T|=1 =1 1 2|=Dit N
o000 2)] lo =10 o
01 -1 1 1Y (o1 =11 Mfi1000)foo 1 0 o
1 11 -1 -1l oo o 1 oflo1ooolloo o 1 o
001 1 ol=ltoo oolfloo1r1ollo1r =1 0o 1
o0oo0o 1 ol lo1 0o o ollooor1 1llo1 0 0
11 -1 o lio1 =tolloooo 1t o1 =1 =1
10000 (=11 =1 1 1
o1o000| |1 o1 =1 =1
_loo1o0o0|+|o 0o 0o 1 ol|=b+n,
ooo10l oo o o o
0000 1| =11 -1 2 1




Nietrudno si¢ przekonac ze faktycznie tak jak w powyzszym przyktadzie DN = N D, mamy nasz rozktad
na cz¢$¢ diagonalizowalna 1 nilpotentna. CzgSci nilpotentne zeruja si¢ przy potedze, ktdra jest rozmiarem
najwiekszej klatki Jordana danej macierzy, mamy
N =0
3 _
N;=0

Teraz omOwimy jak obliczy¢ funkcj¢ analityczng od takiej macierzy. Poniewaz mnozenie naszych dwoch
macierzy jest przemienne DN = N D, okazuje si¢ ze mozna stosowac pewne wzory, ktdre zachodza dla
liczb. Np. znany wzdr exp(x + y) = exp(x) exp(y) jest prawdziwy dla macierzy jesli mamy dwie macierze
komutujace (tzn. MM, = M,M,), tylko wtedy exp(M, + M,) = exp(M,) exp(M,), dla dwéch
dowolnych macierzy nie bedzie to prawda. Nas bedzie interesowat szereg Taylora, dla liczb mamy

(e o]

O R WALC

Jj=0
Okazuje si¢, ze mozna uzasadni¢ podobny wzor dla macierzy D 1 N (dzigki temu, ze DN = N D),

dodatkowo mozemy wykorzystaé fakt, ze N* = 0, ktéry pozwoli nam uzyskac skoriczona sume

00 . k—1

JD+N)= Y fODITE = 3 DT

J=0 J=0

Mozemy policzy¢ przyktadowo f(x) = exp(¢x) dla macierzy z poprzedniego tygodnia

-2 1 1 -5
O 2 0 O
explt| 1 1o = exp(tD,) + texp(tD;) N,
0O -1 0 2
(1=0e" te* te! el —2te”! — ¥
0 e?! 0 0
| —tet —te* (14t —e!—2te! + e
0 —te? 0 e
0O 1 -1 1 1
11 ~1 -1 P
exp|t| O 0 1 0 [|=exp(tD,) +texp(1D,)N, + Eexp(tDz)sz
0 O 1 0
-1 1 -1 2 2
e’ —te + %e’ te! —te' + %e’ te' — %e’ te’ — %e’
te! e te! —te' —te'
= 0 0 e’ te! 0
0 0 0 e 0

12 2 2 2
—te' + Ee’ te! —te' + Eet 2te’ — Ee’ e +te' — Eet



To koniczy nasza przygode z diagonalizacja macierzy, postacia Jordana i obliczaniem funkcji od opera-
toréw. Nastgpnym dzialem sg formy kwadratowe. Zacznijmy od wprowadzenia form dwuliniowych

Definicja 16. Formq dwuliniowq nazywamy

b: VXV ->R
takie, ze jest liniowe w pierwszym i drugim argumencie, tzn. dla o, p, € Riv,,w; € R (i = 1,2) mamy
b(a,v; + a,0,, W) = a;b(v,, W) + a,b(v,, W)

b(v, pyw, + p,w,) = p,b(v, w,) + p,b(v, w,)

Jeslie = {ey, e, ...e,} jest bazq to macierz B = [b(e;, e;)]; jc(12. ny Nazywamy macierzq formy dwulin-
iowej, mozna zapisaé forme dwuliniowq wzorem b(v, w) = v’ Bw.

Przyktad 17. W przestrzeni R® mamy przyktadowq forme dwuliniowq b(x,y) = x,y; + 4x,y, — X33,
gdzie x;,y; to wspotrzedne wektoréw x,y. Jej macierz jest postaci

0
0
-1

S =
S O O

Mozna sie przekonad, ze zachodzi wzor

b(ej,e;) b(e,ey) bley,e3)|(y 10 0)(»n
b(x,y) =x"By = (x1 X, x3) bley,e;) b(ey,e,) bley,en) ||y, |= (xl Xy x3) 40 0l|»

Definicja 18. Formq kwadratowq nazywamy odwzorowanie

O:V-R

v bg,,(v,0)
dla pewnej symetrycznej formy dwuliniowej b, ,, (v, w) (oznacza to ze by, (v, w) = by, (w, v), lubw jezyku
macierzy B, = BsTym ). Tzn. Q(v) = by, (v, v), forma kwadratowa powstaje przez wstawienie w oba ar-
gumenty tego samego wektora. Jesli e = {e,, e, ... e,} jest bazq to macierz Q = [b,,(e;,€))]; jci12.. 1
nazywamy macierzq formy kwadratowej, mozna zapisac¢ forme kwadratowq wzorem Q(v) = v'Quv. Z
formy kwadratowej mozna tez odtworzy¢ odpowiadajqcq symetryczng forme dwuliniowq traktujqc jej
macierz jako macierz formy dwuliniowej.

Kontynuujac poprzedni przyktad, chcemy znaleZé czgsci symetryczng i antysymetryczng macierzy B,

mamy B = B, + B,,,,, gdzie B], = B, B] = —B,,, Mozemy zapostulowac
1 a O 0 =6 O
B=}a 0 O|+|b 0 O
00 -1 0 0 O
- 7 - 7
B B

Mamy réwnania a + b = 4,a — b = 0, co daje nam a = b = 2. Mozna tez znalez¢ cz¢S¢ symetryczng i
B+BT _ B-BT

antysymetryczng uzywajac ogolnych wzoréw B, = > s Busym =

. Nietrudno si¢ przekonaé, ze



faktycznie ich suma daje B i transpozycja nie zmienia pierwszej, a na drugiej produkuje minus. Poniewaz
BaTsym = =B, U B, v = 0 dla dowolnego wektora, wktad do formy kwadratowej daje tylko czgs¢
symetryczna, a informacja o czg$¢ antysymetrycznej jest tracona. Forma kwadratowa, ktéra uzyskujemy

2 2
to x| + 4x;x; — X3

Teraz chcemy si¢ przyjrze¢ problemowi diagonalizacji formy kwadratowej. Mozna uzy¢ podejscia juz
znanego dla macierzy i diagonalizowaé macierz formy kwadratowej, ale istniejq tez prostsze metody ko-
rzystajace z wlasnosci form kwadratowych. Wazna uwaga jest taka, ze diagonalizacja form kwadratowych
jest czyms$ zupetnie innym niz diagonalizacja macierzy, co powinno sta¢ si¢ zaraz jasne, mamy tu zupetnie
inne wlasnosci i zadajemy inne pytania.

Najbardziej podstawowa metoda sprowadzenia formy kwadratowej do postaci diagonalnej jest metoda Lagrange’a,
opiera si¢ ona na tak zwanym dopetnieniu do kwadratu. Zobaczmy to na przyktadzie

O(x) = x% +4x,x, — x% =(x; + 2x2)2 — 4x§ — x%

Uzyskujemy w rezultacie wyrazenie zawierajace tylko kwadraty wspoétrzednych. Mowimy, ze

X, =x; +2x,
Xy =X,
X3 = X3
sa wspotrzednymi diagonalizujacymi forme kwadratowa, mamy Q(X) = X} — 4%; — X3. Moze si¢ po-
jawié pokusa, by powiedzie¢ ze mamy wartoSci wlasne 1, —4, —1, ale jesli bySmy wprowadzili X, = 2x,,
to nasza forma kwadratowa miataby posta¢ Q(X) = )"cf - Sc% - fc% wigc mielibySmy "wartoSci wlasne"
1,—1,—1. To spostrzezenie to gldéwna rdéznica pomig¢dzy diagonalizacja formy kwadratowej i macierzy,
wartoSci wiasne nie sa tu czyms "uniwersalnym", ale (dzigki temu ze pracujemy w liczbach rzeczywistych)
znaki tych wyrazéw sa niezalezne od bazy diagonalizujacej, to motywuje nast¢pujaca definicje.

Definicja 19. Jesli forma kwadratowa jest diagonalna w bazie, tzn. ma postac
p q
v =3e-3¢,
i=1 =1

gdzie &; to wspotrzedne wektora & to pare (p, q) nazywamy sygnaturq formy kwadratowej. Sygnatura
nie zalezy od bazy diagonalizujqcej, dodatkowo ich sume p + q nazywamy rzedem formy kwadratowej i
oznaczamy rk(Q) = p+q

W naszym przyktadzie sygnatura wynosi (1, 2), a rzad jest rowny 3.

Formy kwadratowe pojawiaja si¢ naturalnie przy badaniu pochodnej wielu zmiennych i zawieraja infor-
macje¢ o drugiej pochodnej. Dla funkcji jednej zmiennej znak drugiej pochodnej méwit nam czy mamy
minimum czy maksimum, dla funkcji wielu zmiennych rol¢ ta b¢dzie petni¢ sygnatura, ale to raczej temat
na Analizg IL.

Zad. 5.1
Znajdz sygnaturg i rzad nast¢pujacych form kwadratowych
a) X7 + 4x,x, + 3x; b) X7 4 4x,x, — 6x,x3 + 8x,x3 + 7x] + 8x] C) XX,



Rozw. 5.1

a) Wybieramy wspotrzedna x, 1 uzupetniamy kwadrat, pamigtajac o wzorze skréconego mnozenia (x; +
a)* = x? + 2x,a + > mamy

2 2 _ (2 2 2 2 _ 2_ 2
x| +4xx, +3x; = (xl +4x,x, + 4x2) —4x; +3x; = (X +2x))" — x5

Mamy zatem sygnaturg (1, 1) (jeden plus, jeden minus), oraz rzad rk(Q) = 2, wspo6trzedne diagonalizu-

jace to
& =x,+2x,
&H=x

b) Chcemy uzupetni¢ kwadrat dla zmiennej x,, mamy dwa cztony liniowe, ktére musimy "wciagnac"

xf +4x,x, — 6x,x5 + 8x,%x5 + 7x§ + 8x§ = (xf +2x,(2x, — 3x5) + 2x, — 3x3)2) — (2x, — 3x3)?
+8x,x5 + 7x§ + 8x§ = (x; +2x, — 3x3)* + 3x§ + 20x,x5 — x§ = (x; +2x, — 3x3)?
10, 1005 100, 10 o 103,

+3 (x% + 2)(2?x3 + 5 X5 3 % X% = (x; +2x, = 3x;)% + 3(x, + ?x3)2 3 3

Mamy zatem sygnaturg (2, 1) (dwa plusy, jeden minus), oraz rzad rk(Q) = 3, wsp6trzedne diagonalizujace
to

{51 =X, +2x, — 3x;3

10
6 = Xy + X363 = X3

¢) Co jesli nie ma wyrazu kwadratowego (xl.z), aby uzupetni¢ kwadrat? Musimy sobie stworzy¢ jakis,

AN

standardowym pomystem jest zmieni¢ zmienne (np. "pomieszac" pierwsza i druga)
X =y1+»
X =V =0

X1 %= + )0 =)=y -y,

Otrzymujemy wtedy

DostaliSmy od razu zdiagonalizowana form¢ kwadratowa, ogdlnie nie byloby tak prosto i trzeba by kon-
tynuowac procedurg wedtug przepisu z poprzednich podpunktéw. Mamy zatem sygnaturg (1, 1) (jeden
plus, jeden minus), oraz rzad rk(Q) = 2, wspdtrzedne diagonalizujace to

1

= 5(x1 + xz)
1

Vo = §(x1 - xz)



6 Diagonalizacja form kwadratowych, algorytm Lagrange’a i kry-
terium Sylvestera

Najpierw oméwmy zmian¢ bazy formy kwadratowej. Sa tu pewne analogie do zmiany bazy endomor-
fizmu (ktére pojawiaty si¢ co chwila przy diagonalizacji), ale sa tez istotne réznice. Przyjrzyjmy si¢
formie kwadratowe;]

O(D) = X7 +4x,x, + 3x5 = (x| + 2x,)* — X3

U=Xx€ +X,6,

A A ) . . . . ., X
é,, &, to elementy bazy, a x,, x, to wspoirzedne wektora w tej bazie. Mozemy tez napisaé [0]¢ = ( ‘>.

X
& =x,+2x,
& =X,
To dostaniemy diagonalng postac §f - 5; &,, &, to wspotrzedne wektora U w bazie diagonalizujacej (tzw.

wspotrzedne diagonalizujace). Jaka jest baza diagonalizujaca? Przyjrzyjmy si¢ nast¢pujacej rownosci,
jeshi f,, f, to baza diagonalizujaca, musi zachodzi¢

Jesli wprowadzimy podstawienie

U=x8 +x,8, =& f1+& 1,

Innymi stowy, mozemy zapisaé [0]/ = (? ) (znaczy to doktadnie tyle, ze w bazie f, pierwsza wspotrzedna
2

to &,, adruga &,, czyli U = &, f +& f2). Wiemy, jak transformuja si¢ wspotrzedne, mozemy wykorzystaé
t¢ wiedzg, by znalez¢ transformacje wektoréw bazy. Zapiszmy transformacj¢ wspotrz¢gdnych w postaci

macierzowej
SY (1 2) [x
&) \0 1) \x,

Mozemy zinterpretowaé t¢ réwnos¢ jako zmiang bazy
[0} = [id]! [D)°

Czyli powyzsza macierz jest macierza zmiany bazy [id ]g , mozemy ja odwrocié

-1
e e 12\ (1 =2
[ld]f - ([ld]e) - <O 1> - (0 1 >

Tutaj przypominamy sobie wiedz¢, ktorej nauczyliSmy si¢ przy okazji diagonalizacji, jesli mamy macierz
zmiany bazy zbazy f do e, to jej kolumny sa elementami bazy f zapisanymi w bazie e. Innymi stowy

flzél
fo=-2¢ +é,

Na koniec tego wstgpu omdwmy jeszcze jedna réznice migdzy formami kwadratowymi a endomorfiz-
mami. Podczas diagonalizacji stosowaliSmy wzér M = S~!'D.S, gdzie M byto macierza w bazie stan-
dardowej e, D macierza w bazie diagonalnej d, a .S = [id]j macierza zmiany bazy. Sprobujmy znalezé

1



analogi¢ tego wzoru dla form kwadratowych, mamy interpretacj¢ macierzowa, ktéra mozna zapisaé w
r6znych bazach

0@ = ([v])"[0L[v]*
@) = ([v")'[0],[v)

Podstawiajac do drugiego transformacj¢ wspotrz¢dnych 1 przyrownujac do pierwszego dostajemy
(1)1 [} = ([id)! [v]*)'[Q],[id]! [v]* = ([w])" ([id]))" Q] [id]! [v]* = ([v]*)"[Q], [v]*

Czyli dostajemy wzor na zmian¢ bazy macierzy formy kwadratowej (ktory dziata tez dla form dwulin-
iowych)

(Lid1)T (0], id]! = (0],

Widzimy, ze jest on podobny do wzoru dla endomorfizméw, z ta rznica, Zze mamy transpozycj¢ zamiast
odwrotnosci

Zad. 6.1

Zdiagonalizuj nastepujace formy kwadratowe, znajdZ baz¢ diagonalizujaca, sygnature 1 rzad
a) O(x) = X, X, + X,X5 + X3X4 + X4X;, x € R*

b) O(X) = det(X) + Tr(X?), X € R}

c) Q(v) = v(-1)v'(1),v € R,[-] (dodatkowe dla chetnych)

Rozw. 6.1

a) Chcemy zastosowac algorytm Lagrange’a "dopetniania do kwadratu", opierajacy si¢ na wzorze (x; +
a)? = xi2 + 2x,a + a*, pozwala on nam potaczy¢ wyraz kwadratowy xl.2 z liniowym. Nasza forma kwadra-
towa nie ma jednak zadnego wyrazu typu xl.z, musimy wig¢c wyprodukowaé sobie wyrazy kwadratowe
sprytna zmiang bazy, skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia 4x,x, = (x; + x,)? — (x; — x,)?

Xp=y1+»
<x2=Y1_J’2
X3=D)3
X4 = Yy

lub w druga strong

( 1

= 5(x1 + x,)
T

) Yo = E(xl - X,)

V3 = X3

V4 = Xy

"



Nasza forma kwadratowa w nowej bazie ma postac, ktéra pozwala na uzycie algorytmu Lagrange’a
O(x(») = y; = ¥ + () = ¥)y3 + ¥3yu + 40y + ¥2)

1 1 1
=0T+ 291505+ v+ 705 + ) — 705+ Ve = Y5 = Va¥s + V3Ys + VoV
1 1 1 1 1
= +505+ ) - 705+ =05+ 29505 =y + 705 = ) + 705 - V) + Vv,

= (J’1 + %(J’é + J’4))2 - (YQ + %()@ - Y4))2

Mamy sygnature (1,1) i rzad 2. Warto tu zwrécié uwage, ze dostaliSmy rzad 2, mimo ze mamy 4-wymiarowa
przestrzeri wektorowa, taka sytuacje¢ nazywamy degeneracja i moéwimy, ze forma kwadratowa jest zdegen-

erowana, po diagonalizacji mamy zera na diagonali. Wspoéirzedne diagonalizujace to
(

1 1

24 =y1+5(y3+y4)=5(x1+x2+x3+x4)
1 1

<22=y2+£(y3—y4)=E(XI—X2+X3—X4)

23 =Y3 = X3

24 = Vs =Xy

\

Zapiszmy to w formie macierzowe;j

oy (L1 r 1Yy,
Y I SO Y |
2l=12 "2 2 “2||7*
23 0O 0 1 0|]]x*s
24 0O 0 0 1 )\Xx

Powyzsza macierz to macierz zmiany bazy ze standardowej e do bazy diagonalizujacej f ([id]/). Kolumny
macierzy odwrotnej do niej ([id ]?) to baza diagonalizujaca

-1

1 1 1 1
. e __ . f —1 _ - - - - _ - -
[ld]f - ([ld]e) - (2) 02 % 02 - O 0 1 0
O 0 0 1 0 0 0 1
1 1 -1 0
1 -1 0 -1
fl = O f2 = 0 f3 = 1 f4 = 0
0 0 0 1

Odwrdcenie powyzszej macierzy moze zosta¢ zrobione metoda Gaussa - Jordana. Dozwolone ruchy to
dodawanie do siebie wierszy i mnozenie ich przez liczby, mamy wtedy [A|1] ~ [1|A™!]

S s o3frooo), o f1 o1 0|1 100
DD 1o1 00 [wemere |0 -1 0 —1|=1 100
001 000710 oo 1 0[0 010
00 0 10001 000 1]0 0011
oo, | 100 0[1 1 =1 0

wotwtw) 01 0 0[1 -1 0 -1
"loo10/0 0 1 0

00010 0 1



W tych bazach nasza forma kwadratowa ma ponizsze postacie 1 spetnia [Q], = ([id ]?)T[Q]e[id]j, (co
mozna sprawdzié, jesli ktos watpi)

1 1

1 0 00 ?5?5

0 -1 0 0 1010

00 00 Lol
2 2

Jesli kto§ watpi w te postacie macierzowe to mozna sprawdzié, ze daja poprawne formy kwadratowe
wedtug definicji

1 0 0 0)(z
0 -1 0 Offz
0 0 0 0J\z
1 1
0> 0 7 X,
1 1
> 0 2 0f]x,
(x1 Xy X3 x4) ol o ! X5 = XXy + XpX5 + X3X, + XX,
2 2
o 1 oJ\x
2 2

b) W przypadku gdy wzdér formy kwadratowej jest dany przez bardziej skomplikowang formutg jak w tym
podpunkcie, pierwszym krokiem jest zapisanie formy kwadratowej w bazie. Dla macierzy 2 X 2 mamy
baze standardowa e

(10 (01 (00 (00
“t=\o o “2=10 o “=\1 0 “4=\o0 1

Dowolna macierz mozna rozpisaé w tej bazie ze wspotrzednymi a, b, ¢, d

b
<? d> = ae, + be, + ce; +de,

Teraz przeanalizujmy oba cztony i rozpiszmy je uzywajac tych wspoétrzednych, wyznacznik jest dos¢

prosty
a b
det<<c d>>—ad—bc

Slad macierzy (oznaczany Tr(A)) to suma elementéw na diagonali, ma on kilka ciekawych wiasnosci, jak
np. to, ze jest cykliczny (Tr(AB) = Tr(BA)) i ze nie zalezy od bazy (Tr([F]Z) = Tr<[F]§>), co jest

prostym wnioskiem z pierwszego faktu.

2
a b _ a’>+bc ab+ bd ) ’
Tr<<c d) >_Tr<<ac+cd bc+d2>> =a +bc+bc+d

Mozemy zapisa¢ forme¢ kwadratowa we wspétrzednych

O(X)=ad — bc +a* +2bc +d*> = a* + ad + bc + d*



Jest to postaé, ktéra umozliwia proste zastosowanie algorytmu Lagrange’a

Q(X)=a2+ad+bc+d2=(a2+2ald+%d2)—%d2+bc+d2

2
1 3 »
= —d be + =d
(a+5d) +be+ 7
121 21 2 32
=(a+=d+~-(b — (- 2d
(a+5d7+ 70+ = 20—+

Gdzie na koniec zastosowaliSmy podobna sztuczk¢ co w poprzednim podpunkcie, by poradzi¢ sobie z
cztonem bc przy braku wyrazéw kwadratowych b? i ¢2. Nasze wspotrzedne diagonalizujace to

N

5=a+%d
<b=b+c

c=b—-c

d=d

7

Zapisujac to w formie macierzowej, mozemy odczyta¢ macierze zmiany bazy

a 10 0 % a
b 201 1 0}]lb
5; 01 -1 0]]c
d 00 0 1)\d
10 o L' 10 0 -1
01 1 0 0l 1 ¢
id]¢ = 'df_lz = 2 2
tdly =M@l =1g 1 1 o 01 -1 o0
00 0 1 00 0 1
1 0 0 _1
O l l 02
fl:() fzzi f3— _21 f4: 0
2 2
0 0 0 1

Odwrdcenie powyzszej macierzy moze zostaé¢ zrobione metoda Gaussa - Jordana. Dozwolone ruchy to
dodawanie do siebie wierszy i mnozenie ich przez liczby, mamy wtedy [A|1] ~ [1|A™!]

1 W > w;—wy /2 _1
10051000%*(%%:)/210001(1)(1) :
01 1 0[01 00 |[@w—w2]01000;3 5 0

—_—
01 -10[00T1°0 001002—50
00 O 1/{0 001 000T1l00 0 1

Baza f = {f|., f,, f3, f4} jest baza diagonalizujaca, w niej nasza forma kwadratowa ma ponizsza postac



1 (co mozna sprawdzic) spetnia jak poprzednio [Q],

10 0 0
oioo
Q=10 0 -1 0
00 o 3
4
1
10(1)5
[Q]_oozo
e‘o%oo
1001

2

= (id1)"10].[id]

¢) Wybieramy najpierw baze R,[-], bedzie to baza jednomianéw e, = 1, e, = t, e; = #*. Obliczmy forme
kwadratowa dla ogdlnego wielomianu, ze wspotrzednymi x,. Potem mozna od razu uzy¢ algorytmu
Lagrange’a by zdiagonalizowac ja najpierw dopetniajac kwadrat dla x5, a potem dla x

O(x; + x,t + x3t2)

() = x5 + x3)(xy +2x5) = X%, — x% +2X,X5 — Xy%3 + 2x§

= X%, — X5 + 2(x; + 2x3(%x1 - %xz) + (%x1 - %xz)z) - 2(%)(1 - %xz)2
= —%x% + %xlx2 - %x% +2(x; + %xl - %xz)2

= —%(x? - ZXI%)Cz + %x%) + %x% - %x% +2(x5 + %xl - %xz)2

= —%(x1 - %xz)2 +2(x5 + %xl - %xz)2

Sygnatura wynosi (1,1), rzad jest rowny 2, a wspotrzedne diagonalizujace dane sa wzorami

3
Y1 =X = 3%

Vo =X,

1
J’3—2

1

Wektory bazy uzyskujemy odwracajac powyzsza macierz zmiany bazy

1 -3/2 0 1 3/2 0
[id]?:([id]{)‘1= 0 1 Oof =0 1 O
L1741 |

2 2 2
1 3/2 0
fi= 01 =11 f3=10
- - 1

Macierze formy kwadratowej w obu bazach dane sa

o

[O].

—_

-1

2
nizej i spetniaja [Q], = ([id]‘})T[Q]e[id]j,
1

2
0
0

[01, =

S o O
N OO



Inna metoda znalezienia sygnatury jest tak zwane kryterium Sylvestera, polega ono na badaniu minoréw
macierzy formy kwadratowe;j.

Twierdzenie 20. (Kryterium Sylvestera)

Niech [Q], bedzie macierzq n X n formy kwadratowej, a D; wyznacznikami macierzy i X i powstatymi
z lewego gornego bloku macierzy [Q],, . kolumn i wierszy o indeksach nie wiekszych niz i. Jej wyz-
nacznik nazywamy minorem (czasem sama macierz jest nazywana minorem, ale bedziemy sie trzymac
nomenklatury z wyktadu) Jesli dla wszystkich i zachodzi D, # 0, to istnieje baza, w ktorej macierz formy

kwadratowej jest diagonalna i na diagonali ma liczby D, %, % ey DD” . Pozwala to na proste odczytanie
sygnatury. b "
Zad. 6.2

Znajdz sygnatur¢ formy kwadratowej stosujac kryterium Sylvestera
Ox) = x? +4x,x, + 3x§, x € R?

Rozw. 6.2

W tym zadaniu mozemy si¢ postuzy¢ pewna obserwacja. Jak wiemy forma kwadratowa moze zostaé
zdefiniowana przez symetryczng forme¢ dwuliniowa Q(v) = b, ,, (v, v). Innymi stowy majac forme dwulin-
iowa mozemy znaleZ¢ form¢ kwadratowa. Okazuje si¢ ze jest tez wzor w druga strong, tzn. mozna znalez¢é
symetryczng form¢ dwuliniowg jesli znamy odpowiadajaca jej form¢ kwadratowa. Ten wzor to

by (0. 10) = 2O+ 1) = Q(v) = Q(w))

Latwo to sprawdzié, podstawiajac do prawej strony Q(v) = b
gumentach oraz symetrycznosci (b, (v, w) = b

sym(Us V) 1 korzystajac z liniowosci w obu ar-

(w, v)), ze dostajemy réwnos¢ lewej i prawej strony

sym sym

1
E(bsym(v + w, v+ w) - by, (v,0) = by, (W, w))

1
= E(bsym(v, v) + b, (v, w) + by, (W, v) + by, (W, w) = by, (v,0) = b, (W, W))

- %(bsym(va LU) +b (LU, U)) =b (U’ LU)

sym sym

Mozna wykorzystywac ten wzor przy szukaniu macierzy formy kwadratowej zamiast zgadywania uzytego
w poprzednim zadaniu. Obliczmy elementy macierzowe (poniewaz macierz jest symetryczna wystarcza
nam elementy na i nad diagonala, element pod diagonala b ,,(e,, e;) = by, (e, e,))

byner.e) = %(Q(zel) ~20(e,) = %(4 —2)=1
byyn(er. €3) = %(Q(2ez) ~20(ey) = %(12 —6)=3
byymler. e3) = %(Q(el ey — 0le)) - Oley)) = %(8 1-3)=2

Macierz formy kwadratowej w bazie e jest rtOwna macierzy formy symetrycznej

[Q]e = [bSym]g — <bsym(e]7 e]) bsym(el,e2)> _ <; g)

bsym(eZ’ el) bsym(eZ’ 62)



By zastosowac kryterium Sylvestera potrzebujemy

nes((3))

2/ D

1 f—t

1
-1
| = —1, sygnaturajestréwna (1,1).

Istnieje wiec baza w ktorej elementy diagonalneto D, = 1,



7 Diagonalizacja form kwadratowych, kryterium Sylvestera, formy
kwadratowe z parametrem

Kryterium Sylvestera pozwala okresli¢ sygnatur¢ formy kwadratowej poprzez liczenie minoréw, np. jesli
macierz formy kwadratowej to
-1 2
[Q]e - < 2 5)

-1 2
2 5
diagonalna i na diagonali ma D, = —11 D,/D, = 9. Jej sygnatura to (1,1).

To jej minory sa réwne D, = —1, D, = det << > = —9, wigc istnieje baza, w ktorej forma jest

Aby skutecznie stosowac to kryterium warto nabra¢ intuicji tego jak macierz formy kwadratowej wiagze
si¢ z samg forma kwadratowa. Mozemy znalez¢ form¢ kwadratowa dla powyzszej macierzy korzystajac
z wzoru Q(x) = xT[Q],x.

-1 2
O(x) = (xl xz) < ) 5) <2> = —x7 +2 X 2x,X, + 5x]

Sledzac zwiazek elementéw macierzowych i wspétczynnikéw w formie kwadratowej tatwo sie przekonad,
ze wspolczynnik —1 przy xf pochodzi z elementu (1,1) macierzy, wspdtczynnik 5 przy x% pochodzi z
elementu (2,2) macierzy, a wspotczynnik przy x, x, to dwarazy element (1,2) (réwny elementowi (2,1), bo
macierz jest symetryczna). GdybySmy wzieli og6lng macierz 2X2 formy kwadratowej dostalibySmy

Ox) = (xl xz) <Z f) <x1> = ax% + 2 X bx,x, +cx§

X3

Powyzsze przyktady powinny uzasadni€ intuicj¢, ze jeSli mamy form¢ kwadratowa Q(x) rozpisang we
wspOtrzednych x|, x, ... x,, mozemy odczytal, ze: element macierzowy na pozycji (j,j) to wspdtczynnik
przy xf, a element macierzowy na pozycji (j,j’) dla j # j’ to polowa wspétczynnika przy x;x .

Zad.7.1

Znajdz sygnaturg¢ formy kwadratowej stosujac kryterium Sylvestera

a) Q(x) = —x7 + 2x,x, + 2x5 + 4x,Xx; + 5x3, x € R?

b) O(x) = —3le + 255 + 4x3 + 4x] 4 2x,x3 4+ 6x,x, ¢) O(x) = 4x,x, + 5x3, x € R?
d) Q(w) = [, w(ihw(—indt, w € R[]



Rozw. 7.1

a) Macierz formy kwadratowej w bazie standardowej e to

-1 10
[Ol,=|1 2 2
0 25
Jej minory to
-1 1
-1 10
Dy=det| 1 2 2|=-11
0 25
Istnieje wigc baza w ktdrej forma jest diagonalna i jej elementy diagonalne to D, = —1,D,/D, =
3,D;/D, = 11/3, sygnatura jest rowna (2,1)
b) Macierz formy kwadratowej w bazie standardowej e to
-3 010
0 2 03
0] = 1 040
0 304
Jej minory to
-3 0
= (3 0) =
-3 0 1
D;=det]| 0 2 0|=-26
1 0 4
-3010
0 2 03
D, = det 1 0 4 ol= 13
0 3 04
Istnieje wigc baza w ktdrej forma jest diagonalna i jej elementy diagonalne to D, = —3,D,/D, =

2,D;/D, =13/3,D,/D; = —1/2, sygnatura jest réwna (2,2)

¢) Macierz formy kwadratowej w bazie standardowej e to

0 2
0= (2 2)



Jej minory to

S

Pojawia si¢ tu problem, kryterium Sylvestera wymaga by wyznaczniki minor6w byly niezerowe, co nie
jest tu spetnione. Jest to powazne ograniczenie tej metody, ale okazuje si¢ ze czasem mozna poradzi¢
sobie sprytng zmiang bazy. Jesli zamienimy wektory bazy, tzn. wprowadzimy f| = e,, f, = e, (przez co
nowe wspotrzedne beda dane przez y, = x,, y, = x,), to macierz w nowej bazie bedzie miata postaé

(01, = G (2)>

I bedzie miata niezerowe minory D, = 5, D, = —4 1 wiemy, ze w pewne]j bazie diagonalizujacej elementy
diagonalne to D, = 5, D,/D, = —4/5, wigc sygnatura formy z zadania jest réowna (1,1). Ta sztuczka
udata si¢ tylko dlatego, ze rzad formy kwadratowej jest rowny wymiarowi przestrzeni wektorowej. Jesli by
tak nie byto, tzn. mielibySmy degeneracjg¢, po diagonalizacji bytyby zera na diagonali jak w a), c) zadania
6.1, to kryterium Sylvestera nie datloby nam zadnej informacji o sygnaturze formy kwadratowej. Druga
oczywista wada tej metody jest to, Ze nie mozna z niej "wyciagnac¢" informacji o bazie diagonalizujacej,
aby to zrobi€ trzeba uzy¢ algorytmu Lagrange’a dopetniania do kwadratu.

d) Musimy tu wykonac¢ dodatkowy krok, najpierw trzeba znalezZ¢ wzor na forme kwadratowa we wspoirzed
nych by méc odczytac jej macierz. Wybieramy baze R,[-] w postaci e = {1,1,#*}, tzw. bazg jednomi-
an6éw. Dowolny wielomian moze by¢ zapisany w tej bazie jako w(r) = x,1 + x,t + x;t°, gdzie x,, X,, X3
to wspotrzedne. Wykorzystamy tez wtasno$¢ w(—it) = w(it), ktéra pozwoli nam przepisaé wyraz pod
catka jako w(it)w(—it) = |w(it)|2. Podsumowujac, mamy

1 ) 1
O(x, 1 + x5t + x;3°) = /0 |x11 + X,it — x3t2| dt = /0 ((x; — x3t5)* + x%tz)dt = xf + %xi - 2x1x3% + x%%

Teraz mozemy zapisa¢ macierz formy kwadratowej w bazie jednomianéw e

10 -
[0l,=|0 5 ©
1 1
-5 0 3
Jej minory to
D1=
10 1
3
1 0 -1
Do=det|0 ! 0]=—4
3 LS 3X5%9
3 5

Istnieje wigc baza w ktérej forma jest diagonalna i jej elementy diagonalne to D, = 1, D,/ D, = %, D,/D, =

%, sygnatura jest rowna (3,0)



Zad. 7.2

W zaleznosci od wartosci 4 € R wyznacz sygnature formy kwadratowe]
0, 'R ]-R

1
w|—>/ ww(t + A)dt
-1

Rozw. 7.2

Plan na zadanie jest nastgpujacy, chcemy zastosowac kryterium Sylvestera, by przeanalizowaé sygnature
w zaleznoS$ci od wartosci A, najpierw musimy znalez¢ macierz formy kwadratowej. MoglibySmy postapié
jak w poprzednim zadaniu, wybraé bazg jednomianéw e = {1,1, 1} obliczyé Q(w) dla w(t) = x, + x,t +
x;1* i odczytaé macierz ze wzoru, ale sprobujmy innej metody. Macierz formy kwadratowej jest réwna
macierzy stowarzyszonej formy dwuliniowe;j

bsym(el’ el) bsym(el’ e2) bsym(el’ 63)
[Q]e = [bsym]z = bsym(eZ’ el) bsym(eZ’ eZ) bsym(eZ’ 63)
bsym(e3’ el) bsym(e3’ 62) bsym(e3’ 63)

Elementy macierzowe mozemy policzy¢ ze wzoru na form¢ dwuliniowa wyrazong przez stowarzyszong
forme¢ kwadratowg

bom(,3) = 5 (Qx +) = 0(9) — Q0)

Obliczmy najpierw elementy na diagonali, wykorzystamy obserwacjg, ze catka z funkcji nieparzystej po

odcinku [—1, 1] daje zero. Innymi stowy, dla k nieparzystych, f_ll tkdt = kljt"“ = 0
1 1 1 1
byym(eren) = 3 (0Q2e)) —20(e))) = 3 </ 2 % 2dt — 2/ 1x 1a’t>
-1 -1
1
:/ 1dt =2
-1
1 1 1 1
byym(es €2) = 5 (0(2¢,) —20(e,)) = 3 ( / 2 X 2(t + A)dt —2 / 1 (1 + /1)dt>
—1 -1
1 1 o)
=/ t><(t+/1)dt=/ tdt ==
-1 -1 3
1 1 1 1
byym(esse3) = 3 (0(2e3) —20(ey)) = 5 (/ 212 X 2(t + A)dt — 2/ X (t+ /1)2dt>
-1 -1

1 ! 2 2
=/ t2><(t+/l)2dt:/ P Rdt =2+ 22
-1 1 5 3

Teraz policzymy elementy pozadiagonalne, poniewaz macierz jest symetryczna musimy znaleZ¢ tylko 3
nad diagonala, elementy pod diagonala b¢da z symetrii takie same. Wykorzystamy tez, to ze policzyliSmy



juz QO(e;, e;) wyzej, oraz to ze catka z t* dla nieparzystej potegi daje zero

bym(er.e;) = = (e, +ey) — O(e)) — Oley)) = (/ (1+t)(1+t+/1)dt—2—§>
(1+t+/1+t+t2+t/1)dt—2—§> =%</ (1+/l+t2)dt—2—%>
bym(er.e3) = = (O(e; + e3) — O(e)) — Oley)) = (/ 1+ + @+ A)H)dt —2 - % - §,12>

/(1+2t + A2+ 4+ A )dt—2—§—§,12> =%+,12

bsym(e2’ 83) -
1

(/ (2 + 37 +¢ +t2/12)dt—3—3—3,12> =1

Mamy macierz formy kwadratowe;j

1( [ 2 2 2
(O(e, + €3) — O(ey) — Oley)) = > (/ t+2)(t+ A+ @+ D)Ddr — 3757 5/12>

I>—‘ NI>—‘ l\)l>—‘ NI*—‘ NIH NIH

2 4 242
[oL.=| 4+ 3 4
SHA A S4IR
Obliczamy jej minory
D, =2
D2=det<i §>_%—,12
2 4 4R
Dy=det| 4 : 4
S A 43R
=2 - e 2 = (454 -2 4 16)

Kryterium Sylvestera da nam sygnature jesli ustalimy znaki minoréw, ewidentnie bgda one zaleze¢ od
A, wigc przeanalizujmy znaki poszczeg6lnych minoréw. Do tego przydatne bedzie zauwazenie, ze D,
jest wielomianem drugiego stopnia w zmiennej A2, wiec szybkie zastosowanie wzoru na zera funkcji
kwadratowej daje nam

2

D
37135

2 4 4
4504 — 7242 +16) = = (/12 _ —) (/12 _ —)
( +16) =3 3 15



Mozemy teraz znalez¢ znaki minoréw

D/ =2>0
=0 jesliA?=3
D2=%—/12= >0 jesli A% < %
<0 jesli A> > ‘3‘

=0 jesliA*>= lub A=

>0 e1/12<—
D, =2 <,12—f)<,12——4>=< Jest
3 15 <0 jesli </l2

>0 jesli; <ﬂz

Daje nam to nastgpujace przypadki

Przypadek 1: 1> < —5
Mamy D, > 0, D2/D > 0, D,/ D, > 0, wigc sygnatura to (3,0)

Przypadek 2: 1— <i<i
Mamy D, > 0, D,/ D, > O D,/ D, < 0, wigc sygnatura to (2,1)

Przypadek 3: 5 < A?
Mamy D, > 0, D,/D, < 0, D;/D, < 0, wigc sygnatura to (1,2)

Przypadek 4: % =A%

Kryterium Sylvestera zawodzi, nalezy skorzystac z algorytmu Lagrange’a i "na piechote" zdiagonalizowaé
forme¢ kwadratowa. Okazuje si¢ ze sygnatura to (1,1)

Przypadek 5: 1> = %
Kryterium Sylvestera zawodzi, nalezy skorzysta¢ z algorytmu Lagrange’ai "na piechote" zdiagonalizowaé
formg¢ kwadratowa. Okazuje si¢ ze sygnatura to (2,0)



8 Rownowaznos¢ form kwadratowych

Zad. 8.1

Dane sg pary form kwadratowych Q : V — R, oraz Q,, : V,, = R. Zdiagonalizuj je i podaj sygnature,
znajdz (jesli istnieje) operator liniowy F : V — V|, takize V ., : O(v) = Q,(Fv)
a)V =R% O(x) =5x7 +4x,x, + 8x3  V, =R?, Qy(x) = 2x7 — 2x,X, + 5x3
b) V =R3 0(x) = x;x, = X,%3 + x3x; Vo =R, Q(x) = x] + 4x,x;
1
OV =R3, 0(X) =det(X) ¥V, =R;[], Qy(v) = [ v(r)*dt

)V =R} 0(X) =det(X) Vo =R}, Qy(X) = TT<XT G §> X)

OV =R,0x)=x1-x; V;=R0x)=x}+x5—x]

Rozw. 8.1

a) Sygnatur¢ mozemy tatwo znalez¢ algorytmem Lagrange’a, dostaniemy w ten sposdb informacje przy-
datne do znalezienia operatora F, w obu przypadkach bedzie wygodniej dopetni¢ do kwadratu czton x,
(dla drugiej formy kwadratowe] zmienimy oznaczenie na y, by si¢ odrozniata bardziej od pierwszej w
dalszych rachunkach)

O(x) = 5x7 + 4x,x, + 8x] = %x% + 2(%x1 +2x,)*

1 9
0y(1) =271 =231y, + 553 = 20 = 50" + 303

Sygnatura obu form to (2,0), poniewaz obie formy maja taka sama sygnatur¢ operator F istnieje, mozemy
wykorzysta¢ wynik algorytmu Lagrange’a do podania postaci F. Nasz warunek Q(x) = Q,(»)zy = Fx
na pewno begdzie spetniony jesli zajdzie

I i
X1 t2x, =y =)
X =)

OtrzymaliSmy to narzucajac warunek, ze pierwszy wyraz Q(x) bedzie réwny drugiemu Q,(y), a drugi
wyraz Q(x) bedzie rowny pierwszemu wyrazowi Q,(y). Rozwiazujac uktad rownan dostajemy y wyrazone

przez x
¥y, =Xx;+2x,
Yo =X

Czyli nasz poszukiwany operator liniowy wyrazony jest przez macierz

(-5

OczywiScie wybor byt arbitralny 1 mogliSmy dokona¢ wielu innych, np. dajac inne znaki lub przyréwnujac
cztony w "na drugi sposob”, tzn

1 3 5 2
X1 +2x, =3y N o=Ix+3x
{% 2 ——3 3 i

_ 1 _1
2%1 =V1— 30 Yo =3x+3%



Zatem moglibySmy dac tez inng odpowiedz, ze operator liniowy spetniajacy Q(x) = Q,(F(x)) to

X 202\ [x
() - (i ) ()
2 3 3 2
b) Zaczynamy od algorytmu Lagrange’a dopelnienia do kwadratu, dla pierwszej formy kwadratowej
trzeba zastosowaé standardowa sztuczke zmiany zmiennych, by otrzymacé wyraz kwadratowy

X, =1+
O(X) = X)Xy = Xy X3+ X3X| =X, =1 — b, 0 = 12 — 15+ 21,1,
X; =1,
X+ %\’ X, —X 2
=tf—(t2—t3)2+t§=< 12 2) —( 12 2—x3) +x2

O =y +4y, 3=y + (0 + ) — (1, — »3)°

Obie formy maja sygnature (2,1), wigc F istnieje i aby podaé jego posta¢ mozemy zazadac by wyrazy z
tymi samymi znakami zgadzaty si¢

X|+x, _ _ Xitx
2 = =73
_ — 17X
X3 =0ty = \»" n
X1—Xp _ _ X17Xo
5 TX =N Vi =X3T 5

Co daje nam

1 1
X1 2 2, 0 X1
11
X 1 \x
3 i 3

¢) Form¢ Q(X) diagonalizujemy standardowo, rozpisujemy forme dla ogdlnej macierzy

o( <2 Z)) = XXy — XpX5 = %(x1 +x,)% — i(x1 —x,)* - %(x2 +x3)* + i(x2 —x;)°
Sygnatura tej formy to (2,2). Sygnatura drugiej formy nie jest potrzebna do ustalenia istnienia F, za-
uwazmy, ze forma jest zdefiniowana przez z catk¢ z kwadratu, wyraz pod catka jest nieujemny, wigc
mamy Q,(v) > 0, mozemy by¢ pewni zatem, ze sygnatura tej formy (p,q) spetnia g = 0, czyli jest postaci
(p,0). Mozemy z tego wywnioskowac, ze taki F nie istnieje, gdyby istniat to Q(x) = Q,(F(x)), ale
sygnatura Q to (2,2), istnieje X, taki ze Q(x) < 0, ale jednocze$nie Q,(F(x)) > 0, mamy sprzecznos¢.
Jesli kto$ nie wierzy w powyzszy argument, to mozna uczciwie zdiagonalizowaé forme¢ Q,(v), wybier-
ajac baze jednomianéw {1,¢,12, 3} i zapisujac w tej bazie wielomian v, by znalez¢ postaé formy Q, we
wspotrzednych

1
Q,(v) = / (x; + X, + X387 + x,)dt = ...
0

—(x LIV +1x>2+i<x +x +ix>2+L<x +§x)2+ L
ST T ) T\ T 0™ T 1so NP T 27t T 28007




Sygnatura to (4,0) i teraz ewidentnie widac¢, Zze nie mozemy znaleZ¢é F, ktére powigzatoby ta forme z O(x),
ktoére ma sygnaturg (2,2)

d) Forme¢ Q(X) diagonalizujemy jak w poprzednim podpunkcie, dowolna macierz moze by¢ zapisana we

. _[*1 X2
wspotrzegdnych X = X X,

X, X 1 1 1 1
o( (x; xi)) = XXy T XXy = Z(X1 +x,)° — Z(xl —x,)" = Z(xz +x3)° + Z(Xz — x3)°

Sygnatura tej formy to (2,2). W tej samej bazie mozemy rozpisa¢ form¢ Q,(X), uzyjemy y jako oz-
i ¥ i
V3 s

s L 2V (v »n ooy Vi+2y; oy +2y, >>
Y)=Tr =Tr
QoY) <<Y2 y4> (2 3) <y3 y4>> ((yz y4> <2y1 +3y; 2y, + 3y,

=y +4y 30+ 1 H Ay 43y = 0+ 20 — v+ (0 + 23 —

naczenia wspoOtrzednych by odroznic€ je od tych w Q(X), mamy Y =

Sygnatura to (2,2), mozemy wiec znalezé F. Zeby mie¢ Y = F(X) wystarczy zazadaé nastepujacych
réwnosci (tak, by wyrazy z tymi samymi znakami si¢ zgadzaty), wtedy ewidentnie Q(X) = Q(Y) i
zwiazek miedzy wspotrzgdnymi jest liniowy

. r

X1+Xx4 _ _ —xy+3xy
> =N + 2)’3 n o=—
Xp—X3 _ —xp—3x3
- =nht 2y, Y, =—5—
3.2 = 1 _
XXy _ y y — XX
Lo .
XaTX3 — _ XoTX3
[ 2 Y4 ky4 2

Nasz F jest zatem dany wzorem
—x14+3x4  —xp—3x;
F- <x1 xz) .->< N >
¥s Y = 2
e) Dotychczas rozwazaliSmy przypadki, w ktérych rk(Q) = rk(Q,), co jesli tak nie jest? W tym pod-

punkcie mamy sygnatur¢ Q(x) réwng (1,1) 1 sygnature Q,(x) réwna (2,1). Nie sa one sobie rdwne, ale
mozna zgadnaé F, z definicji bedzie to odwzorowanie z R? do R?

N1
F((?)) =[»
2 Y3

Chcemy, by zachodzito
2_ 2 _ 2. .2 _ 2
X=X =Vt

Mozemy przyktadowo zazadac, by x;, = y,, x, = y3,a y, = 0, wtedy

1 0 X,

F( h=lo of(*)=|o
X2 0 1)\ x
2



SprawdZmy, czy to dziata
X ) 2
Q(<X;>) =X X,

X1
QO(F(<2>)) =0, 0p=x2+0" -

X2
Faktycznie, taki F' spelnia wymagana rownosc.

Ogdlny schemat postgpowania dla takich zadari powinien by¢ juz jasny, jesli sygnatury sa rowne mozemy
by¢ pewni, ze F istnieje, a algorytm Lagrange’a pozwala nam znaleZ¢ przyktad (podpunkty a), b), d) ).
Jesli sygnatury si¢ réznia, ale rzedy sa takie same to F nie moze istnie¢ (podpunkt c) ). Jesli rzedy sa
rozne, F moze istnie¢ nawet dla r6znych sygnatur (podpunkt e) ), nietrudno si¢ przekonaé, ze moze istnie¢
tylko jesli p < p, 1 q < q,, gdzie (p,q) to sygnatura Q(x), a (p,, q,) to sygnatura Q,(x).

Zad. 8.2

W zaleznoSci od wartosci parametrow a,, a,, a; € R znajdz sygnature formy

R* 2 x = Q(x) = a;x,X3 + ayx, X3 + a3x, X,

Rozw. 8.2

Pomyst na to zadanie jest nast¢pujacy: postaé¢ formy kwadratowej zalezy od tego czy nasze parametry sa
roOwne zero czy nie, przeanalizujemy oddzielnie przypadki gdy wszystkie, dwa, jeden lub zero z nich jest
rowne zero. Uzyjemy do tego algorytmu Lagrange’a, kryterium Sylvestera tu zawodzi, bo macierz tej
formy kwadratowej na diagonali ma same 0 1 pierwszy minor jest przez to zerowy, co nie pozwala uzy¢
kryterium.

Przypadek 1: a, = 0,4, =0,a;, =0
Mamy Q(x) = 01 sygnaturg rowng (0,0)

Przypadek 2: a, # 0, a, =0, a; = 0 (przypadki z g, 1 a; - jedynymi niezerowymi sa analogiczne 1 maja
te same wyniki)
Mamy Q(x) = a,x,x;, mozemy uzy¢ wzoru skroconego mnozenia i otrzymac

O(x) = a;xx;3 = a, (i(xz +x3)° — i(xz - x3)2>

Jesli a, jest dodatnie mamy + 1 —, jesli @, jest uyjemne mamy — 1 +, wigc niezaleznie od znaku sygnatura
to (1,1)

Przypadek 3: a, # 0, a, # 0, a; = 0 (przypadki z a, i a, - jedynym zerowym sa analogiczne i maja te
same wyniki)

Mamy O(x) = a,x,x; + a,x,x5, mozna fatwo pozbyc¢ si¢ zaleznosci od parametrow, poniewaz sg nieze-
rowe mozemy wprowadzi¢ nowe wspoirzgdne

Y1 = aXx,y
Vo = 41X,
Y3 = X3



Wtedy

=1
V3 =11
1w 1o 1o, 1o 1 [

I otrzymujemy sygnaturg (1,1) niezaleznie od znakéw parametrow

Przypadek 4: a, #0,a, #0,a; #0

ChcielibySmy znowu zmieni¢ zmienne, by upros$ci¢ problem, niestety nie jest mozliwe "wchionigcie"
parametréw do zmiennych 1 otrzymanie formy kwadratowej niezaleznej od a,, a,, a;. Mozemy jednak
wyciagnad je przed nawias, jesli podstawimy

Y =x/a
Yo =X,/a,
V3 =X3/a,
Otrzymamy
n=rg
a1X,X3 + Q)X X3 + a3X Xy = a14,a3(N Y3 + VY3 + Vi) =3 =h +1;
V3 =10 =13

2 2 2

Sygnatura zatem zalezy od znaku a,a,a,, jeSli a;a,a; > 0 sygnatura wynosi (1,2), a jesli a,a,a; < 0 to
sygnatura jest rowna (2,1)



9 Iloczyn skalarny, wektory ortogonalne/ortonormalne, dopelnie-
nie ortogonalne

Definicja 21. Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq. lloczynem skalarnymw V nazywamy odwzorowanie

¢ClY: VXV ->K
v, w — (v|w)
(u nas K bedzie rowne C lub R) takie, ze

1) (v|w) jest liniowe w drugim argumencie, tzn (v|Aw + A'w') = A (v|w) + ' (v|w’)
2) (v|w) jest antyliniowe w pierwszym argumencie, tzn (Av + A'v'|w) = A (v|w) + A (V' |w)

3) (v|w) = (w|v) (iloczyn skalarny jest hermitowski)
4) Yy 5pm0 (VlU) >0

Przyktad 22.

o V = R", mamy iloczyn skalarny zwany standardowym iloczynem skalarnym na R"

(x|y) =x1y1 + X0, + ... x,),

o V = C", mamy iloczyn skalarny zwany standardowym iloczynem skalarnym na C"

(x|y) =Xy, + X0, + ... Xy,

o V =R,[-], mamy iloczyn skalarny

(v|w) = v(O)w0) + v(w(1) + v(2)w(2)

o V = C([-1,1)) (ciqgte funkcje na odcinku [-1,1]), mamy iloczyn skalarny (pojawiajqcy sie tez
w mechanice kwantowej, jest on tam standardowym iloczynem skalarnym na przestrzeni funkcji
catkowalnych w kwadracie)

1_
(flg)=/ f(x)g(x)dx
-1

Zad. 9.1
Dana jest macierz
2 -1 1
-1 2 -1
I -1 2

Definiujemy odwzorowanie {-|-), : R® X R* - R dane przez

(xIy) 4 = (x|Ay)

Udowodnij, ze {-|-), jest iloczynem skalarnym na R, jesli (-|-) to standardowy iloczyn skalarny. Co
mozemy powiedzie¢ o wektorach wlasnych macierzy A?

1



Rozw. 9.1

SprawdZzmy czy nasze odwzorowanie spetnia wtasnosci iloczynu skalarnego:

?
D (vjiw + AW’y , = A{v|lw) , + A {v|w'),
Oznaczenia LHS (Left Hand Side) - lewa strona rownania, RHS (Right Hand Side) - prawa strona réw-
nania. Uzyjemy tego, ze (v|w) jest iloczynem skalarnym, a co za tym idzie, jest liniowy w drugim
argumencie

LHS = (v|iw+ Aw') = (v|A(Aw + F'w')) = (v|AAw + ¥ Aw') = A (v|Aw) + X' (v|Aw') = RH S

?
2) (Av+ AV |w), = Av|lw), + A (V|w),

Podobnie jak w 1) uzywamy tego, ze (v|w) jest liniowy w pierwszym argumencie (pracujemy z liczbami
rzeczywistymi, wigc sprze¢zenie zespolone nie pojawia si¢)

LHS = (Av+ AV |w) , = (Av+ AV |Aw) = A (v|Aw) + A (V|Aw) = RHS

? —
3) (vlw) 4 = (wlv) 4
Zauwazmy, ze dla standardowego iloczynu skalarnego mamy

W
(vlw) = vjw, + vyw, + V3w = (v, v, vy)|w,|=v"w
Wws

W zwiazku z tym LHS = v" Aw, a RHS = w" Av. Zeby zobaczyé, ze te dwa wyrazenia sa rowne,
zastosujemy sztuczke, iloczyn skalarny daje nam liczbe, wigc jesli zadzialamy na LHS transpozycja to
nie zmieni si¢ ona (mozna tu mysle¢ o liczbie jak o macierzy 1 X 1). Stosujac wzor na transpozycje
iloczynu ((AB)T = BT A7) i fakt, ze nasza macierz jest symetryczna (AT = A) dostajemy

LHS =v"Aw = 0" Aw)' = w"ATv=w"Av=RHS

)Yy 5z (V)4 >0

Ponownie powotamy sie na wzér (v|v) , = v’ Av, rozpoznajemy w tym forme kwadratowa, ktorej macierza
jest A, mozemy wykorzysta¢ nasza wiedz¢ o sygnaturze formy kwadratowej by sprawdzi¢ dodatnio$¢
iloczynu skalarnego. Minory macierzy sa rowne

2 1
Dz—det<_1 2)-3

2 -1 1

I -1 2

Kryterium Sylvestera mowi nam, Ze istnieje baza diagonalizujaca t¢ forme¢ w ktorej na diagonali sa D; =
2>0,D,/D, =3/2>0,D;/D, =4/3 > 0. Sygnatura jest rtéwna zatem (3,0), a wigc forma kwadratowa
jest dodatnia i dla niezerowych wektoréw v mamy (v|v) > 0

W celach edukacyjnych przyjrzyjmy si¢ jeszcze wektorom wlasnym macierzy A, mozemy sobie przy-
pomnie¢ procedure ich znajdywania. Najpierw szukamy zer wielomianu charakterystycznego (wartosci
wlasnych), a potem badamy jadra A — Al

w,A)=det(A—= A1) =2 -2’ +2-32 - ==L +6A>-94+4=(UA~-1)>@ -2



Mamy wartoSci wlasne A=114=4

I -1 1 1) ( 1
ker(A—-1)=ker[-1 1 -—1|=ker (1 -1 1) =(1].|-1]
I -1 1 0)\-2
v =h
-2 -1 1 01 1 1
ker(A —41) =ker|-1 -2 -—1|=ker <1 0 _1> =({-1]
I -1 =2 1

Mozemy zaobserwowac tu ciekawa rzecz, mamy 3 wektory wiasne v, v,, v;, ktore tworzg baze 1 do-
datkowo maja wtasnosé <Ui‘l) j> = 0dlai # j, o takich wektorach méwimy, Ze sg ortogonalne (po

fizycznemu prostopadte, definicja nizej). Co wigcej poniewaz to wektory wtasne, mamy <U,.|Uj>A =
<U[‘AUJ~> = <vi‘ﬂj Uj> = 0, wigc sa to tez wektory ortogonalne dla iloczynu skalarnego (-|-) ,.
Teraz wprowadzimy sobie troche¢ definicji motywowanych przez poprzednie zadanie.

Definicja 23. Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq z iloczynem skalarnym, jesli (v|w) = 0, méwimy
Ze wektory v, w sq ortogonalne

Czwarta wlasno$¢ iloczynu skalarnego pozwala nam na nast¢pujaca definicje

Definicja 24. Normq wektora v € V nalezqcego do przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym nazy-

wamy wielkos¢ ||v]| = 1/(v|v) (jest to dobrze zdefiniowane, bo (v|v) > 0). Dodatkowo jesli norma
wektora jest rowna 1 (||v]| = 1), mowimy Ze wektor jest znormalizowany (alternatywnie nazywamy go
unormowanym, jednostkowym lub wersorem)

Definicja 25. Uktadem ortogonalnym nazywamy zestaw wektoréw {v,,v, ... v,} taki, ze dla i # j za-

chodzi <Ul-‘Uj> = 0. Jesli dodatkowo mamy (Ui|Ul-> = 1 (wektory sq znormalizowane), mowimy Ze jest

to uktad ortonormalny (mozemy wtedy napisac (vi‘u j> = 6, ,, gdzie 6, to delta Kroneckera, réwna 1

i,j’
jesli indeksy sq takie same i 0 jesli sq rozne). Jesli ten zestaw wektorow jest bazq przestrzeni wektorowej
(lub pewnej podprzestrzeni) to nazywamy go bazq ortogonalng (lub ortonormalng jesli wektory sq unor-

mowane) ten (pod)przestrzeni wektorowej

Definicja 26. Dopetnieniem ortogonalnym podprzestrzeni W C V nazywamy podprzestrzen Wt = {v €

VIV e (wlv) = 0}. Jest to podprzestrzen zawierajqca wszystkie wektory ortogonalne do podprzestrzeni
w

Zad. 9.2

Niech (e, e,, e5, e,, e5) bedzie baza ortonormalng przestrzeni wektorowej V, a W = (e; + e, + e; +
2e, + 3es, e, + e, + e; — e,) podprzestrzenia V. Znajdz dopelnienie ortogonalne W (tzn W), oraz bazy
ortonormalne W i W+



Rozw. 9.2

Mozemy wprowadzi¢ sobie zapis kolumnowy, by uprosci¢ zadanie

X3 | = Xx,e; + X8, + X35 + x4€4 + X5€5

Wiemy, ze nasza baza jest baza ortonormalng ((ei

e j> = 6, ;), wigc iloczyn skalarny w tym zapisie to
standardowy iloczyn skalarny

(x|y) = (x e, + x,e, + x5e5 + x40, + x5e5|y1e1 + V.05 + yies + yie, + Yses) = X1V, + XoVy + X3V + X0V + XsVs

Korzystajac z tego zapisu mozemy wyrazi¢ W jako

~—

0

2

Dopetnienie ortogonalne mozna znalez¢ przez rachunek z definicji. Jest to zbior wektoréw ortogonalnych
do wszystkich wektoréw z W, co jest rOwnowazne temu, ze sa ortogonalne do bazy W (z liniowoSci
iloczynu skalarnego). Czyli jesli x € W spetnione sa réwnania

wy—=w—w:
(x|w,y) =0 X;+x+x3—x,=0 X;+x+x3—x,=0

Xy =—X
R 4 5

Czyli dowolny element W+ ma postaé

X, -1 -1 -1
X, 1 0 0
x=|x3]=x,] O |+x35] 1 |+x5] O
Xy 0 0 !
Xs 0 0 1

Whioskujemy, ze W to podprzestrzen rozpigta na tych trzech wektorach, oznaczamy je w;, w,, ws do
dalszych obliczen

—1)1-1}1(-1

1 0 0
wt=(ol|l1|]lo]

0 01]]-1

0 0

=w; =w,; =Ws



w

Mozemy dokonac tez obserwacji, ze wektory w,, w,, ws;, w,, ws sa liniowo niezalezne i tworza baze V,
jest to przyktadowe potwierdzenie faktu, ze V =W @ W,

Mamy bazy W i W+, zastanéwmy si¢ jak mozemy znalez¢ bazy ortonormalne tych podprzestrzeni. Baza
W madwa elementy w,, w,, wigc baza ortogonalna tez bedzie ztozona z pewnych dwoch wektorow f, 1>,
na pierwszy z nich wybierzmy w, tzn f, = w,. Zeby znaleZ¢ f, poshuzymy sie nastepujacym obrazkiem
Wektor w, ma dwie sktadowe w) rownolegta do f; i w, prostopadta do f; (i réwnolegta do f,). Naszym
kandydatem na f, - wektor prostopadty do f, i nalezacy do podprzestrzeni W bedzie sktadowa w . Jak
znalez¢ tatwo w, ? Wykorzystamy do tego iloczyn skalarny, wiemy ze wektor w, mozna zapisaé¢ w bazie
f1» f> z pewnymi statymi

w, =af +pf,

Jesli obliczymy teraz iloczyn skalarny w, z f, i f, dostaniemy réwnania (pamigtaj, ze f,, f, sa ortogo-
nalne)

(filws) = alfil )+ BN = all Al
(frwa) = a (Sl £+ BLALL) = BIAN°
Czyli wspotczynniki rozktadu sa dane przez iloczyn skalarny
_ (f1]w,) (f2|w,)
- 2 1 + 7 J2
s

=LU” w;y

2

Mamy zatem nasz szukany wektor z W ortogonalny do f;

<f1|w2>

f
T
——

sktadowa w,
rownolegta do f;

Hh=w =w, -

Intuicja jest nastgpujaca, wzigliSmy pierwszy element bazy w,, nastgpnie by dosta¢ baz¢ ortogonalna
wycieliSmy sktadowa w, rownolegta do w, otrzymujac wektor prostopadty do w,. Rachunki na naszych



konkretnych wektorach daja

1A=l =12+ 12412422432 = 16
(filw)y =1+ 12+ 12425 (1) +3%0=1

1 1 5
1 1 5

(fi|w,) 1 3
fr=w, =w, - 1 ;flz 1 16 ! ~ 16 5
I/l ~1 2 -6
0 3 —1

Mozna sprawdzi¢, ze faktycznie ( f; | f>) = 0. Jest to baza ortogonalna W, bo otrzymaliSmy ja liniowa
i odwracalna transformacja poprzedniej bazy. Zeby dosta¢ baze ortonormalna { f Is f2 }musimy podzielié
wektory przez ich normy

1A = (Alf) =P+ 12+ 17422437 = 16

2 2
1Ll = (= (2) G+ 5+ 5+ o7 + -0 = () 112

16
1 5
1 5
2 1 1 A 1 1
fi=—1Ff =-|1 fo=—f,=——|5
Al 4, AT vz e
3 -1

Sytuacja z baza ortonormalng W+ jest analogiczna, najpierw szukamy bazy ortogonalnej, w tym celu na
pierwszy jej element g, wybieramy sobie wj;, na jej drugi element g, wybieramy sktadowa w, prostopadia
do w,

-1
1
g=w;=|0
0
0
-1 -1 -1
<g1|w4> 0 1 ! 1 -l
SH=W, =W, — 8 = 1 |—-=]0|==]|2
2 2
e | 0 0 0
—— |0 0 0
sktadowa w,

réwnolegta do g,

Nasza podprzestrzen jest trojwymiarowa, wigc potrzebujemy jeszcze trzeciego wektora bazy ortogonalnej
g3, ktory bedzie prostopadty do g, 1 g, jednoczesnie. Sztuczka jest podobna jak poprzednio, bierzemy wj

6



1 wycinamy z niego sktadowe rownoleglte do g, 1 g, tak, by zostat wektor prostopadty do nich, poniewaz
g, 1g, pochodza od w; i w, mozemy by¢ pewni ze nie dostaniemy wektora zerowego.

wektor prostopadty do g; i g,

N -1 -1 -1 -1
(g1|w5) (g2|w5) 0 1 ! 1/21 -1 1 -1
83 = W5 — > 81~ > 82 =] 0 |- 5 0|- mz 2 |= g -1
& - -1 0 0 -3
—— = |1 0 0 3
sktadowa w; sktadowa ws
réwnolegtado g;  réwnolegta do g,
Po znormalizowaniu tych wektoréw dostajemy baz¢ ortonormalng
-1 -1 -1
é—lg—l(l) g —1g—1_21 gA—lg—l_}
1= 1= = 2 = = 3= 3= -
leall™ 2] o le2l™ 6| o lesll™ /21| =3
0 0 3




10 Ortogonalizacja Grama-Schmidta, wielomiany Laguerre’a, odleglos¢
punktu od prostej

Na poczatek sformalizujmy algorytm, ktory pojawit si¢ na poprzednich zajg¢ciach. Nietrudno si¢ przekonad,
ze uogolnia si¢ on do uktadu n wektorow

Twierdzenie 27. Ortogonalizacja Grama-Schmidta Niech {e,,e,,...e,} bedzie bazq przestrzeni (pod-
przestrzeni) V, wtedy wektory f, f,, ... f, dane ponizszq rekurencjq sq bazq ortogonalng V

fi=e¢
fr=ey— <f1|‘32>f
1417
f3 —ey— (f1|e3> <f2|e3)

TS

1ek>

n

Mozemy zastosowac ten algorytm do znalezienia bazy ortogonalnej jak w zadaniu z poprzednich ¢wiczen,
aby jednak unikna¢ robienia zmudnych (cho¢ zapewne bardzo ksztatcacych) zadan, przyjrzymy si¢ bardziej
"fizycznym" problemom

Zad. 10.1

Znajdz bazg ortogonalng przestrzeni R,[-] z iloczynem skalarnym (v|w) = f0°° v(xX)w(x)e ™*dx

Rozw. 10.1

Algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta wymaga od nas liczenia iloczynéw skalarnych, warto wigc
policzy¢ najpierw nast¢pujaca catke
L= / x"e*dx
0

0 /°° o e O+nl,_ dlan#0
- nx —e* dx =
0 0 N —N—— ldlan=0

skorzystamy tu z catkowania przez czg¢sci




Majac wzor rekurencyjny nietrudno si¢ przekonad, ze I, = n! (chocby rozpisujac pierwsze kilka wyrazow:
I, =1,1,=1-2,1I,=1-2-3), uzbrojeni w t¢ wiedz¢ mozemy zaczaé procedur¢ ortogonalizacji bazy,
zaczynamy jak to zwykle od bazy standardowej e, = 1,e, = x,e; = x%, ¢, = x°

fi=e =1

I = [ erax=r,=1

(/i]ex) = /°° xletdx =1, =1
0
—Mfl =x—11=x—1
1711 :

2= €

151" = / (x—1edx=1,-2I,+ I, =1
0
<f1|e3> = / x?e¥dx = I,=2
0

(f2|e3) = /OO(X —Dx’e™dx=1,-1,=4
0
(files) B (f2]es)

2 1 2 2
171 15
=x2—%1—?(x—1)=x2—4x+2

fi=e5—

£ = / (x* —4x +2)yedx =1, - 81;+ 201, — 161, + 41, =4
0
(files) = / x’edx=1,=6
0
(fales) = / (x—Dx’e™dx=1,—1,=18
0

(fsles) = / (x* —dx + 2)xe™dx = I — 41, + 21, = 36
0

(f1|e4) _ (f2|e4> _ (f3|e4)

2 /1 272 2 /3
17+ 17211 17511
=x3—?1—$(x—1)—3;—6(x2—4x+2)=x3—9x2+18x—6
Wielomiany, ktore uzyskaliSmy to pierwsze 4 wielomiany Laguerre’a, pojawiaja si¢ one naturalnie w
mechanice kwantowej podczas rozwigzywania atomu wodoru (oczywiscie powyzsza procedur¢ mozna

ciagnad dalej i dostac kolejne wielomiany Laguerre’a, ale pierwsze cztery nam wystarcza na razie)

fa=e4—

W nazwie przedmiotu znajduje si¢ stowo "geometria" i nadszedt czas na spetnienie tej dlugo wyczeki-
wanej obietnicy. Rozpoczynamy temat szukania odlegtoS$ci migdzy punktami, prostymi i ptaszczyznami
od zadania rozgrzewkowego.



Zad. 10.2

Znajdz odlegltos¢ punktu x, = <§> od prostej L przechodzacej przez punkty <(3)> i <(1)>

Rozw. 10.2

Figure 1: Rysunek do zadania 10.2

ZastanOwmy si¢ nad tym jak opisywac proste, sposob pierwszy to przez punkty, jesli mamy dane dwa
punkty jak w tresci zadania to jednoznacznie nam to okres§la nasza prosta. Sposéb drugi to przez uktad réwnan,
w naszym wypadku prosta jest opisana rownaniem x + 3y = 3. Wreszcie sposob trzeci, ktéry bedzie na-
jbardziej przydatny w szukaniu odlegtosci punktu od prostej to opis parametryczny, dowolny punkt prostej

L mozna zapisac jako
x\ _(3-3y\ _ (3 -3
= ()=(57)- 6) » ()

N~—— =

Yo v

Innymi stowy, prosta L to podprzestrzen rozpigta przez wektor v, ktora zostala przesunigta o wektor y,.
Interpretacja tych wektordw jest nastepujaca: y, to dowolny wektor nalezacy do prostej, a v to wektor
dajacy nam kierunek proste;.

L =y,+(v)

Niech A = x, — y,, jest to pewien wektor taczacy punkt x, z prosta L. Fakt, ktory wykorzystamy jest taki,
ze najkrotszy wektor taczacy punkt x, z prosta L A | tworzy z nig kat prosty, czyli jest ortogonalny do v.
Wiemy, ze nasz wektor A jest sumg A, i wektora v z pewnym wspoétczynnikiem s € R

A=A +sv



Jesli obliczymy iloczyn skalarny (v]A) = s||v||* otrzymamy ten nieznany wspétczynnik i mozemy znalezé

sktadowa A |
_ (vld)y (-1 5 (-3\ _1/(1
A=a= =2 )l 1) =23

Powyzszy wzor to nic innego jak ortogonalizacja Grama-Schmidta uktadu wektoréw v i A, w ten sposob
znajdujemy sktadowa A prostopadia do v (czyli do prostej), jest to najkrotszy wektor faczacy prosta z
punktem i jego dlugos¢ to nasz wynik

1
d =] = 1vi0



11 Odleglosé¢ pomiedzy podprzestrzeniami afinicznymi przestrzeni
euklidesowej, macierz Grama

Bedziemy kontynuowaé material z poprzednich ¢wiczen, ale najpierw dwie definicje, by oswoi€ si¢ z

bardziej technicznym stownictwem

Definicja 28. Przestrzeniq euklidesowq wymiaru n bedziemy nazywaé R" ze standardowym iloczynem
skalarnym

Definicja 29. Podprzestrzeniq afiniczng przestrzeni wektorowej V- nazywamy zbior postaci

Xo+ W ={x,+vlve W}

gdzie x, nalezy do 'V, a W jest jej podprzestrzeniq wektorowq. Przyktadami podprzestrzeni afinicznych
sq punkty, proste, ptaszczyzny

Zad. 11.1

Wyznaczy¢ odlegtos¢ pomig¢dzy danymi podprzestrzeniami afinicznymi przestrzeni euklidesowej wymi-
aru n, dla
a) punktu y, 1 plaszczyzny II, gdzie

11
15 X1 +2x,4+3x3=1
Yo = —12 = {X € R4 x;inii?axz:S}
-4
b) prostej L i plaszczyzny I1, gdzie
1 —1 2 4
= {x e R 2);1;222;2?;02}

c) prostej L, 1 prostej L,, gdzie

L1={xER3‘xl+3x3=1,x2=O}
x+1 x,+1 x;-1

L = R3| = 2 =3

2 {xe =3 2 2

Rozw. 11.1

a) Najpierw przejdzmy do opisu parametrycznego plaszczyzny II, wyznaczmy x, 1 x,

F2, 43, =1 e 6 9 94 x,+6
X, +2x3+3x, =5 X, +2x3+3x, =5 X, =5—2x3—3x,



Kazdy element IT mozna zapisa¢ jako

x[7]o + X5 1 + Xy 0
Xy 0 0 1

-9 1 6
5 -211-3
0 0 1
=N =0 =0y

gdzie W to podprzestrzen rozpigta przez wektory v,, v,. O y, mozna myslec jako o rozwiazaniu szczegol-
nym réwnania niejednorodnego (RSRN) tzn. uktadu réwnan z liczbami po prawej stronie, a o pod-
przestrzeni W jako o zbiorze rozwigzan og6lnych réwnania jednorodnego (RORJ) tzn. uktadu réwnan z
zerami po prawej stronie. Ogolnie rozwigzanie naszego uktadu réwnan, tak zwane rozwiazanie ogélne
rownania niejednorodnego to zbior y, plus element W, czasem mozna si¢ spotkac¢ z (symbolicznym)
zapisem RORN = RSRN + RORJ. Taka parametryzacja pozwoli na proste rachunki w dalszej czgSci
zadania, mozna probowac innych parametryzacji (np. wyznaczajac x, 1 x,, ale datoby to bardziej prob-
lematyczne rachunki w dalszej czgSci zadania). Dalsze postgpowanie jest analogiczne do problemu z
zeszlego tygodnia, definiujemy wektor faczacy punkt y, z ptaszczyzna I1, nazwijmy go

20

10
A=r=-n=|_p

—4

Wiemy, ze ma on sktadowa lezaca w plaszczyznie (nalezaca do podprzestrzeni W tzn. bedaca kombinacja
liniowa v, 1 v,), oraz sktadowa prostopadta do ptaszczyzny A |, ktéra jest najkrotszym wektorem taczacym
punkt y, z ptaszczyzna, mamy

A=A +s50,+ 5,0,

dla pewnych s,,5, € R. Aby znalez¢ A, postuzymy si¢ schematem rozumowania z ortogonalizacji
Grama-Schmidta, najpierw zortogonalizujmy uktad {v,, v,}.

1
I )
e, =v, = 1
0
<91|Uz>:12
le|I* =6
6 1 4
_, flefu) =3 12f-2f_f1
2T 217 lol el 1] |2
TR S Y A



{e,, e, } to baza ortogonalna podprzestrzeni W. Mozemy teraz znalez¢ sktfadowa A prostopadta do pod-
przestrzeni W

20 1 4 2
_a tald) o fels) 10| —12f-2) w01 |_f1
L= ”61”2 ! ||e2||2 27 1-12 6 1 2 1-2]110
-4 0 1 -9

Odlegto$¢ y, od ptaszczyzny IT wynosi zatem ||A || = v/22 + 12 + 02 + (-9)2 = \/86

b) Ten podpunkt mozna zrobi¢ korzystajac z dowolnej z metod juz poznanych, najpierw przechodzimy do
opisu parametrycznego, dla prostej mozemy zgadna¢ rozwigzanie szczegélne rdwnania niejednorodnego
(RSRN) 1 znalez¢ tatwo rozwigzanie ogélne rownania jednorodnego (RORJ)

X -1 x,—1 x3—1 x,+43 {xl:l,xzzl,x3:1,x4:—3(RSRN)
= = frd —_

1 -1 2 4 1 =2 =253=23(ROR))
1 -1 2 4
X, 1 1
x| _ 1 ta -1
X5 1 2
Xy -3 4
1 1
1 -1
L=+,
-3 4
=N =0

0
Podobnie mozemy znalez¢ opis parametryczny plaszczyzny, rozwigzaniem szczegOlnym jest g . RORJ
0

znajdziemy wyznaczajac x,, X, z jednorodnego uktadu réwnan (z zerami po prawej stronie)
W —=w;—w,
X +2x,—x,=0 Wy 10, X, —x3—=3x,=0 X, =x3+3x,
_— - |
2%, +x3+2x, =0 2%, +x3+2x, =0 Xy = =3X3 =X,

Kazdy element IT mozna zapisa¢ jako

X, 0 2 3
x| ]2 212 ‘410
Xy 0 0 1
N~—— ~ -
RSRN RORJ
Plaszczyzna I1 ma zatem opis parametryczny
0 2 3
0 -11]-1
I1= ) + > I o Y=»n+W
0 0 1
=0 =0 =03



Wiemy, ze zachodzi

MoglibySmy znowu zortogonalizowa¢ uktad wektorow {v,, v,,v;} 1 znalez¢ A jak ostatnio, ale fatwo
si¢ przekonad, ze rachunkowo nie jest to takie proste. Postuzymy si¢ tu trickiem, W = (v,, v,, v5) jest
podprzestrzenia wymiaru 3, wigc jej dopelnienie ortogonalne ma wymiar dim(V) — dim(W) = 4 —
3 = 1, czyli jest rozpigte przez pewien wektor n (innymi stowy kazdy wektor ortogonalny do W jest
proporcjonalny do n). Z drugiej strony wiemy, ze A jest ortogonalne do prostej 1 ptaszczyzny, jest wigc
elementem Wt imamy A, = an. Mozemy tatwo znalez¢ n, jest on ortogonalny do v,, v,, v5, wiec spelnia
ponizszy uktad rownan, ktory mozemy przepisa¢ w jezyku jadra macierzy

(v,|n) =0 In, —1ny +2n;+4n, =0 1 -1 2 4
(vyln) =0 —=32n,—1n,+2n;+0n, =0 —ne€ker|2 -1 2 0
1 -1 2 4 -1 0 0 4 -1 0 0 4
ker|2 -1 2 O}J=ker|{ 2 -1 2 O]l=ker] 0 -1 2 8
3 -1 01 3 -1 01 0 -1 0 13
-1 0 0 4 286
=ker] 0 0 2 -5]> s |=n
0 -1 0 13 N

Wybieramy dowolny element jadra jako n (mamy tu swobod¢ wspoétczynnika przed wektorem, np. 7n
bytby rownie dobrym wyborem), mozemy teraz powiazaé¢ wektor n 1 A, korzystajac z tego, ze n jest
ortogonalne do v, v,1v5,a A, =an

(nlA) = (n|A L)+ s(n|v;) + Sz("l'éz) + S3<”_|’é3> = af|n|?

2 — —
=a|n| =0 =

Podstawiajac dostajemy szukany wektor

A =an= n
2
l|n]]
Szukana odlegtosé to ||A || = % = %

c¢) Krok pierwszy to jak zawsze przejscie do opisu parametrycznego, dla pierwszej prostej mamy

-
x,=0 x,=0

X3 0 1
1 -3

L =|0]l+( 0]
0 1
=X =0



a dla drugiej mozemy zgadna¢ rozwigzanie szczeg6lne rownania niejednorodnego (RSRN) i rozwigzanie
og6lne rownania jednorodnego (RORJ)

x1+1_x2+1_x3—1_){x1——1 ,x, =—1,x; = 1 (RSRN)

3 2 2 2 =2 =2 (ROR))
X, -1 3
X5 1 2

=X, =

3
1 2
U
Wiemy, ze zachodzi

Zastosujemy tu kolejng sztuczke, nasz przypadek jest dos¢ szczegdlny, przestrzern wektorowa ma wymiar
3, anasza podprzestrzen rozpig¢tana v,, v, wymiar 2. A | nalezy jak poprzednio do dopetnienia ortogonal-
nego, ktore jest jednowymiarowa podprzestrzenia, wigc jesli znajdziemy dowolny wektor n prostopadty

do v, 1 v, bedziemy mieli jak w poprzednim podpunkcie A | ﬁ?'ﬁz)n Zamiast rozwigzywac uktad row-

nan 1 szuka¢ wektora prostopadtego do v,, v,, mozemy skorzysta¢ z iloczynu wektorowego, wiemy ze
v, X v, jest prostopadly do v, 1 v,, wigc jest to dobry kandydat na n

-3 0 1 -2
n=v,Xv,=det| 3 2 2|=]|9

e, e, e -6
_mld) 11

=1

Al = =

PoznaliSmy trzy sposoby na znalezienie odlegto$ci pomigdzy podprzestrzeniami afinicznymi, pierwszym
krokiem zawsze jest znalezienie opisu parametrycznego z ktoérego otrzymujemy A - dowolny wektor
faczacy podprzestrzenie afiniczne, oraz v,, v,, ... v, - wektory rozpinajace przestrzenie afiniczne. Kolejne
podpunkty prezentowaty r6zne podej$cia do znalezienia odlegtosci: a) ortogonalizacj¢ Grama-Schmidta
uktadu {v,, v,, ... v, A}, ktora w rezultacie daje {e,, ... e, A | } dzialajaca zawsze, ale mogaca by¢ rachunkowo
skomplikowana. W przypadku gdy dopetnienie ortogonalne (v, v,, ... v,) ma wymiar 1 (tzn. dimV —
k = 1) mozemy b) znalezé wektor n rozwiazujac uklad rownan lub w szczegblnym przypadku R? uzyé
iloczynu wektorowego 1 zdefiniowa¢ n = v, X v,. Daje to prosty wzor na A | <"'A>n ktéry wynika z

tego, ze dopetnienie ortogonalne ma wymiar 1, wigc ni A, sa proporcjonalne.

Okazuje sig¢, ze jest jeszcze jedna metoda, ktora jest do$¢ uniwersalna i rachunkowo nieskomplikowana,
potrzebujemy najpierw paru definicji 1 faktow

Definicja 30. Macierzq Grama uktadu wektoréw v, v,, ... v, nazywamy macierz G(v,, v,, ... U;), ktorej

v;)

elementy macierzowe sq rowne [G(vy, U,, ... Uk)];. = <Ul-




Twierdzenie 31. Objetos¢ (k wymiarowa) réwnolegtoboku rozpietego na wektorach vy, v,, ... v, tzn.
zbioru {A v, + Au, + ... + Akuk‘O < A; £ 1} jest rowna Vol(v,, v,,...0,) = \/det G(v, 0, ... Up).
Dodatkowo jest spetniona zaleznos¢ Vol(v,,v,, ... v,) = Vol(v,,v,, ... v,_)H, gdzie H jest dtugosciq
sktadowej v, prostopadltej do podprzestrzeni rozpietej na wektorach vy, v,, ... v,_,, jest to k-wymiarowy
analog wzoru "objetos¢ = pole powierzchni razy wysokos¢"

Macierz Grama pozwala na alternatywny schemat rozwiazania: pierwszy krok pozostaje ten sam, musimy
wyznaczy¢ Aiv,, v,, ... v, szukamy || A || - dtugosci sktadowej A, kt6ra jest prostopadta do podprzestrzeni
rozpigtej na v, v,, ... v;. Jest to doktadnie H z twierdzenia, mozna je wyrazic jako stosunek Vol(v,, v,, ... v, A)
(objetosci) do Vol(v,, vy, ... v,) (pola podstawy). Alternatywne rachunki podpunktéw powyzszego zada-

nia wygladaja nastepujaco:

a)
<U1|U1> <U1lvz> <U1|A> 6 12 -12
Vol(vy,v,, A) = | det|(v,|v)) (v,]vy) (vp|A)|= (|det] 12 46 86 |= V11352
N L) @A) aay) N (-12 s6 660
_ <Ul|Ul> <UI|U2> _ 6 12\ _
Vol(vl,vz)—\/det<<uz|ul> (Wslox) ) = det 12 46 = V132
Vol(v,,v,, A
_ ol(vy, v, )= 11352=\/%
Vol(v,,v,) 132
b)
(vy|o) (v|vy) (vy|vs) <U1|A> 22 7 8 -4
— (Va|vy) (0y|v) (va|v3) (Vy]A)] _ 9 7 =1|_ ./
Vol 5, 8) = det (vs|or) (s]vy) (os]os) (vs]A) | det 8 7 11 —1|" >
\ (Alo)y (Aloy)  (Alvs) (AlA) 14 -1 -1 12
(o) (vi|vy) (0)|vs) 227 8
Vol(v,,v,,05) = _ [det|(vy|v;) (05|0,) (Usa|U3)|= L|det]| 7 9 7 |=V769
\ (vs|vy) (v3|vy)  (vs)|v3) 8§ 7 11
:VOI(UI,UZ,US,A): 529 _ 23
9)
<U1|01> <U1|02> <U1|A> 10 -7 -7
Vol(vy, vy, A) = |det|(vy|v)) (0,]v,) (v,]|A)Y|= (|det|-7 17 6 [= V121
(o)) (Ale,) (AlA) 76 6

_ (vy|v1) (vr|va) _ 10 =7\ _
Vol(v,,v,) = \/det ((viivi) <U;|U§>> = \/det <_7 17) = V121

Vel sy o
Vol(v,,v,) 121




12 Sprzezenie hermitowskie, rzuty ortogonalne, notacja bra-ket

Na poczatek pewne przypomnienie, algebra z geometrig Il jest przedmiotem, w ktdrym zajmujemy si¢
skoficzenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi, ponizsze pojecia moga zosta¢ uog6lnione do
nieskoriczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych, ale jest to material na inny przedmiot. Niestety
mechanika kwantowa "dzieje si¢" w nieskoriczenie wymiarowych przestrzeniach wektorowych, wigc in-
tuicje ktérych tutaj nabierzemy moga zawodzié, cho¢ powinny by¢ wystarczajace dla wigkszosSci sytu-
acji.

Definicja 32. Niech V., W bedq przestrzeniami wektorowymi z iloczynem skalarnym (zwykle bedziemy
rogwazacV = W). Sprzezeniem hermitowskim operatora liniowego (macierzy) A € L(V , W) nazywamy

jedyny taki operator A" € L(W,V) (czytaj "a krzyz", lub po angielsku "a dagger”, jest tez czasem
oznaczany symbolem A* w tekstach matematycznych), dla ktorego zachodzi

Voev wew <ATW‘U>V = (w|Av)y,
gdzie (-|-)y, jest iloczynem skalarnym na przestrzeni wektorowej W, a (:|-),, iloczynem skalarnym na
przestrzeni wektorowej V.
Dziatajac na obie strony réwnosci z definicji sprz¢zeniem zespolonym i korzystajac z (x|y) = (y|x)

otrzymujemy rownos¢

Voev wew <U)ATW>V = (Av|w)y,

AN

Sprzezenie hermitowskie pozwala nam "przerzuci¢" operator na druga strong¢ iloczynu skalarnego, ta
operacja pojawia si¢ nagminnie w mechanice kwantowej i jest niemal tak powszechna jak dodawanie 1
mnozenie.

Fakt 33. Sprzezenie hermitowskie ma nastepujqce wtasnosci. Oznaczenia: V., W, W, - przestrzenie wek-
torowenad C, A,Be L(V,W),Ce L(W,W,), a,p €C

. (A'I‘)T =A

(a1) " = (a)'

(¢A + pB)" = aA" + BT
(cA)' = AfCt

Przyklad 34. Znajdimy sprzezenie hermitowskie operatora na C? (ze standardowym iloczynem skalarnym
i bazq e, e,) danego macierzq
1 i
A=
(5 1%)

Z definicji mamy, ze dla dowolnych wektoréw v, w € C? zachodzi { A'v|w) = (v|Aw), mozemy znalezé



z definicji AT analizujqc prawq strone réwnania i przeksztatcajqc ja do postaci {|w)
RHS = (v|Aw) = <U e, + 1)262‘<1w1 +iw,) e + (3w, + (1 + Hw,) e2>

=70, (1w, + iw,) + 0 (=3w, + (1 + Hw,)

= (17, = 30;) w, + (iv; + (1 + )0, w,
= < 10, = 30,)e; + (i0; + (1 + 0)0;) ey |wy e, + w2e2>
= (5lw) = LHS
. . 1 -3
= (1o, = 30v,) ey + (—iv, + (1 = )vy) e, = <—i | - i> <2>
—_—
—Af

Poniewaz A" jest jednoznaczne, mozemy byc¢ pewni, ze macierz, ktérq otrzymalismy to szukane AT
Okazuje si¢, ze mozna uog6lni¢ powyzszy przyktad do nastepujacego faktu

Fakt 35. Niech V,W - przestrzenie wektorowe z bazami ortonormalnymi e, f, a F € L(V,W') - op-
erator liniowy z V do W. Jesli [F](f; jest macierzq operatora liniowego F w bazach e, f, to macierz

T
operatora FT jest dana wzorem [ F T]; = <[F W ) . Tzn jesli pracujemy w bazach ortonormalnych, to by
dostaé¢ macierz sprzezenia hermitowskiego wystarczy zadziatac transpozycjq i sprzezeniem zespolonym
(w dowolnej kolejnosci)

Definicja 36. Niech V' bedzie przestrzeniq wektorowq. Rzutem nazywamy operator P € End(V) spetni-
ajqcy P = P%. Dodatkowo, jesli spetnione jest P = P', P nazywamy rzutem ortogonalnym

-3 =2
6 4

v=(T )@ T)-(E )=

Nie jest ona macierzq rzutu ortogonalnego, bo

+
-3 =2 -3 6
= —
A _<6 4> _<—2 4>¢A
Fakt 38. Jesli P jest rzutem na przestrzeni wektorowej V', zachodzi V- = ker P @ im P (przestrzen
wektorowa jest sumq prostq jadra i obrazu rzutu), tzn dowolny wektor v € V' ma jednoznaczny rozktad
U = Uy, + Uy, 8dzie vy, € ker P, v, € im P. Mamy dodatkowo wzory na sktadowe v: v, = (1 — P)v,

U,y = Pv. Mozna je wyprowadzic¢ korzystajqc z faktu, ze v, ., jest elementem jadra (P w dziataniu na v,
daje zero) i v, jest elementem obrazu (jest postaci Pw dla pewnego w)

Pv= Pu, +Pv,, = Pv, =PPw=Pw=u,
——

=0
Ukerzu_vimz(]l_P)U

Przyklad 37. NiechV =R?, A = < > Jest macierzq rzutu. Sprawdzmy to

Jesli rzut jest ortogonalny, zachodzi dodatkowo ker P = (im P)* (jadro jest dopetnieniem ortogonalnym
obrazu i vice versa). Okazuje sie, ze 1 — P tez jest rzutem, bo (1 — P> =1 —2P + P> =1 — P. Jest on
zwany dopetnieniem rzutu P, mamy im(1 — P) = ker P i ker(1 — P) = im P

2



-3 =2
6 4
wspomaoc redukcjq wierszowq, a szukajqc obrazu redukcjq kolumnowq

Przyktad 37 (cd). Znajdimy jgdro i obraz rzutu A = Przy szukaniu jqdra mozemy sie

ker(A) = ker (3 2) = ( <_23> )

vy, U, to liniowo niezalezne wektory, wiec R? faktycznie jest sumaq prostq jadra i obrazu rzutu (te wektory
tworzq baze). Dodatkowo tatwo si¢ przekonujemy, Ze nie sq one swoimi dopetnieniami ortogonalnymi
(rzut nie jest ortogonalny), (Ul|vz> =-8+#0

Definicja 39. Notacja bra-ket (notacja Diraca), uzywana w mechanice kwantowej, to sposob zapisywania
elementow przestrzeni wektorowej i dualnej. Mozemy to sobie wyobrazi¢ tak, ze dzielimy napis (v|w)
(zwany braket po angielsku) na dwie czesci, lewq (v| zwanq bra, oraz prawq |w) zwang ket. Formalnie
mamy przestrzen wektorowq V' z iloczynem skalarnym (-|-), ket jest oznaczeniem na element przestrzeni
wektorowej w € V, piszemy |w). Przyporzadkowanie to jest liniowe, tzn |ocw1 + fw,) = «a |w1) +
p |w2). Natomiast (v| to taki obiekt, ktory moze zadziata¢ na ket (element przestrzeni wektorowej) i
daje w rezultacie element ciata C. Takie obiekty nazywa si¢ elementami przestrzeni dualnej V* (czyli
(v]| e V*i{v| : V - C), to odwzorowanie jest dane wzorem {(v| : |w) — (v|w). Ta notacja utatwia
bardzo rachunki. Jesli pracujemy w bazie ortonormalnej {e,,e,, ... e,} moZemy zapisa¢ w reprezentacji
macierzowej bra, ket, iloczyn skalarny oraz operatory liniowe

w=we +we+..+w,e, v=uve +0e,+...+0,e,
w
jwy = |2 W =( 8 - 0,
@,
w;
(vlwy = (0, b, 0,) Ll:JZ = 0,w, + Oyw, + ... + 0w,
w,
w, w0y wb, - Wb,
) (0] = bl:)2 (171 B, - Dn): wz.ﬁl wzlzj2 wz.ljn
w, w0y w0, - Ww,0,

Obiekt |w) (v| moze dziata¢ na element V', bra w dziataniu na wektor daje nam liczbe zespolong, wiec w
rezultacie otrzymujemy ket pomnozony przez liczbe, czyli element przestrzeni wektorowej, dziatanie to jest
liniowe, wiec |w) (v| € End(V') (ket razy bra jest endomorfizmem - odwzorowaniem liniowym z V do V'),
ma wiegc macierz, ktora jest obliczona powyzej. Dodatkowo dla operatoréw liniowych |w) (v| zachodzi

(lw) (D' = |v) (w]



Zad. 12.1

Sprawdzié, ze wektory

1+i 1 1

2 2

_| 1 |1 |7
u=|[|-= v=| 3 w=|-3
0 L 14

2 2

stanowia baze ortonormalna przestrzeni C* ze standardowym iloczynem skalarnym. Dla kazdego wektora
1 pary wektoroOw znajdZ macierz rzutu ortogonalnego na podprzestrzen rozpigta przez ten wektor/wek-
tory

Rozw. 12.1

Korzystajac z tego, ze — Lei 1;' = % - % mamy
(ulv) = %_1;:'%”1;,':0
(ulw)y = - ;i%+1;i%+01;i=0
lull? = ;"1;141;“; +0=1
||v||2—%+%+1;”;’:1
ol = SH2E 4 LS LA

Uktad u, v, w jest istotnie baza ortonormalng (dim C* = 3). Zeby znaleZ¢ rzuty ortogonalne na pod-
przestrzenie rozpigte przez te wektory postluzymy si¢ notacja bra-ket (oznaczenia, P, - rzut na pod-
przestrzen rozpi¢ta przez u, podobnie P, 1 P,). ZastanOwmy si¢, jakie wlasnoSci ma operator liniowy
|u) (u|. Po pierwsze jest to rzut ortogonalny, bo (|u) (u|)* = |u) (ulu) (u| = |u) {u|, oraz (|u) (u|)" =
lu) (u]. Jego obrazem jest przestrzeni rozpigta przez u, bo jesli zadziatamy nim na dowolny wektoru’ € V',
dostaniemy |u) pomnozony przez stata

(lu) Cul) [u") = lu) Culu”)
——

eC

Poniewaz to rzut ortogonalny to jadro jest zbiorem wszystkich wektoréw ortogonalnych do u (widac to tez
z powyzszego rachunku, warunek nalezenia do jadra to (u|u’) = 0). Mamy przepis na rzut ortogonalny



L+

na podprzestrzen rozpigta przez wektor u, jest to P, = |u) (u|, analogicznie dla P,i P,

I _19
T | (1 1-i S
Pu=|u><u|= — I\7T =7 0)= - 5 0
0 0 0 O
! Lo
% 11 1 411 % 141
p=lw =134 5)=|1 1
) 5 I AT
2 4 4 2
_t e
% 1 1 1—i ‘ll éll 1—i
Relol=|=3 (=5 5 F) =5 1 -5
1 IRCT T
2 4 4 2

Zauwazmy, ze zachodzi P, + P, + P, = 1, jest to przyklad tak zwanego rozktadu jedynki. Chcemy
jeszcze znaleZ¢ rzuty na podprzestrzenie rozpigte przez pary wektordw, przeanalizujmy najpierw rzut na
(u,v), oznaczmy go P,,. Mozemy podejs¢ do tego na dwa sposoby: I sposob: zauwazmy, ze skoro
u, v, w to baza ortonormalna, to (u, v)* = (w). Poniewaz jadro i obraz rzutu ortogonalnego sa swoimi
dopetnieniami ortogonalnymi, to im P, , = (u, v), ker P, , = (w). Z drugiej strony dopelnienie tego rzutu
spetnia im(1 — P, ) = ker P, , = (w) = im P i ker(1 — P, )) = im P, , = (u,v) = ker P,. Rzut P,
jest zwigzany z rzutem P, wzorem P, , = 1 — P,. Innymi stowy suma rzutu ortogonalnego na pewna
podprzestrzeri W i rzutu ortogonalnego na jej dopetnienie ortogonalne W+ wynosi 1, Py, + Py, = 1. IT
sposob: mamy rzuty P, i P,, mozna si¢ zastanowiC czy jest jaki$ zwiazek pomigdzy nimi i rzutem P, .
Okazuje sig, ze P, + P, = P, ,. SprawdZmy to, po pierwsze czy ich suma jest rzutem ortogonalnym?

(P,+P) =P+ P>+ PP,+PP,=P,+P,+u) (ulv) (v|+]|v) (vlu) (ul=P,+P,
N~—— =

=0 =0
(P,+P)' =P +P =P +P,

Zgadza sie, ich suma jest rzutem ortogonalnym. Czy P, + P, jest faktycznie rzutem na podprzestrzefi
(u,v)? Zadziatajmy rzutem P, + P, na dowolny wektor x

(P, + P)|x)=P,|x)+ P, |x) = [u) (ulx) +v) (v|x)
—— ——

eC eC
Obraz to podprzestrzen rozpigta przez u,v Mamy ker(P, + P,) = (w) i im(P, + P,) = (u,v), wigc
faktycznie P, + P, = P, . Stosujac dowolng z tych metod obliczamy

301 1
4 4 4
P, =P +P=1-pP,=|-1 2 X
uv — Tu v w 4 4 4
JE A CT R
4 4 2
3 S
4 4 4
1 3 1-i
P=P+P,=1-P=-1 =+ -
_LH _dw 1
4 4 2
1 1
11
i1
P,=P+P,=1-P=[1 2 0
00 1



Mozemy sobie podsumowac ogélne wersje faktow, ktdrych uzyliSmy (wyprowadziliSmy) w powyzszym
zadaniu

Fakt 40 (rozklad jedynki). Niech e, e,, ... e, bedzie bazq przestrzeni wektorowej V', zachodzi wtedy

Z |ei> <ei| =1

Uzywajqc tego faktu, w mechanice kwantowej stosuje sie zapis na rozktad wektora w bazie
P) =1 1¥) =) |e)) e|'¥)
i=1

Fakt41. Niech W bedzie podprzestrzeniq V', Py, rzutem ortogonalnym na te podprzestrzen, a Py, rzutem
ortogonalnym na jej dopetnienie ortogonalne, wtedy

Py + Py =1

Fakt 42. Niech P,, P, € End(V') - rzuty, mamy wtedy

(P1 + P, jest rzutem) < (PIP2 =0= P2P1)



13 Operatory normalne, hermitowskie i unitarne, rozklad spektralny
operatoréw normalnych

Zdefiniujemy sobie teraz par¢ szczegdlnych typdw operatorow

Definicja 43. Niech V - przestrzen wektorowa (skoniczenie wymiarowa), F € End(V') - operator liniowy
na 'V, mowimy ze F jest

e normalny jesli zachodzi F'F = FF'
e hermitowski (samosprzezony) jesli zachodzi F* = F

e unitarny jesli zachodzi F'F =1 = FF'
W przypadku gdy przestrzen wektorowa jest nad ciatem liczb rzeczywistych, zamiast nazwy operator
unitarny méwimy, ze operator, ktéry spetnia FT F = 1 jest ortogonalny

Wnhniosek 44. Kazdy operator hermitowski jest normalny, podobnie kazdy operator unitarny (ortogo-
nalny) tez jest normalny. W skorniczonych wymiarach, jesli FTF = 1 to obliczajqc wyznacznik obu stron
dostajemy wniosek, ze det(F) # 0, czyli F~! istnieje i w zwiqzku z tym mamy

FifF=1=F'=F'=FF' =1

Nalezy sprawdzic tylko jednaq z tych rownosci, druga jest prostym wnioskiem

Uwaga 45 (ponadprogramowa). W petnej ogolnosci powyzsze definicje sie komplikujq, powodem jest
utrata pewnej wltasnosci, ktora zachodzi w przestrzeniach skonczenie wymiarowych. Jesli A jest macierzq
n X n, a v wektorem to Av zawsze ma sens, w nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach wektorowych
mamy operatory (zwane operatorami nieograniczonymi), ktore nie sq zdefiniowane na catej przestrzeni
wektorowej (majq tzw. dziedzine), przyktadem sq operator potozenia i operator pedu w mechanice kwan-
towej. Sprawia to, Ze definicja sprzezenia hermitowskiego operatora F nie jest taka prosta w przestrzeni
nieskonczenie wymiarowej. Po drugie, pojecia operator samosprzezony i hermitowski oznaczajq rozne
rzeczy, pierwsze z grubsza znaczy, ze F = F', a drugieV,,, (Fvlw) = (v|Fw). Kazdy operator samo-
sprzezony jest hermitowski, ale niekoniecznie na odwrét. Po trzecie, definicja operatora unitarnego
wymaga, by F'F = 1 i FF' = 1, trzeba sprawdzi¢ obie wilasnosci, nie mamy juz réwnowaznosci
pomiedzy nimi. W szczegdlnosci sq operatory, ktore spetniajq pierwszq, ale nie drugq (nazywane sq
izometriami).

Twierdzenie 46 (rozklad spektralny). Niech V' bedzie przestrzeniq wektorowq, a F € End(V') normal-
nym operatorem liniowymna V. Wtedy F jest diagonalizowalny i istnieje ortonormalna baza przestrzeni
V ztozona z wektorow wtasnych F. Mozemy zapisac¢ operator F jako sume rzutow, zapis ten nazywamy
rozktadem spektralnym F

gdzie A, to i-ta wartos¢ wtasna, a P, to rzut ortogonalny na podprzestrzen witasnq zwiqzanqg z A; tzn.
ker(F — A,1). Dodatkowo, jesli F jest hermitowski to jego wartosci wltasne sq liczbami rzeczywistymi, a
jesli jest unitarny to jego wartosci wiasne sq liczbami zespolonymi o module 1



Zad. 13.1

Sprawdz, ze operator ' € End(C") zdefiniowany jako mnozenie przez macierz jest normalny 1 znajdz
jego rozktad spektralny

o1 -1 1 1 0 1 i
a)( L4 ) > bl 1 -1 1 oll 0 —i
1 1 -1 —i i 0

Rozw. 13.1

Procedura obliczania rozktadu spektralnego jest nast¢pujaca: krok 1 to znalezienie warto$ci wiasnych,
krok 2 to znalezienie podprzestrzeni wlasnych, krok 3 to znalezienie bazy ortonormalnej. Ostatnim 4.
krokiem jest wykorzystanie tych informacji do zapisania rozkladu spektralnego. a) krok 0: sprawdzenie
normalno$ci operatora. Mamy standardowy iloczyn skalarny, wigc sprzgzenie hermitowskie to ztozenie
transpozycji i sprz¢zenia zespolonego

prpo (20 1D\ (2= L\ _ (240 —1=i\ (2=i 14\ _ (T —l+i
C\=-1+i 2 —-1+i 2 ) \1-i 2 -1+4+i 2 ) \-1-i 6

ppio (2= Vi (2=i 10\ _(2=i i\ (240 —1=i\_( 7 -l+i
C\-1+i 2 -1+i 2 C\-1+i 2 1—i 2 S \-1-i 6

Mamy F'F = FF'

Krok 1: wartoSci wlasne

_ 2—i—=A 14i\_ o . iy
w(ﬂ)-det(_l_i_i 2—A>_'1 4-DA+6—2i

Rozwiazujemy w(1) = 0, korzystajac ze wzorOdw na zera funkcji kwadratowej, najpierw szukamy A =
(4 —i)* — 4(6 — 2i) = =9 = (3i)*>. Mamy dwa zera

11:4_12+31=2+i 12:4—12—31:2_21.

Krok 2: podprzestrzenie wlasne

—2i 1+ W1—>W1+W2 -1-i 1 Wy —iwy —-1-i 1
Vi =er <—1 +i > <—1 +i —i) = ker (—i—l 1)
=ker(—1—i ) <<1+z>>

_“1

P e i l4i) ez, (=1 i1
Vz—ker< 1 +i > <—1 i—l) - ker<—1 i—l)
:ker(—l l—l) << 1+l>>

_u2



krok 3: baza ortonormalna C?, wektory wlasne odpowiadajace roznym warto$ciom wlasnym sa zawsze
ortogonalne, fatwo si¢ przekonad, ze (u, |u2) = 0, wektory faktycznie sg ortogonalne. Musimy je jeszcze
znormalizowa¢, mamy

2 N 1 1
=3 a=—=(,)

N 1 (—1+i
k=3 == (7))

Mamy zatem baze¢ ortonormalng ztozona z u, - wektora wlasnego z wartoScig wlasna 2 + i i u, - wektora
wlasnego z wartoscia wlasng 2 — 2i.
krok 4: rozktad spektralny, wiemy zZe rzut ortogonalny na podprzestrzen rozpigta przez wektor i to |i1) (@],

mamy zatem
NN 1 1 . 1 I 1-i
Pl =5 (4, 0 1-0=3 (24 '3)

<_2+i><_1_i Q::%<_fii _a+i>

24i (1 1=i\ 2=2i( 2 -1+
F=4P+hh == <1+i 2>+T<—1—i 1 >

P, = |ﬁ2> <ﬁ2| =

W | —

b) krok 0: sprawdzenie normalnoSci operatora. Mamy standardowy iloczyn skalarny, wigc sprzezenie
hermitowskie to ztozenie transpozycji i sprz¢zenia zespolonego, zauwazmy ze

+

-1 1 1 -1 1
Fr=l1 =1 11l=1l1 =1 11|=F
1 1 -1 1 -1
F jest hermitowski, wigc jest normalny.
Krok 1: wartosci wlasne
—-1-2 1 1
w(A) =det| 1 -1-2 1 =B -32+4=UA-DAP?-41-4H=-A-DA+2)?
1 1 —-1-2

Gdzie najpierw zauwazyliSmy, ze w(1) = 0 i wyciagngliSmy czynnik (4 — 1), mamy dwie wartoSci
wlasne



Krok 2: podprzestrzenie wiasne

-2 1 1 ) wi—w +2uw; 0 3 =3
Vi=ker| 1 =2 1 727 ker|0 =3 3 [=ker <O 1 _1> 7= ker <O ; _1>=<

1 1 - 1 1 -2 I 1 =2 1 0 -1
111 1 1
V,=ker|l 1 1 :ker(l 1 1):( —-11,101{)
111 0 -1
N~—~— Y~
=ily =il3

Krok 3: baza ortonormalna C?, wektory wlasne odpowiadajace réznym warto§ciom wiasnym sa za-
wsze ortogonalne, zeby mie¢ uktad ortonormalny musimy zortogonalizowaé uktad i,, ii; ortogonalizacja
Grama Schmidta

1 . 1 1 1

u, =ii, =[-1 u3=ﬁ3—<u2|—u3>ﬁz= 0 —l . | =l 1
~ 2 2 2

0 ||, || ~1 0 )

Musimy je jeszcze znormalizowaé, mamy

1
wlF=3 o =-|1
[Joa | !
V3li
1
1
lw|> =2 8,=——|-1
v2{ o
1
u 2 9 LA4=L 1
=2 a,

Mamy zatem baz¢ ortonormalng ztozona z u, - wektora wlasnego z warto$cia wlasnag 11 u,, u, - wektoroéw
wlasnych z wartoscia wtasng —2.
krok 4: rozklad spektralny, wiemy zZe rzut ortogonalny na podprzestrzen rozpieta przez wektor &, to

1
1
1

——

=u

)



|,) (@, |, a na podprzestrzen rozpieta przez il,, ii; to |ii, ) (@, | + |ii3) (43|, mamy zatem

. 1 . 111
P1:|ﬁ1)(ﬁl|:§ (11 1):51 11
1 111
1 I 1 !
P2=|ﬁ2><ﬁ2|+|ﬁ3><ﬁ3|=§ —1|(1 -1 0>+g 11 1 -=2)
0 )
11—10111—212—1—1
=§_110+€1 1 =2|l==|-1 2 -1
0 0 0 2 =2 4 31 -1 2
. 111 5 2 -1 -1
F=/11P1+/12P2=§1 1 1-§ -1 2 -1
111 -1 -1 2

MogliSmy oszczedzi¢ sobie rachunkéw i znalezé P, korzystajac z tego, ze i, il,, i, to baza mamy P+ P, =
1. P, mogliSmy znalez¢ ze wzoru P, =1 — P,

c¢) krok 0: sprawdzenie normalnosci operatora. Mamy standardowy iloczyn skalarny, wiec sprz¢zenie
hermitowskie to ztozenie transpozycji i sprz¢zenia zespolonego, zauwazmy ze

1 i) (o1 =) (0o 1 i
Fi=l1 0 —-i|=|1 0 i| =1 0 —i|=F
—i i 0 i —i 0 —i i 0
F jest hermitowski, wigc jest normalny.
Krok 1: wartoSci wlasne
e
o) =det| 1 -1 —i|==-A4+31-2=U-1D)(=A*=-21+2)=-A-1)*(4+2)
—i i =4

Gdzie najpierw zauwazyliSmy, ze w(1) = 0 1 wyciagngliSmy czynnik (4 — 1), mamy dwie wartoSci
wilasne

Krok 2: podprzestrzenie wiasne

DU 110 weeiw 11 !
Vi=ker| 1 -1 —i|l=ker| . . "= ker =ker (-1 1 i)y=( [1],
. . —i i -1 -1 1 i
A | 0
SN~ Y~
=ii;
2 1 d wy—iw 2 1 f ulf)l—_:fl:ZuLiJz 33 0 wy—w,—w, /3 1 1 0
V,=ker|1l 2 —i =V ker|l 2 =il T2 TCker|l 2 il P £ er <0 _.>=
i i 2 1 -1 2 33 0 :



Krok 3: baza ortonormalna C?, wektory wlasne odpowiadajace réznym warto$ciom wiasnym sa za-

wsze ortogonalne, zeby mie¢ uktad ortonormalny musimy zortogonalizowac uktad @, i, ortogonalizacja
Grama Schmidta

1 . i 1 i
ulzﬁlz 1 u2:ﬁ2_Ma1:0_%1 :%_l
0 [, 1 0 2
Musimy je jeszcze znormalizowaé, mamy
1
. 1
ll =2 & =—]|1
V2o
=% a=— =
4 ae

||“3||2 =3 Iy = —

Mamy zatem baz¢ ortonormalng zlozona z u,, u, - wektory wlasne z wartoScia wilasna 1 1 u, - wektora
wlasnego z wartoScia wlasng —2.

krok 4: rozktad spektralny, wiemy Ze rzut ortogonalny na podprzestrzen rozpigta przez wektor 4, i, to
|a,) (@] + |a,) (@, |, a na podprzestrzeri rozpieta przez i to |i;) (i;|, mamy zatem

1 i
PN A\ /n 1 1] .
Py = |ay) (i |+ |,) (| = [ 1] (1 1 0)+—|—i (—l i 2)
2 6
0 2
| 1 10 | I -1 2 2 1 i
251 1 0+8 -1 1 2i|==|1 2 —i
000 =2i 2i 4 —-i i 2
| —i | I -1 —i
Py=la) (| =i |(i =i 1)==[-1 1 i
3 3 .
1 i =i 1
1 21 i ) I =1 —i
31 . . 31 . .
—i i 2 i =i 1

MogliSmy oszczedzi€ sobie rachunkow i znalez¢ P, korzystajac z tego, ze i, il,, li, to baza mamy P+ P, =
1. P, mogliSmy znalez¢ ze wzoru P, =1 — P,



14 Diagonalizacja macierzy normalnych, ewolucja unitarna, wspolna
diagonalizacja komutujacych macierzy

W poprzednim zadaniu znalezliSmy rozktad spektralny trzech macierzy, przy okazji znalezliSmy ich wek-
tory 1 wartoSci wlasne, mozna pokusi¢ si¢ o zdiagonalizowanie ich. Dla macierzy normalnych mozna
wybraé ortonormalng baz¢ diagonalizujaca, okazuje si¢, ze w takiej sytuacji macierze zmiany bazy sa
dos¢ szczegdlne. Ogdlnie mamy

M =UDU™!

gdzie M to nasza macierz w bazie standardowej e, D to ta macierz w bazie diagonalizujaceju, aU = [id]¢
to macierz zmiany bazy z u do e (poprzednio uzywaliSmy nazwy .S, ale wybiegajac naprzdd, uzyjemy tu
innej nazwy). Kolumny macierzy U to wektory wlasne zapisane w bazie standardowej, co$ co juz mamy,
dlatego latwo ja znalezé. Macierz U~! to macierz odwrotna, ktdrej policzenie jest co do zasady proste,
ale rachunkowo nudne.

Rozwazmy macierz z podpunktu b) z poprzedniego zadania, mamy jej wartosci i wektory wilasne

-1 1 1 1 0 O

M=]1 -1 1 D=]0 -2 0

1 -1 0O 0 =2

N 1 ! N 1 I N 1 !
i, =—|1 U, =—\|-1 i, =—11
V3|1 V2l o V6|2

Macierz U ma postaé

AR
1
\/_\/- )

Normalnie znalezienie U~! wymagatoby zawilych rachunkéw, ale poniewaz kolumny naszej macierzy
sa wektorami ortogonalnymi, mamy pewien "cud rachunkowy". Spdjrzmy na macierz U" i obliczmy
jej illoczyn z macierza U. Mozna skorzystaé z |u,.)T = (u,.| i znalez¢ wz0r na abstrakcyjnym poziomie
ket i bra, ale mozna tez stransponowac macierz U (sprz¢zenie hermitowskie w bazie ortonormalnej to
transpozycja i sprzgzenie zespolone, a nasza macierz jest rzeczywista)

:(|”1> |”2> |”3>)

r <“1| 1 ﬁ \/\/E_ \/5
U'=|||=—=[v3 -v/3 o0
wl) Vel T 1T
(V2 V2 vR[v2 VB 1) (1o
A REEERY | N ER o [
) \/5 0 -2 0 01
<”1| <”1|“1> <“1|”2> <”1|”3> 1 00
U'U = <”2| (|”1> |u2> |”3>)= <”2|”1> <“2|”2> <“2|”3> =10 1 0
(us <”3|”1> <“3|”2> <“3|”3> 0 01



Poniewaz w skoriczenie wymiarowych przestrzeniach wektorowych UTU = 1 implikuje istnienie U~ i
UU" = 1, to nasza macierz zmiany bazy jest macierza unitarna. Ten przyktad motywuje stwierdzenie, ze
dowolna macierz zmiany bazy z bazy ortonormalnej do innej bazy ortonormalnej jest macierza unitarna.
Dodatkowo prawdziwe jest stwierdzenie w druga strone¢, kazda macierz unitarng mozna interpretowac
jako macierz przejScia od standardowej bazy ortonormalnej do pewnej innej bazy ortonormalnej. Bierze
si¢ to z tego, ze dziatanie macierza unitarng zachowuje iloczyn skalarny, jesli v, w to pewne wektory po
zadziataniu U mamy wektory U v, U w, ktore spetniaja

(Uv|Uw) = <U|UTULU> = (v|w)

Jesli bylibySmy w przestrzeni euklidesowej (przestrzeni wektorowej nad ciatem liczb rzeczywistych z
iloczynem skalarnym), iloczyn skalarny taczylby si¢ z katem pomiedzy wektorami v, w i powiedzielibySmy,
ze U zachowuje kat pomigdzy wektorami, oraz ich dtugo$¢. Fizycznie oznaczatoby to, ze U jest obrotem,
w 0gdllnej przestrzeni unitarnej nad ciatem liczb zespolonych macierz unitarna to taki "zespolony obrét",
cokolwiek to znaczy.

By zmotywowac sens rozktadu spektralnego, przyjrzymy si¢ nast¢pujacemu problemowi zainspirowanemu
mechanika kwantowa.

Zad. 14.1

Rozwazmy réwnanie w C* ze standardowym iloczynem skalarnym i baza standardowa oznaczong przez

11),12),13)
W) = H 9 0)
dt
gdzie |¥(¢)) € C? jest wektorem zaleznym od czasu, z warunkiem poczatkowym
I¥(0)) = 1)

Operator H w bazie standardowe;j jest zadany przez macierz

Uzasadnij, ze rozwiazanie mozna znalez¢ uzywajac operatora ewolucji
Y1) = U, |¥(©0) gdzie U, =e "

Oblicz operator ewolucji U, i wyznacz rozwiazanie |\W(¢)). Jak zmienia si¢ w czasie norma |¥(¢))?

Rozw. 14.1
Obliczmy pochodng U,, korzystamy z definicji exp macierzy
. o (itH)" < —itH)"! .
iUl — ie_ltH — i Z u — Z —ZHQ — _l'He—ll‘H — _lHUt
dt dt dt =~ n! ~ (n—1)!



Podstawiajac do réwnania U, |¥(0)) mamy

.d .d i

i |W(1)) = IEUT |W(0)) = i(—iH)U, |¥(0)) = H |¥(1))
Faktycznie U, pozwala nam znaleZ¢ rozwiazanie dla dowolnego ¢. Jak obliczy¢ U,? Jednym sposobem
bytoby, jak to robiliSmy na poczatku semestru, zdiagonalizowanie macierzy H i wyrazenie jej jako U DU,
wtedy exponent bylby dany wzorem

U = e—itH — Ue—iIDUT
t

Mozemy jednak postuzy¢ si¢ intuicja zwigzang z rozktadem spektralnym. Mamy rozktad jedynki 1 =
P, + P,, gdzie P, to rzut na podprzestrzen wiasng z wartoScia wlasna 1, a P, to rzut na podprzestrzen
wlasng z wartoScig wlasng —2. Mozemy go uzy¢ do odtworzenia rozktadu spektralnego

H=Hl=HP +HP,=1P, -2P,

Gdzie korzystamy z tego, ze na podprzestrzeni wlasnej dziatanie hamiltonianem jest rOwnowazne mnoze-
niu przez warto$¢ wiasna, jest to zbior wektorow wlasnych o danej wartoSci wiasnej. Mozna tez to
zobaczy(¢ korzystajac z postaci rzutu P, = |ﬁ1) <ﬁ1| 1 tego, ze ket jest wektorem wlasnym, mamy

HP =H |ﬁ1><ﬁ1| =1 |ﬁ1><ﬁ1| = 1P,

Analogicznie z P,, ktore jest suma dwoch wyrazow postaci ket razy bra. Jesli zastosujemy podobny trick
z operatorem U, dostaniemy

U; — e—itH — e—itH]l — e—ilHPl + e—itHl)2 — e—il] P1 + e—it(—Z)P2 — e—iIPl + eiZIPZ

Intuicja tego wzoru jest taka, ze na podprzestrzeni wlasnej dziatanie macierza H (lub ogélnie funkcja od
niej) jest rtbwnowazne mnozeniu przez warto$¢ wtasna (lub funkcj¢ od wartosci wiasnej). Rozwiagzanie
dane jest wzorem (uzywamy macierzy rzutéw obliczonych w poprzednim zadaniu w podpunkcie b) )

1 2
1]+ e"2’g -1
1 -1

Y1) = U, |P0) = (e P, +e¥P,) |1) ="

W | =

Wazna obserwacja jest ze poniewaz H jest samosprzezony mamy (—itH)" = itH" = itH, oraz U,T =
e =U_,. Czyli Uf U=1= U,U:', operator U, jest unitarny. Czyli norma wektora |¥(¢)) jest stata w

czasie, jest to fakt, ktory si¢ przyda na mechanice kwantowe;.
Na koniec jeszcze spdjrzmy na kolejny fakt zwiazany z mechanika kwantowa

Fakt 47. Niech A,B € C! bedq diagonalizowalnymi macierzami n X n, wtedy nastgpujqce fakty sq
rownowazne: 1) A i B komutujq (tzn ich komutator [A, Bl = AB — BA jest rowny zero) 2) istnieje
baza C" ztozona z wektorow, ktore sq jednoczesnie wektorami wtasnymi Ai B

Jesli ktos styszat w tekstach popularnonaukowych stwierdzenia o "stanach kwantowych z dobrze okre§lonym
spinem 1 energia" czy "nie mozna jednocze$nie doktadnie okresli¢ potozenia i pedu”, to niech wie, ze
powyzszy fakt jest algebraicznym Zrédtem tych stwierdzen.



Zad. 14.2

Dane sa dwie macierze

1100 0 001
1100 0010
MI_O 011 MZ_O 1 00
0 011 1 000

Czy istnieje baza zlozona ze wspolnych wektoréw wiasnych M, i M,? Jesli tak, to znajdz ja

Rozw. 14.2
Korzystajac z faktu, wiemy ze wystarczy sprawdzié, czy nasze macierze komutuja
0011 0011
0 011 0011
MIM=10 1000 MM=[ 100
1 100 1100

Zachodzi M\M, = M,M,, wigc wiemy, ze istnieje baza zlozona ze wspolnych wektorow wilasnych
naszych macierzy. ZnajdZmy najpierw wartoSci wlasne obu macierzy analizujac wielomiany charak-
terystyczne

1-4 1 0 0

2
1 1-4 0 0 1-4 1
w,(A) = det 0 0 14 1 —det< 1 1—ﬂ>

0 0 1 1-2
= (1= 42 -1)" = 21 -2)

_0’1 _0/1 (1) (1) -A 1 0 0 0 1

w,(4) = det =—Adet| 1 -4 0 |-det|-2 1 o0
0 1 =40 0 0 -4 1 -4 0
1 0 0 -1

=W =-D=1=1+PD=P -1 =U-1D)*U+1)?

Pierwsza macierz ma dwa wektory wlasne z wartos$cia wtasng 0 i dwa z wartoScia wlasng 2, natomi-
ast druga macierz ma dwa wektory wlasne z wartosciag wtasng —1 i dwa z wartoscia wtasng 1. Niech
v;, Uy, U3, Uy beda szukana wsp6lng baza wtasna, mozemy ustali¢ dla uwagi, ze v,, v, sa wektorami wtas-
nymi M, z wartosScia wlasna 0, a v;, v, wektorami wlasnymi M, z wartoScig wlasna 2. Nie wiemy jakie
wartoSci wlasne maja te wektory przy dziataniu na M,, mozliwe sa wszystkie scenariusze, moze vy, U,
maja warto$¢ wlasng —1, moze 1, a moze jeden ma warto$¢ wtasng 1, a drugi —1.

Pomystem na zbadanie tego jest przyjrzenie si¢ cz¢Sciom wspdlnym podprzestrzeni wtasnych (jader odpowied-
nich macierzy). Jesli wéréd v,, v, jest wektor wlasny M, z wartoScia wlasng —1, bedzie on nalezat do
ker(M,) nker(M, + 1), a jesli jest wsrdd nich wektor wiasny o wartoSci wiasnej 1 to bedzie nalezat do
ker(M,)nker(M,—1). Przeanalizowanie tych podprzestrzeni pozwoli nam wybrac takie wektory wlasne



M, o wartoSci wlasnej 0, ze beda tez wektorami wlasnymi macierzy M,

ker 0001001
B 11 0110

0 1
1

ker(M,) nker(M, + 1) = ker

—_o O =
O = =0
© o~ r—o
—_ O O =

ker(M,) nker(M, — 1) = ker

OO = = OO =
OO = = OO == =
—_——_ 0 O == OO

—_—— O O == OO

O =

-1

Jak skutecznie znalez¢ czg$¢ wspdlng jader? Zauwazmy, ze jadro macierzy to zbior wektorow spetni-
ajacych uktad réwnan zakodowanych przez wiersze macierzy. O czgsci wspolnej dwdch jader mozemy
mySle¢ jako o zbiorze wektoréw, ktory spetnia oba uktady rownan, czyli jeden duzy uktad rownan pow-
staly z potaczenia dwoch mniejszych, mamy

1 100
1 00 1 1 0 0 1 1fw—w-w-w,
ker(M,) nker(M, + 1) ker<0 0 1 1>n<01 0>—ker1 00 1 =
0110
oo 1 1| o[y
ker =ker|l 0 O = )
1 0 0 1 010 —1 -1
01 1 0 1
1 1 00
1 00 -1 0 01 0 0 1 1]w-w+wstw,
ker(M,) nker(M, — 1) ker<0 1 1>n<0 11 O)-ker 1 0 0 1 =
0 -1 10
T N U T
ker =ker|-1 0 O 1 |=( )
-1 0 01 0 -1 0 -1 -1
0 -1 10 1

Sa to wektory wlasne M, z warto$cia wlasna 0, oraz dodatkowo v, jest wektorem wlasnym M, z wartos-
cig wlasna —1, a v, wektorem wlasnym M, z wartoscia wlasna 1. Zeby ilosci wektoréw wiasnych si¢
zgadzaty, brakuje nam jeszcze wektordw wilasnych M, z wartoScia wlasna 2, jeden z nich musi by¢
wektorem wlasnym M, z wartoScia wlasna —1, a drugi z wartoScig wiasng 1. Szukamy ich analizujac

m0—1 0| el 1 OOy (-1 0 01
0 -1 0|7 \o o0 11 0 -1 10
0

)



odpowiednie czg¢sci wspolne jader jak poprzednio

-1 1 0 0 1 0 01
1 -1 0 O 0110 -1 1 0 O 1
ker(M, —2)nker(M, + 1) = ker 0 0 -1 1 N 0110 —ker<0 0 1 _1)n<0
0O 0 1 -1 1 0 01
-1 1 0 0 00 -1 1
0 01 -1 W =W +W3—Wy 00 1 -1
=kerl 1 00 1 = kerlp o 0
0O 11 O 01 1 O
001 -1 }
=ker|1 0 0 1 |=( 1 )
010 1
-1
-1 1 0 0 -1 0 0 1
1 -1 0 O 0 -1 1
ker(M, —2)nker(M, — 1) = ker 0 0 -1 1 N 0 1 -1 o0
0O 0 1 -1 1 0 0 -1
-1 1 0 0
—k -1 1 0 O n -1 0 01 Ck 0 1 -1
=*Tlo 01 -1 0 -1 10)7"-1 0 0 1
0O -1 1 0
w;—>w—w;+w, 8 8 i :i O 0 -l }
= ker =ker{—-1 0 O 1 |=(.D
-1 0 0 1 0 -1 0 1 1
0O -1 1 0 1
Mamy zatem dwa brakujace wektory szukanej bazy
1 1
1 1
U= Y= 1
-1 1

Latwo si¢ przekonaé, ze v, v,, v5, v, faktycznie sa baza i sa wektorami wlasnymi zardwno macierzy
M, jak i M,. Dodatkowo poniewaz nasze macierze byly samosprz¢zone nasza baza jest ortogonalna,
moglibySmy je unormowac, by mie¢ baz¢ ortonormalna.



15 Grupa SO(n), obroty w 2D i 3D

Na koniec przyjrzymy si¢ obrotom, zaczniemy od fachowego pojgcia, ktore by¢ moze juz pojawito si¢ na
fizyce

Definicja 48. Grupq S O(n) nazywamy nastepujqcy zbior z dziataniem mnozenia macierzy

som ={M eR;

det(M) =1, M" M = ]1}

Nietrudno przekonac sie, ze faktycznie spetnione sq aksjomaty grupy (iloczyn dwoch elementow S O(n)
nalezy do S O(n), mnozenie macierzy jest taczne, 1 to element neutralny, M jest elementem odwrotnym
i nalezy do SO(n), jesli M nalezy do SO(n)).

Grupa SO(n) to grupa macierzy n X n reprezentujacych obroty w n-wymiarowej przestrzeni (purysci
mogliby si¢ przyczepié, ze SO(n) jest abstrakcyjnym pojeciem, a wyzej zdefiniowany zbior macierzy
to jego reprezentacja, ale bgdziemy tu bardziej praktyczni). Nazwa jest skrotem od special orthogonal
group, pierwsze stowo oznacza, ze wyznacznik jest rowny 1, a drugie odnosi si¢ do tego, Ze mamy
macierze ortogonalne. Mozemy rozwazac tez ogélniejsza grupg zachowujaca odlegtosci, tzw. orthogonal
group O(n)

Definicja 49. Grupq O(n) nazywamy nastepujqcy zbior z dziataniem mnozenia macierzy

o) ={MeRr|M M =1}

podobnie jak przy poprzedniej definicji tatwo sie przekonad, ze aksjomaty grupy sq spetnione.

Podobnie mozna wprowadzi¢ SU (n) - special unitary group (unitarne macierze n X n z wyznacznikiem
rownym 1) i U(n) - unitary group (unitarne macierze n X n).

Zad. 15.1

Znajdz ogoblnag postac elementu SO(2). Jaki jest zwiazek takiej macierzy z fizycznym obrazkiem obrotu
o kat @?

Rozw. 15.1

Ogolna macierz 2X2 ma posta¢ R = <Z 2) ,jesli R € SO(2), mamy nast¢pujace warunki na wspotczyn-

niki (szybciej rachunkowo bedzie pracowac z RT = R™! zamiast RTR = 1)

b d

(£ a)=r=r=(52) = (5 )

Daje nam to uktad réwnan

1 = det(R) = det <“ C) = ad — be

a=d
=—c
a+p =1



Mamy dwa wspoiczynniki a, b spetniajace rOwnanie tudzaco przypominajace jedynkeg trygonometryczna,
mozemy pokusi¢ si¢ o wprowadzenie nowej zmiennej ¢ i wyrazenie przez nig a, b jako a = cos(g), b =
sin(¢). Dowolny element .SO(2) ma posta¢ (dla pewnego @)

R= cos(p) —sin(p)
~ \sin(@)  cos(@)

Pytanie, czy powyzsza macierz ma faktycznie interpretacj¢ obrotu o kat ¢ wokot srodka uktadu wspétrzed-
nych. Spojrzmy, jak transformujg si¢ elementy bazy e i e,

y R e; p------1 LCOS @

singt----------= R e,

Macierz R ma faktycznie interpretacje obrotu w R2.

Zad. 15.2

Dla danych macierzy sprawdz, ze sa to macierze obrotu w R?, wyznacz o§ oraz kat obrotu

(2 -2 -1 (s 2 14
R==-|1 2 =2 R==—|-10 11 2
73 2715

2 1 2 —-10 =10 5

Rozw. 15.2

a) Postuzymy si¢ w tym zadaniu intuicja fizyczng. Obrot w trzech wymiarach to obrot wokot pewnej osi
(wyznaczonej przez wektor n) o kat ¢. OS obrotu mozemy tatwo znaleZ¢é zauwazajac, ze jest to jedyny (z
doktadnoscia do statej) wektor, ktory jest zachowywany przy obrocie (nie obraca si¢), czyli jest wektorem
wlasnym R, n = n. Mozemy go znaleZ¢ badajac jadro

1 =2 -1 1
ker(R, —]l)=ker% 1 -1 -2|=ker <(1) i ?) =(-1p
2 1 -1 1

=n

Mozemy go sobie znormalizowaé



Jesli wybierzemy sobie baze ortonormalna 7, f|, f,, gdzie f,, f, sa w plaszczyznie obrotu, to macierz
obrotu bedzie miata postac

1 0 0

0 cos(p) —sin(p)
0 sin(p) cos(p)

Mozemy wykorzysta¢ wlasnos$¢ §ladu do (prawie) znalezienia kata obrotu. Jesli mamy dwie macierze
bedace macierza tego samego operatora, ale w innych bazach, to maja taki sam §lad, co wynika z jego
cyklicznosci

Tr(M,) = Tr(SM,S™") = Tr(S7'SM,) = Tr(M,)
Zatem §lad macierzy R, jest rowny Sladowi powyzszej macierzy

1+ 2cos(p) =Tr(R,) =2

Whnioskujemy, ze cos(@) = % i@ = +60°, aby ustali¢, w ktdra strong jest obrdot, mozemy spojrzec na znak
(n X U|R1U>, dla dowolnego v lezacego w ptaszczyznie obrotu. Jesli obrét jest zgodny z reguta prawej
dloni (przeciwny do ruchu wskazowek zegara), powiemy ze kat jest dodatni, jesli jest w druga strong, kat
bedzie ujemny. Obroét zgodny z reguta prawej dioni przyblizy wektor v do wektora n X v, wigc 1loczyn
skalarny (ktéry przed obrotem wynosi 0) bedzie dodatni. Jesli obrét bedzie w druga strong, v oddali sig¢
od n X v iiloczyn skalarny bedzie ujemny.

n
A
ptaszczyzna obrotu nXxv
v
Rv
1
W naszym przypadku mozemy sobie wybra¢ v =| 0 | (mamy wtedy (v|n) = 0), otrzymujemy
-1
1
nxXv=|2
1
1 2 =2 —1})(1 1
Rlvzgl 2 =211 0]|=]1
2 1 2 J1-1 0



Poniewaz (n X U|R1U> = 3 > (, macierz R, opisuje obrét o kat 60°
b) Rozwiazanie jest w pelni analogiczne

1 -10 2 14 01 2 1
ker(R, —1)ker —|-10 -4 2 |=ker =({-2))
? 15 10 -1
-10 -10 -10

Slad macierzy jest réwny

1+2cos(p)=TrR, = %

Zatem cos(@) = é, a@ = tarccos é By ustali¢ znak, wybieramy sobie wektor prostopadly do n i liczymy
(n X v|R,yv)

2
v=|1
0
-1
nxXv=| 2
5
1 5 2 14)(2 1 12
RZU=E—10 11 2 1]1 :E -9
—-10 =10 5 )10 -30
(nx v|Ryv) = —12 < 0, wigc obrét wokot osi n jest o kat — arccos %

Zad. 15.3

Wyprowadz wzor na obrot w R? o kat ¢ wokoét osi wyznaczonej przez (znormalizowany) wektor 7 i oblicz
macierze obrotu dla

3 2
1 _ ° _ 1 _ -3
a)n—g 0 @ =90 b)n—% 0 ¢ = —arcsin ¢
-4 -1
Rozw. 15.3

Konstrukcja opiera si¢ na naszej nowo nabytej intuicji obrotéw w R3. Chcemy znalezé ogdlny wzér na
R(n, @) - obrét wektora v wokot osi wyznaczonej przez wektor jednostkowy n o kat ¢, mozemy podzielié
v na sktadowa réwnolegta do n - s ktora nie bedzie si¢ obracac i sktadowa prostopadta do n - v, ktéra
bedzie wykonywac obrét w dwuwymiarowej ptaszczyznie. Wygodnie bedzie rozwazy¢ jeszcze wektor
nxXv=nXuv,,ktéry razem z n, v, tworzy bazg ortogonalng R*. Niech R(n, )v bgdzie wektorem v po
obrocie, mamy

R(n, )v = R(n, )v + R(n, p)v; = v + R(n, p)v,



Wz6r na obrét v, mozemy odczytaé z obrazka (korzystajac z tego, ze |[n X vl = ||nl||o.| = ||oL]-
zarOwno v, jakin X v, sa tej samej dtugoScii v; po obrocie musi by¢ tez tej dtugosci)

n

A

AN

AU“ = R(n’ (p)U”

ptaszczyzna obrotu nxv R(n, p)v,
R(I’l, QO)UL
% UL
v ’

R(n, p)v, = cos(@)v, + sin(p)n X v
Mozemy podsumowac powyzsze fakty i korzystajac z v = (n|lv) niv, = v — v, napisa¢ wynik
R(n, @)v = v + cos(p)v; + sin(@)n X v = cos(@)v + sin(@)n X v + (1 — cos(@)) (n|v) n

Powyzszy wzor to tak zwany wzor Rodrigues’a na obrét. Mozemy zastosowac jeszcze dwie sztuczki,
by sprowadzi¢ wzor do przyjemniejszej postaci, po pierwsze zauwazmy, ze iloczyn wektorowy v = nXv
jest odwzorowaniem liniowym, wigc mozna znaleZ¢ jego macierz N, ktéra ma postac

n,v, —nv, 0 -n, n, |,
nXv=\|nyv, —nv,|=|n, 0 -—nl|lv,|=Nv
n.u,—n,u, -n, n, 0 )\,

Drugi fakt jest lekko rachunkowy, okazuje si¢, ze nXx(nxv) = (n|v) n—v, zwykle sprawdza si¢ go uzywajac
notacji indeksowej, ale mozemy tez postuzyc si¢ macierza N i wykorzysta¢ 1 = n? + ni +n’

2 2

X —n,—n;  nn, n.n, v,
— — 22
nX((nxv)=Nv=| npn, n. —n; r;ynZ . v,
n,n, nn,  —ng—nJ\v,
2
n.—1 nn, nmn, \(v,
— 2 _
= nyn, n -1 rzzynZ v,
n.n,  nn, no—1J)\v,
nX
=, +n,o,+nuv)|n,|-v=_(nlvyn—v
nZ

Nasz wzoér przybiera postac

R(n, @)v = v+ sin(@)n X v + (1 — cos(@))n X (n X v) = (1 + sin(@)N + (1 — cos(p))NH)v



gdzie widzimy wzor na macierz obrotu wokot osi n o kat ¢
R(n, ) = 1 +sin(@)N + (1 — cos(p))N?

Powyzszy wzor to tak zwany wzor Rodrigues’a na macierz obrotu. Wzo6r ten mozna przepisac (rozpisu-
jac sinus i cosinus jako szeregi i uzywajac N> = —N)

R(n, ¢) = exp(pN)

Ten wzoér motywuje nazywanie macierzy N macierza infinitezymalnego obrotu (mocno nadprogramowa
uwaga jest taka, ze macierz N jest elementem tzw. algebry Liego 80(3) i powyzsza obserwacja jest
zwigzana z istnieniem exponencjalnej mapy z $0(3) do SO(3)). Mozemy uzy¢ tego wzoru, by obliczy¢
macierze obrotu w dwdch podpunktach

a)
! 3 | 9 20 -12
n=-=|0 @ =90° R(n, @)= 75 -20 0 -15
5(_4 | —12 15 16
b)
e \ o2 -3v5 =2
n=—120 (p=—arcsin§ R(n, ) = 7 3\/3 20 6\/5

Vs (-1 -2 —6vV/5 21



A Zadania dodatkowe: Tw Cayleya-Hamiltona, wektory i wartosci
wlasne, diagonalizacja, posta¢ Jordana

Zad. A1
Oblicz
eitAeitB
gdzie
6 —5i 6 5i
A=<—i 0> B=<i 0)
Zad. A.2

Znajdz wartoSci wiasne 1 wektory wlasne macierzy endomorfizmu

4—a 6—2a a-5
M=|a-2 2a—-3 2—-a
1 2 -2

Dla jakich wartoSci parametru a macierz nie jest diagonalizowalna? Znajdz dla tych wartosci a rozktad
Jordanowski (macierze S i J, ze¢ M = S~1JS). Dla pozostatych warto$ci parametru a podaj macierz
przejScia od bazy standardowej do bazy d, ktdra diagonalizuje endomofizm. Podaj posta¢ (diagonalna)
endomorfizmu w nowej bazie

Zad. A3
Znajdz wartoSci wlasne 1 wektory wilasne nastgpujacych odwzorowan
a)
F:R >R}
1 2 0 -1
rw= (1) )
b)
F:R,I[]-R,[]
FNHO =0+ Df'®
Zad. A4

Znajdz wektory i wartos$ci wtasne cyrkulanty, oraz jej wyznacznik. Cyrkulanta nazywamy macierz n X n
ktorej pierwszy wiersz jest ztozony z pewnych n liczb zespolonych a,, a, ... a,, a kolejne wiersze sa
przesunigte, tzn



a a, a; a,.1 4q,
a, a a,» 4,
an—l an al an—3 an—2
a, a, as a, a,
a, a; a, a, a,

Zad. A.5

Znajdz wartoSci wlasne, przestrzenie wiasne, przestrzenie pierwiastkowe nastepujacych macierzy. Oblicz
wskazane wyrazenia

1 0 V3
2 2 2 =21
pa=|-2 ! @ exp(A)=? b B=|2 -3 2 B2026 —9
ViV 3 -6 4
4 2 4
7 -4 -1 -3 -1 -5
aC=19 -10 1 exp(C) =? db=|2 1 3 D7 =?
12 -18 4 4 2 5
1 1 1
e E=]-1 2 1 exp(E) =?
1 -1 0
Zad. A.6
Niech F € End(I,[-]) bedzie dany wzorem F(v)() = v(t + 1) — 20'(r). Zbadad, czy istnieje baza, w
1 00
ktorej F ma macierz|2 1 1
2 01
Zad. A.7

3

Zbadad dla jakiej warto$ci t € C macierz B = :

2 5
A=(33)
Zad. A.8

Znalez¢ baze 1 postaé Jordana nastgpujacych macierzy, znalez¢ rozktad na cz¢S¢ diagonalizowalna 1 nilpo-
tentng

‘it 3> mozna wyrazi¢ jako wielomian od macierzy

500000

10 1 -1 25200 0

2 1 2 -1 005000
VA= o 1 DB=13 03500
12 -1 020450
101015




Zad. A9

Dla danych macierzy M znajdZ macierz S taka, ze S~' M.S ma posta¢ Jordana

-1 -1 1 4 0 -1 8 8 :g i
aM=|5 0 4 bM=|-2 2 1 M =
5 1 3 3 -1 0 - 3 00
31 0 0
Zad. A.10

Niech V' = [K;[x, y] bedzie przestrzenia wielomiandw stopnia < 3 zmiennych x 1y. Znalez¢ baze i rozktad
02
0x0y

Jordnanowski operatora N € End(}'), zdefiniowanego wzorem N =

Zad. A.11

Dana jest macierz

2 3—a 3-a
-1 a-2 a-3
1 2 3

M =

a

a) Dla jakiej wartoSci parametru a macierz M, nie jest diagonalizowalna? Dla tej wartoSci parametru zna-
jdz rozktad M, na czeS¢ diagonalizowalna i nilpotentna, a ponadto podaj posta¢ Jordana J, oraz macierz
S takaze J, = S7'M S

b) ZnajdZ warto$¢ parametru a dla ktérego macierz M, ma doktadnie dwie wartoSci wlasne i jest diago-
nalizowalna. Oblicz exp(Ma) dla tej wartosci a

Zad. A.12
Oblicz wyznaczniki (n to rozmiar macierzy)
-1 -3 0 0 O 2 -1 0 0 O
2 1 -3 0 O -2 3 -1 0 O
o 2 1 -3 0 0O -2 3 -1 O
VD=l 0 2 1 -3 DD.=lg o0 2 3 -1
0O o0 o0 2 1 0O 0 0 -2 3
Zad. A.13
Ktoére z macierzy sa macierzami tego samego endomorfizmu przestrzeni R?, ale w roznych bazach
1 23 1 0 O 1 0 O
A =12 3 1} A, =10 2 0| A; =101 0],
1 01 00 -1 0 0 -1
-1 0 O 1 2 3 2 =3 3
A,=10 -1 0}, As=10 1 01 Ag=10 -1 O
0 0 1 -1 -2 -2 -1 1 =2




Zad. A.14

Znajdz posta¢ Jordana nastgpujacych macierzy n X ndlan > 2

o 010 - 0

001 0

011l 000 -~ 0

ayA=|0 0 1 .- 1 a)B=,,:,_:

SRR S

000 ~ 1 Lo g
Zad. A.15

Udowodnij ze jesli vy, v, ... v, sa wektorami wlasnymi pewnej macierzy A (niekoniecznie wszystkimi) i
odpowiadajace im wartosci wlasne sg parami rozne, to tworza uktad liniowo niezalezny



Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

WSKAZOWKI

A.l: AB # BA, wicc e # ¢"4+B) oba eksponensy trzeba policzy¢ oddzielnie (Cayley-
Hamilton albo diagonalizacja)

A.2: Jedli wielomian charakterystyczny ma n = dim(M) réznych pierwiastkdw o krotnosci 1,
macierz jest diagonalizowalna, w przeciwnym wypadku mozemy mie¢ klatk¢ Jordana 2 X 2 badz
wicksza

A.3: ZnajdZ macierz odwzorowania F w dowolnej bazie, b¢dzie to macierz n X n, ktéra mozna
zdiagonalizowa¢ znanymi metodami

A.4: Problem tego typu najprosciej rozwiazac przez zgadnigcie, poszukaj wektoréw wlasnych postaci

V= (z z2 3 .. z")T. Dla jakich z jest to wektor wlasny? Czy mozliwe jest ze sa inne wek-

tory wlasne? Jak wpas¢ na takie podstawienie?

A.5: WartoSci wlasne to pierwiastki wielomianu charakterystycznego w,,(4) = det(M — A1). Przestrze-
nie wlasne to ker(M — A1), a przestrzenie pierwiastkowe to ker(M — A1)* gdzie A to warto$¢ wlasna,
a k to jej krotnos¢. Funkcje od operatora mozna obliczy¢ z postaci M = S~' DS

A.6: Na poczatek znajdZ macierz operatora FF w dowolnej bazie. Warto skorzysta¢ z wlasnoSci
macierzy, ktdre nie zaleza od bazy, np. wyznacznika. Co jeSli wyznaczniki okaza si¢ te same?

A.7: Jaka jest ogdlna posta¢ wielomianu od macierzy A po uproszczeniu twierdzeniem Cayleya-
Hamiltona?

A.8: Jest to standardowe zadanie w duchu zadania 4.1 z ¢wiczen. Znalezienie cz¢sci diagonali-
zowalnej 1 nilpotentnej zwykle wymaga policzenia macierzy zmiany bazy, ale moze da si¢ tu pros-
ciej

A.9: Jest to standardowe zadanie w duchu zadania 4.1 z ¢wiczen. Macierz .S to pewna macierz
zmiany bazy

A.10: Wygodnie jest znaleZz¢ macierz N w bazie jednomiandw, a nastgpnie uzy¢ znanych metod
szukania bazy i postaci Jordana. Przestrzen V jest 10-wymiarowa, ale wiele wektoréw wilasnych
powinno by¢ oczywistych, wigc procedura szukania bazy i postaci Jordana moze by¢ zastosowana
bez wypisywania macierzy 10 X 10

A.11: Jesli macierz nie jest diagonalizowalna to jednen z pierwiastkéw wielomianu charakterysty-
cznego ma krotno$¢ wigksza niz 1

A.12: Sprytne zastosowanie wzoru Laplace’a wzdtuz odpowiednich wierszow/kolumn powinno
da¢ wzor rekurencyjny na D,, ktdry mozna rozwiaza¢ podnoszac pewng macierz do n-tej potegi

A.13: Jakie wlasno$ci macierzy nie zaleza od bazy i pozwalaja definitywnie stwierdzi¢, ze dwie
macierze nie moga by¢ macierza tego samego endomorfizmu, ale w ré6znych bazach?

A.14: Czasem w tego typu problemach warto sprawdzié co si¢ dzieje dla matych n, by wyrobié
sobie intuicj¢

A.15: Wykorzystaj fakt, ze (A — 4, 1)v; = (4, — 4))y;



ODPOWIEDZI

L (3€¥ = 10¢%" + 15¢!0") Bl (=it 4 &) )

_% (_eit + eSit>2 é (1562it — 10e%" + 3eloit>

Zad. A.1: ¢"4e"B = <
Zad. A.2: WartoSci wlasne 1, —11a — 1, jesli sa r6zne to macierz jest diagonalizowalna i ma 3 wektory
wilasne. Jesli wartoSci wlasne si¢ powtarzaja trzeba by¢ ostroznym, dla a = 2 macierz jest diago-

nalizowalna i powyzsze wzory na wektory wlasne sa poprawne, dla a = 0 mamy klatk¢ Jordana dla
wartoS$ci wlasnej —1. Rozktad Jordanowski to

I -1 =2)(-1 1 O}fO0 O 1 4 6 =5
0 1 1 O -1 0|1 2 -—-1f|=|-2 -3 2
1 0 O0Jto O 1J)1-1 -1 1 1 2 =2

Dla pozostatych warto$ci a mamy (szukana macierz zmiany bazy to trzecia macierz z lewej strony
rOwnania)

-1 2 1-=al(-1 O 0 1 1 2 —a-1 4—aq 6—-2a a-5
0 -1 a 0 1 0 —la a —a =la—-2 2a-3 2-—a
-1 0 1 0 0 a—1)%1 2 -1 1 2 -2

-1 -1 -2 -1 4 2 2 2
Zad. A.3: a)a(F)—{—Z,—l,2,4},V_2—< 1 1>,V_1—<2 1 >,V2—<2 1>,V4—<1 1)
b)o(F)={0,1,2...n}, v, () = (t + D)*, Fv, = kv

T ) 22k
Zad. A4: Wektory wlasnetov, = (z, zi z, ... z;) dlak=0,1,2...n—1, gdziez, = e to
pierwiastki 1 stopnia n. Daje nam to n = dim(M) niezaleznych liniowo wektoréw wiasnych, wige
nie moze by¢ innych wektoréw wiasnych. Wartosci wtasne to 4, = Z'.’:é a;, 7., a wyznacznik jest

j=0 "J+1"k

iloczynem wartoSci wlasnych

Zad. A.5: a) Macierz jest diagonalizowalna, mamy trzy rozne wartosci i wektory wiasne, przestrzenie
wlasne (rowne przestrzeniom pierwiastkowym) to podprzestrzenie rozpig¢te na danym wektorze

wlasnym
o(A) = {1,5(1 = 3iV7), 21 +31VD)
\/5 4i —4i
v =[-13 V1) = 3i+1/7 O11aiys) = —3i+1/7
1 V37 - ) V3T +i)
exp(A) jest paskudny

b) Macierz ma posta¢ Jordana z dwoma klatkami o tej samej wartos$ci wlasne, przyktadowa baza
Jordana ponizej, przestrzen wlasna jest rozpigta przez dwa pierwsze wektory bazy, przestrzen pier-



wiastkowa to R3

c(B) = {1}
-1 1 1
U(ll) =10 U(zl) =|2 U;z) =12
3 4

2027 —4052 2026
B?2° =14052 -8103 4052
6078 —12156 6079

¢) Macierz jest diagonalizowalna, mamy trzy r6zne wartosci i wektory wlasne, przestrzenie wtasne
(réwne przestrzeniom pierwiastkowym) to podprzestrzenie rozpigte na danym wektorze wtasnym

o(C) = {—4,1,4)

1 1 3

3 2 1

3 3¢t 5 3et 1 et
—%+€+T4 4—854—264'74 _q-'-e_?
exp(C)=| —s5+e+5 5-2e+5 —t+e-3
—i+26+£ £_4e+é _i+2e_é
det 4 4et 4 4¢4 4

d) Macierz ma posta¢ Jordana z jedna klatka, przyktadowa baza Jordana ponizej, przestrzen wtasna
jest rozpieta przez wektor wlasny (pierwszy wektor bazy), przestrzen pierwiastkowa to R?

o(B) = (1)
-6 —4 1
W=lal  w=l2]  w@=]o
4 4 0

—17863 —-17633 -9163
D7 =] 11858 11705 6083
12012 11858 6161

e) Macierz ma postac Jordana z jedng klatka, przyktadowa baza Jordana ponizej, przestrzen wtasna
jest rozpigta przez wektor wiasny (pierwszy wektor bazy), przestrzen pierwiastkowa to R*

o(B) = {1}
0 1 0
N Il I N IO
1 -1 0
e e e
3e e
exp(E): —e 5 3
e =3 3

Zad. A.6: Tak, mozna znaleZ¢ posta¢ Jordana obu macierzy i poniewaz sa one takie same wnioskujemy

ze macierz F 1 macierz z zadania to ta sama macierz, ale w r6znych bazach. Baza w ktorej macierz
F przybiera postaé z zadania jest f = {r> —t,1, 1}
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Zad. A.7: Tw. Cayleya-Hamiltona méwi nam, ze dowolny wielomian od macierzy A upraszcza si¢ do
wielomianu liniowego a A + f1, bo jest to macierz 2 X 2. Wystarczy sprawdzi¢ czy istnieje takie z,
by B = aA + f1 dla pewnych statych @ i f. Odpowiedz to tak, dla t = % macierz B moze zostaé
wyrazona jako wielomian od macierzy A

Zad. A.8: Posta¢ Jordana i czgdci diagonalizowalna i nilpotentna sa jednoznaczne, baza Jordana ma
pewna swobodg, by upewnié si¢ Ze jest poprawna najlepiej sprawdzié czy zachodzi wzér M =
S~1J.S. Poniewaz mamy jedna warto$¢ wlasna czes$¢ diagonalizowalna jest tatwa do znalezienia,
mozna uzyé N = M — D zamiast liczy¢ macierze zmiany bazy

a)
0 00O
0010
J= 0 0 01
0 00O
-1 -1 -1 0
m_10 m_ |2 @ _|-1 @ _|0
v =1 o, =1_1| » = v =
0 -2 -1 1
0 00O 1 0 1 -1
00 00O 2 -1 2 -1
D = 0 00O N_l 0 1 -1
0 00O 2 -1 2 -1
b)
500000
050000
,_loos 100
1o 00510
0 00 O0 51
0O 00 OO0 S5
-1 0 0 0 0 1
0 -2 0 0 2 0
1 0 0 0 0 0
W _ M _ m_ @ _ @) _ @ _
“UTlol 2Tl B Tol B Tol B T3l Y T o
0 0 0 16 0 0
0 0 16 0 1 0
500000 00 0O0OO0OO0
050000 2 02 0 00
005000 000 O0O0UO0
D= 000500 N = 303 000
00 0O0S50 020400
00 0O0O0S>5 1 01 01O

Zad. A.9: Macierz S to macierz zmiany bazy z bazy Jordana do bazy standardowej tzn S = [id]",
na éwiczeniach oznaczaliSmy ja S~!, ale tu oznaczenie zostalo zmienione by sprawdzié czujnosé.
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Jej kolumny to wektory bazy Jordana zapisane w bazie standardowej, przez to macierz ta nie jest
jednoznaczna, ponizej przyktadowe macierze .S i (jednoznaczne) postacie Jordana a)

4 0 O 0 -1 0
J=10 -1 1 S=|1 1 1
0 0 -1 1 1 0
b)
210 I 0 O
J=10 21 S=| -1 0 1
0 0 2 2 -10
9
-2 1 00 -3 1 -3 -1
0 -2 00 -3 0 -3 0
I = 0 0 21 S = -3 1 3 1
0 0 0 2 -3 0 3 O

Zad. A.10: Wybieramy baze e = {1, x, x%, x>, y, %, y*, xy, x>y, xy*}, zauwazmy ze N zawiera pochodna
po x 1 y, wigc pierwsze siedem elementOw bazy jest zerowanych przez operator N, sa to wektory
wlasne, trzeba si¢ przyjrze¢ pozostatym elementom bazy. Mamy Neg = e, Ney = 2e,, Ne,, =
2es, wiec sa 3 klatki 2x2, oraz 4 klatki 1x1. BazaJordanato B = {x%, x3,)?, %, 1, xy, 2x, x2y, 2y, xy*},
a posta¢ Jordana ma kolejno 4 klatki 1 X 11 trzy klatki 2 X 2 z zerami jako wartoSciami wiasnymi.
Rozktad Jordana to M = S~'J.S, ktory sobie mozna tatwo zapisa¢ z powyzszymi informacjami.

Zad. A.11: Wartosci wlasne to 6(M,) = {1,2,a}, macierz moze by¢ niediagonalizowalna jesli a jest
rowne 1 albo 2 (warto$¢ wiasna si¢ powtarza, tylko wtedy moze by¢ klatka Jordana wigksza niz
1 X 1). Przypadek a) odpowiada @ = 2, natomiast b) odpowiada a = 1 a) Macierz .S to macierz

zmiany bazy z bazy Jordana do bazy standardowej, nie jest jednoznaczna i najlepiej sprawdzic czy
J,=S"'M_S zachodzi

100 0 1 0
L=[0 21 s=| 1 -10
00 2 -1 1 1
2 00 0 1 1
D=|-110 N=|0 -1 -1
1 12 0 1 1

b)

e’ 2 (e2 - e) 2 <€2 - e)
exp(M,) =| e—e®> 3e—2¢> -2(e’—e)
e’ —e 2(e2—e) 2e* —e

Zad. A.12: Poniewaz pierwszy element diagonali r6zni si¢ od pozostatych, trzeba uzy¢ rozwinigcia Laplace’a
wzdtuz ostatniej kolumny, a nastgpnie ponownie dla jednego z powstatych cztonéw, by odtworzy¢
posta¢ macierzy z zadania, daje to wzor rekurencyjny. a) D, , = 3D,,, — D,, D, =2, D, = 4,

D, =2"
b) D,,, =D,, +6D,, D, =-1,D,=5,D, = fracl5 ((-2)"** +3")
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Zad. A.13: Wyznacznik i wielomian charakterystyczny nie zaleza od bazy, wiec jesli dla dwdch macierzy
sa r0zne to mozemy by¢ pewni, ze nie sg to macierze tego samego endomorfizmu. Wyznaczniki
macierzy z zadaniato D, = =8, D, = =2, D; = -1, D, =1, Ds = 1, Dy = 1. Mozemy definity-
whie stwierdzi¢ ze macierze A,, A, 1 A; to macierze roznych endomorfizméw 1 zadna inna macierz
z zadania nie jest macierza tego samego endomorfizmu w innej bazie. Macierze A,, A5 1 A, maja
ten sam wyznacznik, wigc mozliwe jest ze mamy tu dwie macierze tego samego endomorfizmu, ale
nie jest to jeszcze pewne. Spojrzmy na wielomiany charakterystyczne, @, (1) = x> —x>+x+1,
w, (4) = —-x*+1, @ 4,(A) = —x?—x?+x+1. Macierz A5 ma inny wielomian charakterystyczny, ale
A, 1 A; maja takie same wielomiany charakterystyczne. Niestety -1 jest podwOjnym pierwiastkiem,
wiec mozliwe ze A, ma postac Jordana z klatka 2 X 2, ale jak tatwo sprawdzi¢ ma ona 3 wektory
wlasne 1 jest diagonalizowalna. Macierze A, i A4 to macierze tego samego endomorfizmu, ale w
innych bazach.

Zad. A.14: a) Wielomian charakterystyczny to wgz(4) = (4 — 1)", posta¢ Jordana ma 1 na diagonali,
pozostaje pytanie ile jest klatek 1 jakie sa ich rozmiary, aby na nie odpowiedzie¢ trzeba zbadac
A — 1. Nie trudno si¢ przekona¢, ze (A — 1)* w dziataniu na wektor bazy e ; produkuje element
bazy o indeksie j — k, oraz elementy bazy o mniejszych indeksach. Zachodzi (A — 1)"'e, = e, i
(A —1)"e, = 0, wiec mamy seri¢ dtugosci n, ktdra jest mozliwa tylko jesli mamy klatke¢ Jordana
n X n, poniewaz przestrzeni wektorowa ma wymiar n, nie mozemy mie¢ wigcej klatek 1 postac Jor-
dana to pojedyncza klatka n X n
b) Wielomian charakterystyczny to wz(4) = (=1)" (A" — 1), wigc mamy n réznych wartosci wias-
nych (zespolonych pierwiastkéow 1). Macierz jest diagonalizowalna, a posta¢ Jordana to macierz z
pierwiastkami jedynki na diagonali tzn A, = ¢’>**/" k € {0,1...n— 1}

Zad. A.15: Szkic dowodu jest nastgpujacy: rozwazmy réwnoS¢ dla pewnych liczb «; a, v, + ... v, =
0, jesli sa to wektory niezalezne liniowo to suma moze by¢ réwna zeru tylko jesli wszystkie a;.
Jesli zadziatamy na obie strony A — 4,1, wyraz z v; si¢ skasuje, a pozostatych mozemy zastapi¢
macierz przez (4; — 4;) (patrz wskazowka). Jesli bedziemy teraz to powtarzac, po kolei mozemy
kasowac wektory wlasne, jesli pomnozymy rownos¢ przez A — 4,1 dla wszystkich j poza pewnym
Jo skasujemy wszystkie wektory poza jednym i dostaniemy [ i jo(/l i, — Apa; v, = 0. Poniewaz z
zatozenia wartosci wlasne sa parami rozne, to a; musi si¢ rownac 0, poniewaz jest to prawda dla
dowolnego jj,, wnioskujemy ze wszystkie a; = 0, wigc jest to uktad LNZ.
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B Zadania dodatkowe: Formy kwadratowe

Zad. B.1

Znajdz sygnaturg 1 baz¢ diagonalizujaca dane formy kwadratowe Q : V' — R dla

a) V =R3, Q(x) = x? + 2x,x, + 2x5 + 4x,x; + 5x3

b))V =R* O®x) = x% + 3x§ + 10x§ + 2x,%, + 6x,x3 + 4x,x, + 2x,x3 + 8x,%, + 12x;3x,
OV =R20(X)= Tr((? }) XTX>

d)V =R,[], O(v) = /01 v(t)v(l —t)dt

e)V = {x € R*x, +x, + x5+ x, = 0}, O(x) = 9(x} — x3) + 5(x3 — x3)

Zad. B.2

W zaleznosci od warto$ci parametru a € R znajdZ sygnature formy kwadratowej, ktdrej macierz to

9a -3 V3(Ga—1) 3(a+2a—1)
V3Ga—-1) a*+9a -1 \/§(2a2+4a—1)
3(2+2a—1) V3(2a>+4a—1)  6a>+6a—3

Zad. B.3

Niech V = R?, znajdz sygnature i baze diagonalizujaca forme kwadratowa Q : V — R w zaleznosci od
parametru r € R

O(x) = 1x] + 2X,X, + 2X, X3 + x5 + 2x,X; + 1X3

Zad.B.4
Niechn > 1, V, = R". Rozwazmy formy kwadratowe P,,Q, : V = R

P(x)= Z min(i, j)X;X;

ij=1
n
0,(x) = ) max(i, j)xx;
ij=1

Oblicz rzedy 1 sygnatury powyzszych form, dla jakich wartosci n istnieje F' € End(V)), taki ze Q ,(F(x)) =
P,(x)

Zad. B.5
Niech V' = R®. Rozwazmy formy kwadratowe P,Q : V — R

P(x) = 5x% +2x,%x, + 2tx, x5 + x%

— 2 2 2
O(x) = x| — 2x1x, — X; — X3

Dla jakichr € R
a) P(x) > O(x) dlakazdego0 #x €V
b) P(x) > O(x) dla kazdego x € V'



Zad. B.6
Niech V' = R®. Rozwazmy formy kwadratowe P,Q : V — R

P(x) = 3X% +4x,x, +4x,x5 + 2x,Xx5 + x%
O(x) = x7 +4x,X, + 2x,x3 + 5X; + 4x,x;5 + 1x]

Dla jakich ¢ € R istnieje liniowy operator F : V — V/, taki ze P(x) = Q(F(x)), podaj wzér na F dla
tych ¢



Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

WSKAZOWKI

B.1: Zadanie analogiczne do zadania 6.1, zastosuj algorytm Lagrange’a by znaleZ¢ sygnaturg i
wspétrzedne diagonalizujace, a nastgpnie znajdz nowa baze

B.2: Strategia jest podobna do zadania 7.2, kryterium Sylvestera pozwala znaleZ¢ sygnaturg jesli
minory sa rézne od zera. W pozostatych przypadkach trzeba uzy¢ algorytmu Lagrange’a

B.3: Nalezy wykorzysta¢ algorytm Lagrange’a, bo kryterium Sylvestera daje nam tylko informacje
0 sygnaturze i nie jest przydatne przy szukaniu bazy diagonalizujace;j

B.4: Sprébuj uzyd kryterium Sylvestera, sprytna redukcja wierszowa pozwala tatwo obliczyé wyz-
naczniki

B.5: Rozwaz P(x) — OQ(x), (czy jest to forma kwadratowa?) jak warunki z a) i b) thumacza si¢ na
sygnatur¢ nowej formy kwadratowej?

B.6: Parametr f pojawia si¢ tylko w formie Q(x) przy wyrazie x5, wigc tatwo zdiagonalizowac obie
formy algorytmem Lagrange’a



ODPOWIEDZI

Zad. B.1: Baza diagonalizujaca nie jest jednoznaczna, ponizej przyktadowe odpowiedzi
a) sygnatura (3,0), przyktadowa baza diagonalizujaca f, = e, f, = —e, + e,, f3 = 2e, —2e, + e,
b) sygnatura (2,2), przykladowa baza diagonalizujaca f|, = e, f, = —e; + e,, f3 = —4e,; + e, +
ey, fu=-9e +e,+2e;+e,

c¢) sygnatura (2,2), przyktadowa baza diagonalizujaca f| = <O 1> = <1 _1> ,f= <0 0) s fa=

00 0 O 01
0 O
1 -1

d) sygnatura (2,1), przyktadowa baza diagonalizujaca f, =1, f, =1 — %, fi=(x— %)2 - 11—2
e) sygnatura (2,1), przyktadowa baza diagonalizujaca f| = Se; — Se, + 9e; — 9e,, f, = Se; — e, —
363 —64,f3 = el _5e2 +e3 +3e4

Zad. B.2: Minory to
D, =9(a - l)
3
D, =9+ 1)a(a - %)
D, =9(a+ 1)’a*(a—1)(a—2)

Daje to nam sygnature dla a ¢ {-1,0, %, %, 1,2}, dla tych przypadkéw nalezy uzy¢ algorytmu
Lagrange’a dopelniania do kwadratu

parametr |a<—-1| a=-1 | -1<a<0 a=0 0<a<% azé
sygnatura | (2,1) (0,1) (0,3) 0,1) 2,1 2,1
%<a<§ a=§ §<a<1 a=1 l<a<?2 a=2 2<a

(2,1) (2,1) (2,1) (2,0) (3,0) (2,0) (2,1

Zad. B.3: Algorytm Lagrange’adlat # 0it # —1 daje nam

1 1\ 1 1 , P4t—-2, 5 1., @=D+2) ,
Q(X) =1 (Xl + ?Xz + ?X3> + (t - ?)(XZ + t+—1x3) + H_—1X3 = tyl + (t - 7))72 + H—1y3
Sygnatura zalezy od znakow wspotczynnikéw ¢, (¢t — %) 1 (’_ijr%z) Musimy oddzielnie rozwazy¢

przypadkit =—-11¢t=0
O(x) = —=(x; —x, — x3)2 + (x, + x3)2 —(x, — x3)2 dlat=-1

Q) =203, + 3%, + 33" = 3, = x;) = 26} dlar =0

Mamy nastgpujace przypadki sygnatury

parametr |t < —2 =-2 | -2<t<—-1 =-1

sygnatura (0,3) (0,2) (1,2) (1,2)

-1<t<0] r=0 |0<1t<1 t= 1<t
(1,2) (1,2) (1,2) (1,0) 3,0)




Baze diagonalizujaca otrzymujemy odwracajac macierz A dajaca zwiazek migdzy nowymi i starymi
wspotrzednymi y = Ax, jej kolumny to elementy bazy diagonalizujacej

-

fi=e
1
<f2=_;91+92 dlar#0At# -1
- _ 1, _ 1
\f3 =4 1+ze2+e3
fi=e¢
1
1
kf3 = 5(92_93)
fi=e+e;
1 1
fi=e —e;—e

Zad. B.4: Sygnatura P, to (n,0), a sygnatura Q, to (1,n-1). F istnieje tylko dla n = 1 i jest dane wzorem

F(x)=x

Zad. B.5: OdpowiedZ na to zadanie uzyskujemy badajac sygnatur¢ formy kwadratowej P(x) — O(x),

warunek a) bedzie spetniony jesli sygnatura jest réwna (3,0), a warunek b) jesli sygnatura (p,q)
spetnia ¢ = 0. Podpunkt a) bedzie spetniony dla —2 <t < 2, a podpunkt b) dla -2 <t <2

Zad. B.6: Po zdiagonalizowaniu algorytmem Lagrange’a otrzymujemy (w P(x) najpierw uzupelniamy

kwadrat z x5, a w Q(x) najpierw x,; dla tadniejszych postaci wynikow)

P(x) = (x5 + X, +2x))° + 4x; — X7

0 = +20+y)+y;+ (@ —Dy2

F bedzie istniat tylko dla ¢ < 1 kiedy sygnatura obu form to (2,1). Zeby znalez¢é posta¢ F mozna
przyrownac kwadraty, jesli ponizsze bgdzie zachodzi¢, mozemy by¢ pewni ze P(x) = Q(y) jesh
y=Fx

-

1
Y+ 2y, + ¥y = x5+ X, + 2x y1=<2— 1_>x1—3x2+x3

t
y2=2x2 —)<y2=2x2

Macierz F jest rbwna

2L 3
1—¢

F = 0 2 0

! 0 0




C Zadania dodatkowe: Iloczyn skalarny

Zad. C.1

Niech V' bedzie przestrzenig wektorowa z iloczynem skalarnym, a W jej podprzestrzenia. Znajdz baze¢
ortonormalng W w podanych przypadkach

1) (0) (O
a) V = R* ze standardowym iloczynem skalarnym i W = { ik ; o )
0) \0) \1

b) V' = R;[-] z iloczynem skalarnym (w|v) = w(—1)v(—1) + w(0)v(0) + w'(0)'(0) + w()v(1) i W =
(x+1,x%,x%)

c) V = C([-1, 1)) (funkcje ciagte na odcinku [—1, 1]) z iloczynem skalarnym ( f|g) = f_ll f(x)g(x)dx i
W =(1,x+1,]|x]|,sin(x))

Zad. C.2
0\ (0) (-2
) ) . ) ) ) 2110 2
W czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej ptaszczyzna I, przechodzi przez punkty 2 |
1 1 1
1) (3) (-1
) ) 2112 5
natomiast plaszczyzna I1, przechodzi przez punkty 41317 6
8) \8 6
a) Czy plaszczyzny sa rownolegle?
b) Jaka jest odlegtos¢ miedzy ptaszczyznami?
Zad. C.3
Rozwazmy proste w R*
0 1 1
7 1 0
L=l 17 0P
2 1 -1

Znajdz ptaszczyzng I1 zawierajaca punkt x = ispelniajaca I1 L L, 1IN L, =0

4
1
3
1

Zad.C4
W przestrzeni R? rozwazmy proste
1 2 a
L =|-1{+{(-2) L,={b|eRa+b=1b—-2c=28)
5 -1 c



Znajdz prosta L C R taka, ze odlegtos¢ L od L, i L,to3,0oraz L L L, L,

Zad. C.5
Niechn > 1,0 # v € R", oraz a € R. Zdefiniujmy

A ={x eR"(x|v) =a}

Znajdz wzor na odlegtos¢ punktu y € R” od zbioru A

Zad. C.6

W przestrzeni wektorowej R,[-] z iloczynem skalarnym

1
(Ulw)z/ v(t)w(t)dt

1

Wyznacz odlegto$¢ wielomianu
wy=1+t+2+1
od ptaszczyzny wielomianéw

_ w” (D=15w()=w" (-1)=15w(-1)
1= {w € R3[']|2w”(1)+20w’(0)+12w(0)=9<w|1)—2}

Zad. C.7

Oblicz objetosé (czterowymiarowa) czterowymiarowego rownolegloScianu w czterowymiarowej przestrzeni
Euklidesa, ktorego jeden wierzchotek w pewnym uktadzie kartezjariskim ma wspoirzgdne

za$ wierzcholki majace wspOlng krawedZ z a maja wspotrzedne

5 5 6 7
3 9 9 6
b=[o <=[7] 4=1s| €=]|s
1 2 3 4

Jaka jest objeto$¢ (tréjwymiarowa) jego ,,Sciany bocznej” zawierajacej wierzchotki abed

Zad. C.8

Niech V' = R,[-], sprawdzi¢, ze nastepujacy operator P jest rzutem, znajdZ jego obraz i jadro
Po)®) =v(2)+ (-2)0(2) + %(t —2)%5(2)

2



Zad. C.9

Znalez¢ wartoSci 1 wektory wlasne podanych macierzy A. Sprawdzié, ze jest to macierz normalna, oraz
znalez¢ ortonormalng baze przestrzeni C? ztozona z jej wektorow wilasnych i jej rozktad spektralny

4 5 3 -4 3 40 1 i I+i
a) (—i 4> b)|5 5 0 )0 0 5 d) i I —-1-i
0 4 8 -4 3 0 —1—i 1+i 2-2i

Zad. C.10

Niech v, w bedzie parg ortogonalnych unormowanych wektorow w przestrzeni unitarnej. Dla kazdego z
operatorow

A=lv)(v] B =v)y(wl  C=|v){w|+|w) |
D =|v)(w| - |w)(v] E = o) (w| +ilw)v]  F=|v){w|+2|w)(v|

sprawdzié, czy operator jest normalny, hermitowski, unitarny

Zad. C.11

Czy istnieje w przestrzeni C? iloczyn skalarny taki, ze operator okreslony wzorem F(x) = <_2 1 421) X

jest: a) normalny; b) samosprzgzony

Zad. C.12

Niech A € R’, udowodnij ze dla n = 3 zachodzi nastgpujacy wzor
det(A) = é (2Tr A> = 3Tr A’ Tr A + (Tr A))

Jakie bylyby analogiczne wzory dla n = 2 1 n = 4 wyrazajace wyznacznik przez Slady?

Zad. C.13

Dana jest forma kwadratowa Q na przestrzeni euklidesowej R*
O(x) = x% + 2%, %, + 2%, X5 + 2x,x, + x% — 2X,X3 — 2X,X, + xg —2x3%x, + xi

Znalezé

a) macierz B formy kwadratowej Q

b) bazg ortonormalng diagonalizujaca O

¢) macierz ortogonalna O taka, ze macierz O~!' BO jest diagonalna
d) sygnaturg formy kwadratowej O



Zad.
Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

WSKAZOWKI
C.1: Zastosuj algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta

C.2: Kiedy dwie proste sa réwnolegle? Jaki daje to warunek na opis parametryczny? Jak to uogdl-
ni¢ do przypadku dwoch plaszczyzn?

C.3: Wygodnie jest poszukac opisu parametrycznego tej ptaszczyzny I1 = y,+W, jaki jest wygodny
wybor x,? Jakie warunki na podprzestrzefi W narzuca treS¢ zadania?

C.4: Wygodniej najpierw zapewnié¢ drugi warunek, a potem pierwszy, pracujac w opisie parame-
trycznym

C.5: Znajdz RORJ i zgadnij RSRN, by znalez¢ opis parametryczny

C.6: Zadanie jest analogiczne do probleméw w R”, cho¢ bardziej abstrakcyjne, strategia jest taka
sama. ZnajdzZ opis parametryczny ptaszczyzny i przeprowadz ortogonalizacj¢ Grama-Schmidta na
odpowiednim zestawie wektorow.

C.7: ObjetoSci mozna obliczy¢ znajdujac macierz Grama

C.8: Skorzystaj bezposrednio z definicji rzutu, zadanie mozna zrobi¢ bez reprezentacji macier-
zowej, ale mozna si¢ nig wspomoc

C.9: Zadanie jest w petni analogiczne do 13.1
C.10: Zastosuj |v)" = (]
C.11: Co wiemy o diagonalizacji operatoréw normalnych i samosprz¢zonych

C.12: Co gdyby macierz A bytaby diagonalizowalna? Czy jesli nie jest diagonalizowalna, poprzedni
argument przestaje dziatac?

C.13: Zadanie to jest kombinacja wiedzy o macierzach formy kwadratowej omowionej przy okazji
kryterium Sylvestera, oraz diagonalizacji macierzy normalnych



ODPOWIEDZI

Zad. C.1: Stosujac algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta, by dostaé bazg ortogonalna, a nast¢pnie
normalizujac wektory otrzymujemy odpowiedZ. Ponizej przyktadowe bazy (jesli do algorytmu
"wrzucimy" wektory z zadania w innej kolejnoSci dostaniemy rownie dobre, ale inne bazy)

1 -1 1
vzl Vel 1| viz|-1
0 0 3

b) %(x + 1), ﬁ(?)xz —x—1), %(2x3 +x2—x—-1)

1 3 \/_ 1y 3x(cos1—sin 1)+sin x
C) —=, 1/ 2x, V6(|x| — o), m——2=n
) \/5’ \/; 5 (l | 2)’ _5+%Sin2

Zad. C.2: Mozemy wprowadzié opis parametryczny

0 (0)(2 1y (-2) (2

2| 210 2| foll-3
M= Qo= ® =[] -2)

i) Lo) o 8) lo){2

Plaszczyzny nie sa réwnolegte, bo dwuwymiarowe podprzestrzenie z postaci parametrycznej sa
rozne, fatwo to zobaczy¢ badajac wymiar obrazu tych czterech wektorow. Okazuje si¢ ze

o 2 -2 2

.. 2 0 0 =3
dimim 1 -1 1 - =3

O 0 o0 2

Mimo to ptaszczyzny si¢ nie przecinaja, poniewaz ich odlegtos¢ od siebie jest rowna 7. By szybko

obliczy¢ ta odlegtos¢, mozna znalez¢ dopetnienie ortogonalne wyzej wskazanego obrazu, ktdre jest
jednowymiarowa podprzestrzenia i zastosowaé wzor na odlegtosc %.

Zad. C.3: Mamy II = x + (v, v,), nasz wyszczeg6lniony punkt to x z tresci zadania, zeby pozostate

0
warunki byty spetnione wektory v,, v, musza by¢ prostopadie do _1 | | 0znacza to, ze
0
0 1y (0} (O
I\ _ /0] |0 |1
Ul’ UZ =] ( _1 > - < O s O s 1 >
0 0) \1)\0

Mozemy wybraé sobie v,, v, 1 sprawdzi¢ czy warunek nie przecinania L, bedzie spetniony, niech

Xy

+ 1) (0

1 0|0 1
H—3+(0,0)— 3 x,xs €ER
1 0) \1 Xy



Ewidentnie ta plaszczyzna nie ma punktéw wspolnych z P, = x€eR

Zad. C.4: L, ma opis parametryczny

1 2
—4 -1

Drugi warunek oznacza, ze wektor wyznaczajacy kierunek L jest prostopadly do wektora kierunku
L, 1 L, (sa rownolegte, wiec to jeden wektor). Mozemy sprytnie skonstruowa¢ odpowiedz, niech
v - wektor kierunku prostej L bedzie sktadowa A (wektora taczacego L, 1 L,) prostopadia do v, =
1
v, (wektorow kierunkow prostych L, 1 L,). Jesli wybralibySmy x, = | O | mielibySmy prosta
—4

prostopadta do L,, L, przechodzaca przez nie, my chcemy by byla w odlegtosci 3 od obu tych
prostych, wigc mozemy przesunac ja o 3 w kierunku wektora n = v X v, dodajac do x, trzykrotnos¢
znormalizowanego wektora 7. Daje to (paskudny wynik)

1 689 — 57 -14
L=—— -54 +{ 23 |)
VO8I _44/689-6) \-74
Zad. C.5: Opis parametryczny A to A = —v + (v)*, mozemy zastosowaé wzor na odleglosé Kalm)

lloll Il
gdzie n = v to wektor prostopadly do podprzestrzeni wyznaczajacej "kierunek" ptaszczyzny. Odlegtosc

jest dana wzorem %
v

Zad. C.6: Opis parametryczny
=1+ (=1 + 3¢, =3t + 5¢°)

Wektor prostopadty do ptaszczyzny taczacy ja z punktem y uzyskujemy z ortogonalizacji Grama-
278

Schmidta 1 + %t Odlegtosc jest rowna jego dtugosci, czyli é 3

Zad. C.7: Macierz Grama jest rowna

243 334 358 329
334 487 517 456
358 517 550 488
329 456 488 446

Gb—-a,c—a,d—a,e—a)=

Objetosc to pierwiastek jej wyznacznika \/ det G(b — a,c — a,d — a,e — a) = 7, natomiast objetos¢

Sciany bocznej mozna obliczy¢ z mniejszej macierzy Grama \/ detG(b—a,c —a,d —a) = \/2103

Zad. C.8: Jadro i obraz mozemy znaleZ¢ zastanawiajac si¢ jakie wektory mozemy otrzymac, a jakie sa
zerowane

ker P = ((t —2)% (t — 2))
imP = (1,(t - 2),(t — 2)%)

6



Zad. C.9: a)

123’ U]:L<_ll>
V2
A=3, 01=L<i>
V2
1 (1 =i 11 i
Pl‘i(i 1) PZ‘E(—:‘ 1)
(i ;>=3Pl+51>2
b)
(2
V3l 1
(1=
A=9-3i, v,=—|1-3i
Vel 4
(13
A=9+43i, vy=—| 1+3i
Vel 4
4 -4 2 | 5  4-3i —2-6i
2 -2 1 —2+6i 2+6i 8
| 5 4430 —2+6i 53 —4
P=o| 4-3i 5 246 55 0|=0P +(©9-3)P,+(9+3i)P,
—2-6i 2-6i 8 04 8
c)
(1
2
. (-2-6i
A=443i, v,=——|4-3i
3v1o| 5
-2+
A=4-3i, v,=——|4-3i
3v1o| 5
(L2 2 | 8 2-6i —2—6i
P=gl -2 4 4| B=g| 246 5 4-3
2 —4 4 —2+6i 4+3i 5
| 8  2+6i —2+6i 3 40
P=o| 2-6i 5 443 0 0 5|=-5P, +@&+30)P, +(4-3i)P,
—2-6i 4-3i 5 4 30



d)

A=1+1, u3=L
V2
| I -1 —i 1 I -1 2 | 1 10
i =i 1 =2i 2i 4 0 0O
1 i 1+
i 1 —1-i|=0P,+(3=3)P,+(1+i)P,

—1—=i 1+i 2-2i

Zad. C.10: Normalne: A, C, D, E. Hermitowsko$¢: A, C. Unitarno$¢: E tylko jesli wymiar jest rowny
2 (u, w sa baza)

Zad. C.11: Wartosci wlasne to A, = 3 + i, macierz jest diagonalizowalna. Mozemy sobie zdefiniowac
taki iloczyn skalarny tak, ze wektory wtasne F sa w nim baza O.N., wtedy F bylby operatorem
normalnym (kazdy operator diagonalizowalny w O.N. bazie jest normalny). Jesli istnialby taki
iloczyn skalarny w ktérym F jest samosprzgzony, wartoSci wtasne bytyby liczbami rzeczywistymi,
co nie jest prawda. Mamy wigc a) TAK, b) NIE

Zad. C.12: Jesli macierz jest diagonalizowalna, w pewnej bazie macierz jest diagonalna i ma na diago-
nali wartoS$ci wlasne, wyznacznik jest ich iloczynem, a §lad suma. Jesli macierz nie jest diagonal-
izowalna ma posta¢ Jordana z klatkami 2 X 2 lub wigkszymi, nie zmienia to jednak tego, ze wyz-
nacznik to iloczyn wartosci wlasnych, a §lad to ich suma. Slad A* jest suma k-tych poteg wartosci
wlasnych. Uzywajac det A = A; 4,4, i Tr AF = /1’1‘ + /1’2‘ + 113‘ fatwo sprawdzic, ze

det A = A Ay Ay = é 24+ 4+ 1)

“3(AT+ A+ DA+ A+ A+ (A + 4, + 43))

= é (2Tr A’ =3Tr A’ Tr A + (Tr A))

Analogiczne wzorydlan =21n=41to

det(A) = % ((Tr A)* = Tr A?)
det(A) = i ((Tr A)* — 6(Tr A)* Tr A> + 8 Tr A’ Tr A+ 3(Tr A>)* — 6 Tr A*)



Zad. C.13: a) Macierz formy kwadratowej to

I 1 1 1
I 1 -1 -1
I -1 1 -1
I -1 -1 1

Baza ortonormalna diagonalizujaca form¢ Q jest ta sama, ktora diagonalizuje macierz B. Diago-
nalizacja formy kwadratowej wymaga by O BO bylo diagonalne, diagonalizacja macierzy wymaga
by O~! BO byto diagonalne. Dla macierzy ortogonalnych ©O~! = O i te warunki sa réwnowazne.
b) Baza diagonalizujaca Q to zortonormalizowana baza ztozona z wektorow wtasnych

1 1 1 -1
u_lO u_l 0 u—l 3 u_ll
1= 2= 37 479

T I el B

¢) Szukana macierz O to macierz zmiany bazy z diagonalizujacej do standardowej, jej kolumny to
wektory powyzszej bazy

Vo V2 1 -3
oo L |0 0 3 V3
23 0 2v2 -1 3
Vo -v2 -1 3

d) Sygnatur¢ mozemy odczyta¢ z wartosci wiasnych, mamy 2 z krotnos$cia trzy i -2, sygnatura to
3,1
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