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15 Grupa SO(n), obroty w 2D i 3D

Na koniec przyjrzymy si¢ obrotom, zaczniemy od fachowego pojecia, ktore by¢ moze juz pojawito si¢ na
fizyce

Definicja 48. Grupq S O(n) nazywamy nastepujqcy zbior z dziataniem mnozenia macierzy

S0 = { M e R:|det(M) = 1, M"M =1}

Nietrudno przekonac sie, ze faktycznie spetnione sq aksjomaty grupy (iloczyn dwaéch elementow SO(n)
nalezy do SO(n), mnozenie macierzy jest taczne, 1 to element neutralny, M jest elementem odwrotnym
i nalezy do SO(n), jesli M nalezy do SO(n)).

Grupa SO(n) to grupa macierzy n X n reprezentujacych obroty w n-wymiarowej przestrzeni (purysci
mogliby si¢ przyczepié, ze SO(n) jest abstrakcyjnym pojeciem, a wyzej zdefiniowany zbioér macierzy
to jego reprezentacja, ale bedziemy tu bardziej praktyczni). Nazwa jest skrétem od special orthogonal
group, pierwsze stowo oznacza, ze wyznacznik jest rowny 1, a drugie odnosi si¢ do tego, ze mamy
macierze ortogonalne. Mozemy rozwazac tez ogolniejsza grupg zachowujaca odlegtosci, tzw. orthogonal
group O(n)

Definicja 49. Grupq O(n) nazywamy nastepujqcy zbior z dziataniem mnozenia macierzy

oy ={M eR|M M =1}

podobnie jak przy poprzedniej definicji tatwo sie przekonad, ze aksjomaty grupy sq spetnione.

Podobnie mozna wprowadzi¢ SU (n) - special unitary group (unitarne macierze n X n z wyznacznikiem
rownym 1) 1 U(n) - unitary group (unitarne macierze n X n).

Zad. 15.1

Znajdz ogblng postac elementu SO(2). Jaki jest zwiazek takiej macierzy z fizycznym obrazkiem obrotu
o kat @?



Rozw. 15.1

Ogodlna macierz 2X2 ma posta¢ R = (Z ;) ,jesli R € SO(2), mamy nastgpujace warunki na wspotczyn-

niki (szybciej rachunkowo bedzie pracowac z RT = R~ zamiast RTR = 1)

1 = det(R) = det (Z 2) = ad — be

(£ 0)=r=r=(rs) = (4 %)

Daje nam to uktad réwnan

a=d
b=—c
a+b=1

Mamy dwa wspotczynniki a, b spetniajace rownanie tudzaco przypominajace jedynke trygonometryczna,
mozemy pokusi¢ si¢ o wprowadzenie nowej zmiennej @ i wyrazenie przez nia a, b jako a = cos(g), b =
sin(¢). Dowolny element SO(2) ma postac (dla pewnego @)

R= cos(g) —sin(p)
~ \sin(p) cos(p)

Pytanie, czy powyzsza macierz ma faktycznie interpretacj¢ obrotu o kat ¢ wokot srodka uktadu wspétrzed-
nych. Spdjrzmy, jak transformuja si¢ elementy bazy e, i e,

y Roe, o -----] L COS @

sin@t----------- R, e,

Macierz R ma faktycznie interpretacje obrotu w R2.

Zad. 15.2

Dla danych macierzy sprawdz, ze sa to macierze obrotu w R?, wyznacz o§ oraz kat obrotu

12—2—1 | 5 2 14
R==l1 2 =21 R ==—1|-10 11 2
73 2715

2 1 2 -10 =10 5



Rozw. 15.2

a) Postuzymy si¢ w tym zadaniu intuicja fizyczng. Obrot w trzech wymiarach to obrot wokot pewnej osi
(wyznaczonej przez wektor n) o kat @. OS obrotu mozemy tatwo znaleZé zauwazajac, ze jest to jedyny (z
doktadnoscia do statej) wektor, ktory jest zachowywany przy obrocie (nie obraca si¢), czyli jest wektorem
wlasnym R, n = n. Mozemy go znaleZ¢ badajac jadro

-1 -2 -1 1
ker(R —]1)=kerl 1 -1 =2|=ker Lo =({-1/
1 32 1 - 0 11 1

=n

Mozemy go sobie znormalizowaé

Jesli wybierzemy sobie baz¢ ortonormalna 7, f, f,, gdzie f,, f, sa w plaszczyznie obrotu, to macierz
obrotu bedzie miata postac

1 0 0

0 cos(p) —sin(p)
0 sin(p) cos(p)

Mozemy wykorzysta¢ wtasnos$¢ §ladu do (prawie) znalezienia kata obrotu. Jesli mamy dwie macierze
bedace macierza tego samego operatora, ale w innych bazach, to maja taki sam §lad, co wynika z jego
cyklicznoSci

Tr(M,) = Tr(SM,S™") = Tr(S™'SM,) = Tr(M,)
Zatem §lad macierzy R, jest rowny Sladowi powyzszej macierzy
1 +2cos(p) = Tr(Rl) =2

Whioskujemy, ze cos(@) = % i @ = +60°, aby ustali¢, w ktdra strong jest obrdt, mozemy spojrzeé na znak
(n X U|RIU>, dla dowolnego v lezacego w ptaszczyznie obrotu. Jesli obrét jest zgodny z reguta prawej
dtoni (przeciwny do ruchu wskazéwek zegara), powiemy ze kat jest dodatni, jesli jest w druga strong, kat
bedzie ujemny. Obroét zgodny z reguta prawej dtoni przyblizy wektor v do wektora n X v, wigc iloczyn
skalarny (ktéry przed obrotem wynosi 0) bedzie dodatni. Jesli obrot bedzie w druga strong, v oddali sig¢
od n X v i1iloczyn skalarny bedzie ujemny.

n
A

ptaszczyzna obrotu nXxv




1

W naszym przypadku mozemy sobie wybra¢ v =| 0 | (mamy wtedy (v|n) = 0), otrzymujemy
-1

1
nXv=|2
1

| 2 -2 -1} 1 1

Rlvzgl 2 =211 0]|=]1

2 1 2J1-1 0

Poniewaz (n X U|R1U> = 3 > 0, macierz R, opisuje obrét o kat 60°
b) Rozwiazanie jest w pelni analogiczne

| -10 2 14 01 2 1
ker(R, — 1) ker G -10 -4 2 |=ker (1 0 ) =(-2/
-10 -10 -10

Slad macierzy jest réwny

1+2cos(p)=TrR, = 21
15
Zatem cos(@) = é, a@ = tarccos % By ustali¢ znak, wybieramy sobie wektor prostopadly do n i liczymy

(n X v|Ryv)

2
v=|1
0
-1
nxv=| 2
5
| 5 2 14)(2 1 12
RZU=E—10 11 2 1}1 =15 -9
-10 -10 5)\0 -30
(nx v|Ryv) = —12 < 0, wigc obrét wokot osi n jest o kat — arccos é

Zad. 15.3

WyprowadZ wzor na obrét w R3 o kat ¢ wokoét osi wyznaczonej przez (znormalizowany) wektor 7 i oblicz
macierze obrotu dla

3 2
1 — () = L - _ in3
a)n—5 O4 @ =90 b)n= 7 O1 ¢ = —arcsin



Rozw. 15.3

Konstrukcja opiera si¢ na naszej nowo nabytej intuicji obrotéw w R3. Chcemy znalezé ogdlny wzor na
R(n, @) - obrét wektora v wokot osi wyznaczonej przez wektor jednostkowy n o kat ¢, mozemy podzielié
v na sktadowa réwnolegta do n - s ktora nie bedzie si¢ obracac i sktadowa prostopadta do n - v, ktéra
bedzie wykonywac obrét w dwuwymiarowej ptaszczyznie. Wygodnie bedzie rozwazy¢ jeszcze wektor
nXuv=nXxuv,,ktéry razem z n, v, tworzy baze ortogonalng R*. Niech R(n, )v bedzie wektorem v po
obrocie, mamy

R(n, p)v = R(n, (P)U“ + R(n, (P)UJ_ =0 + R(n, (P)Ul

Wz6r na obrét v, mozemy odczytaé z obrazka (korzystajac z tego, ze |[nx vl = |lall||o | = ||v.]|.
zarOwno v, jakin X v, sa tej samej dtugoScii v; po obrocie musi by¢ tez tej dlugosci)

n
A
AN

L0 = R, @)y

plaszczyzna obrotu nxv R(n, p)v,
R(I’l, (p)Ul
% UL
v ’

R(n, p)v, = cos(@)v, + sin(@)n X v
Mozemy podsumowac powyzsze fakty i korzystajac z v = (n|v) ni v, = v — v, napisa¢ wynik
R(n, @)v = v + cos(@)v; + sin(@)n X v = cos(@)v + sin(g)n X v + (1 — cos(®)) (n|v) n

Powyzszy wzoér to tak zwany wzor Rodrigues’a na obrot. Mozemy zastosowac jeszcze dwie sztuczki,
by sprowadzi¢ wzor do przyjemniejszej postaci, po pierwsze zauwazmy, ze illoczyn wektorowy v = nX v
jest odwzorowaniem liniowym, wigc mozna znaleZ¢ jego macierz N, ktora ma postac

n,v, —n,u, 0 —-n, n v

z y X
nxv=\|nyv,—nv,|=|n, 0 -—n|lv,|=Nv
n., —no, -n, n, 0 )\,



Drugi fakt jest lekko rachunkowy, okazuje si¢, ze nX(nxv) = (n|v) n—v, zwykle sprawdza si¢ go uzywajac
notacji indeksowej, ale mozemy tez postuzy¢ si¢ macierza N i wykorzysta¢ 1 = n2 + ni +n’

22
X no—n; o nn, n.n, v,
- — 2 2
nX((nxv)=Nuv=| npn, n. —n; r;ynZ . v,
n,n, nn,  —ng—nJ\v,
2
n.—1 nn, nmn, \(v,
— 2 _
=| mn, n 1 ’21y”z v,
nan,  nn, no—1J)\v,
nx
=, +n,v,+nuv)|n,|-v=_(nlvyn—v
nZ

Nasz wzor przybiera postac
R(n, p)v = v + sin(@)n X v+ (1 — cos(p))n X (n X v) = (1 + sin(p)N + (1 — cos(¢))N?)v
gdzie widzimy wzor na macierz obrotu wokot osi n o kat ¢
R(n, @) =1 + sin(¢)N + (1 — cos(p))N?

Powyzszy wzor to tak zwany wzor Rodrigues’a na macierz obrotu. Wzor ten mozna przepisac (rozpisu-
jac sinus i cosinus jako szeregi i uzywajac N> = —N)

R(n, @) = exp(¢N)

Ten wzdér motywuje nazywanie macierzy N macierzg infinitezymalnego obrotu (mocno nadprogramowa
uwaga jest taka, ze macierz N jest elementem tzw. algebry Liego 80(3) i powyzsza obserwacja jest
zwiazana z istnieniem exponencjalnej mapy z $0(3) do SO(3)). Mozemy uzy¢ tego wzoru, by obliczy¢
macierze obrotu w dwdch podpunktach

a)
1 3 1 9 20 -12
n= 3 0 @=90° R(n, @)= %5 =20 0 -15
—4 —-12 15 16
b)
(2 ; o2 35 -2
n=—|0 @ = —arcsin= R(n, @)= — 3\/5 20 6\/5
51y 5 25

2 -6v/5 21
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