Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

14 Diagonalizacja macierzy normalnych, ewolucja unitarna, wspolna
diagonalizacja komutujacych macierzy

W poprzednim zadaniu znalezliSmy rozktad spektralny trzech macierzy, przy okazji znalezliSmy ich wek-
tory i wartoSci wtasne, mozna pokusi¢ si¢ o zdiagonalizowanie ich. Dla macierzy normalnych mozna
wybraé ortonormalng baze diagonalizujaca, okazuje si¢, ze w takiej sytuacji macierze zmiany bazy sa
dos¢ szczegblne. Ogodlnie mamy

M =UDU™!

gdzie M to nasza macierz w bazie standardowej e, D to ta macierz w bazie diagonalizujaceju, aU = [id]?
to macierz zmiany bazy z u do e (poprzednio uzywaliSmy nazwy .S, ale wybiegajac naprzdd, uzyjemy tu
innej nazwy). Kolumny macierzy U to wektory wlasne zapisane w bazie standardowej, co$ co juz mamy,
dlatego tatwo ja znalezé. Macierz U~! to macierz odwrotna, ktorej policzenie jest co do zasady proste,
ale rachunkowo nudne.

Rozwazmy macierz z podpunktu b) z poprzedniego zadania, mamy jej wartosci 1 wektory wiasne
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Normalnie znalezienie U~! wymagatoby zawilych rachunkéw, ale poniewaz kolumny naszej macierzy
sa wektorami ortogonalnymi, mamy pewien "cud rachunkowy". Spéjrzmy na macierz UT i obliczmy
jej illoczyn z macierza U. Mozna skorzystaé z |u,.)T = (ui| 1 znaleZ¢ wzor na abstrakcyjnym poziomie
ket i bra, ale mozna tez stransponowac macierz U (sprz¢zenie hermitowskie w bazie ortonormalnej to



transpozycja i sprzgzenie zespolone, a nasza macierz jest rzeczywista)
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Poniewaz w skorficzenie wymiarowych przestrzeniach wektorowych UTU = 1 implikuje istnienie U~ i
UU' = 1, to nasza macierz zmiany bazy jest macierza unitarna. Ten przyktad motywuje stwierdzenie, ze
dowolna macierz zmiany bazy z bazy ortonormalnej do innej bazy ortonormalnej jest macierza unitarng.
Dodatkowo prawdziwe jest stwierdzenie w druga strone, kazda macierz unitarng mozna interpretowac
jako macierz przejscia od standardowej bazy ortonormalnej do pewnej innej bazy ortonormalnej. Bierze
si¢ to z tego, ze dziatanie macierza unitarng zachowuje iloczyn skalarny, jesli v, w to pewne wektory po
zadziataniu U mamy wektory Uv, U w, ktdre spetniaja

(Uv|Uw) = <U|UTULU> = (v|w)

Jesli bylibySmy w przestrzeni euklidesowej (przestrzeni wektorowej nad ciatem liczb rzeczywistych z
iloczynem skalarnym), iloczyn skalarny taczylby si¢ z katem pomiedzy wektorami v, w i powiedzielibySmy,
ze U zachowuje kat pomigdzy wektorami, oraz ich dlugo$¢. Fizycznie oznaczaloby to, ze U jest obrotem,

w 0gdllnej przestrzeni unitarnej nad ciatem liczb zespolonych macierz unitarna to taki "zespolony obrét",
cokolwiek to znaczy.

By zmotywowac sens rozkladu spektralnego, przyjrzymy si¢ nast¢pujacemu problemowi zainspirowanemu
mechanika kwantowa.

Zad. 14.1

Rozwazmy réwnanie w C? ze standardowym iloczynem skalarnym i baza standardowa oznaczona przez

1, 12),13)
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gdzie |¥(¢)) € C? jest wektorem zaleznym od czasu, z warunkiem poczatkowym

|¥(0)) = 1)
Operator H w bazie standardowe;j jest zadany przez macierz
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Uzasadnij, ze rozwiazanie mozna znalez¢ uzywajac operatora ewolucji
W) = U, |¥(0)) gdzie U, =e "

Oblicz operator ewolucji U, i wyznacz rozwiazanie |'W(¢)). Jak zmienia si¢ w czasie norma |W(7))?

Rozw. 14.1
Obliczmy pochodna U,, korzystamy z definicji exp macierzy
. o (itH)" —itH)"! .
iU, = ie"’” -4 Z (ZitH) = Z —iH# =-iHe" = -iHU,
dt dt dt =~ n! ~ (n—1)!
Podstawiajac do réwnania U, |¥(0)) mamy
. d . d L
i< 1W(0) = iU, [9(0) = i(=i H)U, [¥(0)) = H [¥())

Faktycznie U, pozwala nam znaleZ¢ rozwiazanie dla dowolnego ¢. Jak obliczy¢ U,? Jednym sposobem
bytoby, jak to robiliSmy na poczatku semestru, zdiagonalizowanie macierzy H i wyrazenie jej jako U DU,
wtedy exponent bylby dany wzorem

U = e—itH — Ue—itDUT
t

Mozemy jednak postuzy¢ si¢ intuicja zwigzang z rozktadem spektralnym. Mamy rozklad jedynki 1 =
P, + P,, gdzie P, to rzut na podprzestrzei wlasng z wartoScia wlasng 1, a P, to rzut na podprzestrzen
wlasng z wartoS$cia wlasng —2. Mozemy go uzy¢ do odtworzenia rozktadu spektralnego

H=Hl=HP +HP,=1P, -2P,

Gdzie korzystamy z tego, ze na podprzestrzeni wlasnej dziatanie hamiltonianem jest rOwnowazne mnoze-
niu przez warto$¢ wiasna, jest to zbiér wektoréw wilasnych o danej wartosci wlasnej. Mozna tez to
zobaczy(¢ korzystajac z postaci rzutu P, = |ﬁ1) (@t 1| i tego, zZe ket jest wektorem wlasnym, mamy

HP, =H|ﬁ1><ﬁ1| =l|ﬁ1)(ﬁ1| = 1P,

Analogicznie z P,, ktore jest suma dwoch wyrazow postaci ket razy bra. Jesli zastosujemy podobny trick
z operatorem U, dostaniemy

U[ — e—itH — e—itH]l — e—ilHI)1 + e—itHl)2 — e—il‘IP1 + e—it(—Z)l)2 — e—iIPI + eiZIPZ

Intuicja tego wzoru jest taka, ze na podprzestrzeni wtasnej dziatanie macierza H (lub ogdlnie funkcja od
niej) jest rtOwnowazne mnozeniu przez warto$S¢ wiasng (lub funkcj¢ od wartosci wlasnej). Rozwiazanie
dane jest wzorem (uzywamy macierzy rzutéw obliczonych w poprzednim zadaniu w podpunkcie b) )
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YD) = U, %)) = (P +”Py) |1) = e_n% 1]+ em% -1

1 -1
Wazna obserwacija jest ze poniewaz H jest samosprzezony mamy (—itH)" = itH' = itH, oraz UtT =
e =U_,. Czyli U,TU, =1= U,U:, operator U, jest unitarny. Czyli norma wektora |¥(z)) jest stata w

czasie, jest to fakt, ktory si¢ przyda na mechanice kwantowe;j.

Na koniec jeszcze spojrzmy na kolejny fakt zwigzany z mechanika kwantowa
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Fakt 47. Niech A, B € C! bedq diagonalizowalnymi macierzami n X n, wtedy nastgpujqce fakty sq
rownowazne: 1) A i B komutujq (tzn ich komutator [A, Bl = AB — BA jest rowny zero) 2) istnieje
baza C" ztozona z wektorow, ktore sq jednoczesnie wektorami wtasnymi A i B

Jesli ktos styszat w tekstach popularnonaukowych stwierdzenia o "stanach kwantowych z dobrze okres§lonym
spinem i energia" czy "nie mozna jednocze$nie doktadnie okresli¢ potozenia i pgedu”, to niech wie, ze
powyzszy fakt jest algebraicznym Zrodiem tych stwierdzen.

Zad. 14.2

Dane sg dwie macierze
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Czy istnieje baza ztozona ze wspolnych wektorow wiasnych M, 1 M,? Jesli tak, to znajdz ja

Rozw. 14.2
Korzystajac z faktu, wiemy ze wystarczy sprawdzié, czy nasze macierze komutuja
0011 0011
0011 0011
MM, = 1 100 MM, = 1 100
1 100 1 100

Zachodzi M\M, = M,M,, wigc wiemy, ze istnieje baza zltozona ze wspolnych wektorow wilasnych
naszych macierzy. ZnajdZmy najpierw wartoSci wlasne obu macierzy analizujac wielomiany charak-
terystyczne
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Pierwsza macierz ma dwa wektory wtasne z wartos$ciag wtasng 0 i dwa z wartoScig wlasng 2, natomi-
ast druga macierz ma dwa wektory wtasne z wartosciag wtasng —1 i dwa z wartoscig wtasng 1. Niech
v;, Uy, U3, Uy beda szukang wsp6lng baza wlasna, mozemy ustali¢ dla uwagi, ze v;, v, sa wektorami wias-
nymi M, z wartoScig wlasng 0, a v;, v, wektorami wlasnymi M| z wartoScia wiasna 2. Nie wiemy jakie
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warto$ci wlasne maja te wektory przy dzialaniu na M,, mozliwe sa wszystkie scenariusze, moze v, v,

maja warto$¢ wlasng —1, moze 1, a moze jeden ma warto$¢ wtasnag 1, a drugi —1.

Pomystem na zbadanie tego jest przyjrzenie si¢ czeSciom wspdlnym podprzestrzeni wtasnych (jader odpowied-

nich macierzy). Jesli wsrod vy, v, jest wektor wlasny M, z wartoScia wlasna —1, bedzie on nalezal do
ker(M,) nker(M, + 1), a jesli jest wSrdd nich wektor wiasny o wartoSci wiasnej 1 to bedzie nalezat do
ker(M,)nker(M,—1). Przeanalizowanie tych podprzestrzeni pozwoli nam wybrac takie wektory wiasne

M, o wartoSci wlasnej 0, ze beda tez wektorami wlasnymi macierzy M,

ker(M,) nker(M, + 1) = ker

ker(M,) nker(M, — 1) = ker

OO = = OO = =

O = = OO = =

0

0

—_—— OO = = O

0

—_——O O = = O

staty z potaczenia dwdch mniejszych, mamy

ker(M,) nker(M, + 1) = ker <(1)
00

00

ker 1 0

01

ker(M,) nker(M, — 1) = ker <(1)

Sa to wektory wlasne M, z wartoScia wiasnag 0, oraz dodatkowo v, jest wektorem wlasnym M, z wartos-
cig wlasng —1, a v, wektorem wlasnym M, z wartoScia wlasna 1. Zeby iloSci wektorow wiasnych sie
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Jak skutecznie znaleZ¢ czg$¢ wspélng jader? Zauwazmy, ze jadro macierzy to zbiér wektoréw spetni-
ajacych uktad réwnan zakodowanych przez wiersze macierzy. O czgSci wspolnej dwdch jader mozemy
mysSle¢ jako o zbiorze wektorow, ktory spetnia oba uktady réwnan, czyli jeden duzy uktad rownan pow-
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zgadzaty, brakuje nam jeszcze wektorow wilasnych M, z wartoScia wlasna 2, jeden z nich musi by¢
wektorem wlasnym M, z wartoScia wlasng —1, a drugi z wartoScia wiasna 1. Szukamy ich analizujac
odpowiednie czgsci wspdlne jader jak poprzednio
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Mamy zatem dwa brakujace wektory szukanej bazy
1 1
1 1
U= R Bt
-1 1

Latwo si¢ przekonad, ze v, v,, v5, v, faktycznie sa baza 1 sa wektorami wlasnymi zarowno macierzy
M, jak 1 M,. Dodatkowo poniewaz nasze macierze byly samosprzezone nasza baza jest ortogonalna,
moglibySmy je unormowac, by mie¢ baz¢ ortonormalna.
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