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13 Operatory normalne, hermitowskie i unitarne, rozklad spektralny
operatoréw normalnych

Zdefiniujemy sobie teraz par¢ szczeg6lnych typdw operatorow

Definicja 43. Niech V - przestrzei wektorowa (skonczenie wymiarowa), F € End(V') - operator liniowy
na V, mowimy ze F jest

e normalny jesli zachodzi F'F = FF'
o hermitowski (samosprzezony) jesli zachodzi F' = F

e unitarny jesli zachodzi F'F =1 = FF'
W przypadku gdy przestrzen wektorowa jest nad ciatem liczb rzeczywistych, zamiast nazwy operator
unitarny méwimy, ze operator, ktéry spetnia FT F = 1 jest ortogonalny

Whniosek 44. Kazdy operator hermitowski jest normalny, podobnie kazdy operator unitarny (ortogo-
nalny) tez jest normalny. W skoniczonych wymiarach, jesli F'F = 1 to obliczajac wyznacznik obu stron
dostajemy wniosek, ze det(F) # 0, czyli F~! istnieje i w zwiqzku z tym mamy

FiF=1=F'=F'=FF' =1

Nalezy sprawdzi¢ tylko jednq z tych rownosci, druga jest prostym wnioskiem

Uwaga 45 (ponadprogramowa). W petnej ogolnosci powyzsze definicje sie komplikujq, powodem jest
utrata pewnej wtasnosci, ktora zachodzi w przestrzeniach skonczenie wymiarowych. Jesli A jest macierzq
n X n, a v wektorem to Av zawsze ma sens, w nieskoniczenie wymiarowych przestrzeniach wektorowych
mamy operatory (zwane operatorami nieograniczonymi), ktore nie sq zdefiniowane na catej przestrzeni
wektorowej (majq tzw. dziedzine), przyktadem sq operator potozenia i operator pedu w mechanice kwan-
towej. Sprawia to, Ze definicja sprzezenia hermitowskiego operatora F nie jest taka prosta w przestrzeni
nieskonczenie wymiarowej. Po drugie, pojecia operator samosprzezony i hermitowski oznaczajq rozne
rzeczy, pierwsze z grubsza znaczy, 2e F = F', a drugie V. (Fvlw) = (v|Fw). Kazdy operator samo-
sprzezony jest hermitowski, ale niekoniecznie na odwrot. Po trzecie, definicja operatora unitarnego
wymaga, by F'F = 1 i FF' = 1, trzeba sprawdzi¢ obie wilasnosci, nie mamy juz réwnowaznosci
pomiedzy nimi. W szczegdlnosci sq operatory, ktore spetniajq pierwszq, ale nie drugq (nazywane sq
izometriami).

Twierdzenie 46 (rozklad spektralny). Niech V' bedzie przestrzeniq wektorowq, a F € End(V') normal-
nym operatorem liniowym na V. Wtedy F jest diagonalizowalny i istnieje ortonormalna baza przestrzeni



V' ztozona z wektorow wtasnych F. Mozemy zapisac¢ operator F jako sume rzutow, zapis ten nazywamy
rozktadem spektralnym F

gdzie A; to i-ta wartoS¢ wlasna, a P, to rzut ortogonalny na podprzestrzen wlasng zwiqzang z A; tzn.
ker(F — A;1). Dodatkowo, jesli F jest hermitowski to jego wartoSci wtasne sq liczbami rzeczywistymi, a
jesli jest unitarny to jego wartoSci wtasne sq liczbami zespolonymi o module 1

Zad. 13.1

Sprawdz, ze operator F € End(C") zdefiniowany jako mnozenie przez macierz jest normalny i znajdz
jego rozktad spektralny
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Rozw. 13.1

Procedura obliczania rozkladu spektralnego jest nast¢pujaca: krok 1 to znalezienie warto$ci wtasnych,
krok 2 to znalezienie podprzestrzeni wiasnych, krok 3 to znalezienie bazy ortonormalnej. Ostatnim 4.
krokiem jest wykorzystanie tych informacji do zapisania rozkladu spektralnego. a) krok 0: sprawdzenie
normalno$ci operatora. Mamy standardowy iloczyn skalarny, wigc sprzgzenie hermitowskie to ztozenie
transpozycji i sprz¢zenia zespolonego
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Mamy F'F = FFT
Krok 1: wartosci wlasne
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Rozwiazujemy w(1) = 0, korzystajac ze wzorOdw na zera funkcji kwadratowej, najpierw szukamy A =
(4 —i)* — 4(6 — 2i) = =9 = (3i)>. Mamy dwa zera
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Krok 2: podprzestrzenie wiasne

21 1+ w1—>w1+w2 —-1-i 1 Wy —iw, -1-i 1
Vl_ker( > <—1+i —i> - ker(—i—l 1)

i 1 + i Wy =Wy —W) i 1 + i wy—iw; —1 i— 1
Kl_ker<—1+i 2i B Lwr(-l i—l) B km?(—l i—l)

=Uy

krok 3: baza ortonormalna C2, wektory wtasne odpowiadajace roznym warto$ciom wlasnym sa zawsze
ortogonalne, fatwo si¢ przekonad, ze (u, |u2) = 0, wektory faktycznie sa ortogonalne. Musimy je jeszcze

znormalizowa¢, mamy
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Mamy zatem baz¢ ortonormalna zloZzona z u, - wektora wlasnego z wartoScia wlasna 2 + i i u, - wektora
wlasnego z wartoScig wlasng 2 — 2i.
krok 4: rozktad spektralny, wiemy ze rzut ortogonalny na podprzestrzen rozpigta przez wektor i to |@) (i,
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b) krok 0: sprawdzenie normalnoSci operatora. Mamy standardowy iloczyn skalarny, wigc sprz¢zenie
hermitowskie to zlozenie transpozycji 1 sprz¢zenia zespolonego, zauwazmy ze

4

F jest hermitowski, wigc jest normalny.
Krok 1: wartoSci wlasne
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Gdzie najpierw zauwazyliSmy, ze w(1) = 0 i wyciagn¢liSmy czynnik (4 — 1), mamy dwie wartoSci
wlasne

Krok 2: podprzestrzenie wlasne
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Krok 3: baza ortonormalna C?, wektory wiasne odpowiadajace réznym warto$ciom wlasnym sa za-
wsze ortogonalne, zeby mie¢ uktad ortonormalny musimy zortogonalizowac uktad #,, ii; ortogonalizacja
Grama Schmidta
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Mamy zatem baz¢ ortonormalng ztozona z u, - wektora wlasnego z wartoScia wlasnag 11 u,, u, - wektorow
wlasnych z wartoScig wlasng —2.
krok 4: rozklad spektralny, wiemy ze rzut ortogonalny na podprzestrzen rozpigta przez wektor i, to



|,) (@, |, a na podprzestrzen rozpieta przez il,, ii; to |ii, ) (@, | + |ii3) (43|, mamy zatem
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MogliSmy oszczedzi¢ sobie rachunkéw i znalezé P, korzystajac z tego, ze i, il,, i, to baza mamy P+ P, =
1. P, mogliSmy znalez¢ ze wzoru P, =1 — P,

c¢) krok 0: sprawdzenie normalnosci operatora. Mamy standardowy iloczyn skalarny, wiec sprz¢zenie
hermitowskie to ztozenie transpozycji i sprz¢zenia zespolonego, zauwazmy ze
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F jest hermitowski, wigc jest normalny.
Krok 1: wartoSci wlasne
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Gdzie najpierw zauwazyliSmy, ze w(1) = 0 1 wyciagngliSmy czynnik (4 — 1), mamy dwie wartoSci
wilasne

Krok 2: podprzestrzenie wiasne
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Krok 3: baza ortonormalna C?, wektory wlasne odpowiadajace réznym warto$ciom wiasnym sa za-

wsze ortogonalne, zeby mie¢ uktad ortonormalny musimy zortogonalizowac uktad @, i, ortogonalizacja
Grama Schmidta
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Mamy zatem baz¢ ortonormalng zlozona z u,, u, - wektory wlasne z wartoScia wilasna 1 1 u, - wektora
wlasnego z wartoScia wlasng —2.

krok 4: rozktad spektralny, wiemy Ze rzut ortogonalny na podprzestrzen rozpigta przez wektor 4, i, to
|a,) (@] + |a,) (@, |, a na podprzestrzeri rozpieta przez i to |i;) (i;|, mamy zatem
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MogliSmy oszczedzi€ sobie rachunkow i znalez¢ P, korzystajac z tego, ze i, il,, li, to baza mamy P+ P, =
1. P, mogliSmy znalez¢ ze wzoru P, =1 — P,
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