Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

12 Sprzezenie hermitowskie, rzuty ortogonalne, notacja bra-ket

Na poczatek pewne przypomnienie, algebra z geometrig Il jest przedmiotem, w ktdrym zajmujemy si¢
skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi, ponizsze poj¢cia moga zosta¢ uogdlnione do
nieskoriczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych, ale jest to material na inny przedmiot. Niestety
mechanika kwantowa "dzieje si¢" w nieskoriczenie wymiarowych przestrzeniach wektorowych, wigc in-
tuicje ktérych tutaj nabierzemy moga zawodzi¢, cho¢ powinny by¢ wystarczajace dla wigkszosci sytu-
acjl.

Definicja 32. Niech V,W bedq przestrzeniami wektorowymi z iloczynem skalarnym (zwykle bedziemy
rozwazac¢ V.= W ). Sprzezeniem hermitowskim operatora liniowego (macierzy) A € L(V , W) nazywamy

jedyny taki operator A" € L(W,V) (czytaj "a krzyz", lub po angielsku "a dagger”, jest tez czasem
oznaczany symbolem A* w tekstach matematycznych), dla ktorego zachodzi

Voev wew <ATW‘U>V = (w|Av)y,

gdzie (-|-)y, jest iloczynem skalarnym na przestrzeni wektorowej W, a (:|-), iloczynem skalarnym na
przestrzeni wektorowej V.
Dziatajac na obie strony réwnosci z definicji sprz¢zeniem zespolonym i korzystajac z (x|y) = (y|x)

otrzymujemy réwnos¢

Voev wew <U)ATW>V = (Av|w)y,

Sprzgzenie hermitowskie pozwala nam "przerzuci¢" operator na druga stron¢ iloczynu skalarnego, ta
operacja pojawia si¢ nagminnie w mechanice kwantowej 1 jest niemal tak powszechna jak dodawanie 1
mnozenie.

Fakt 33. Sprzezenie hermitowskie ma nastgpujqce witasnosci. Oznaczenia: V., W, W, - przestrzenie wek-
torowenad C, A,Be L(V,W),Ce L(W,W,), a,p €C

e (AN =24

o (4)"=(a)

o (aA+pB) =aA" + BT
e (CA) = AfCt



Przyklad 34. Znajdimy sprzezenie hermitowskie operatora na C? (ze standardowym iloczynem skalarnym
i bazq e, e,) danego macierzq
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Z definicji mamy, ze dla dowolnych wektoréw v, w € C? zachodzi { ATv|w) = (v|Aw), mozemy znalez¢
z definicji A" analizujqc prawq strone réwnania i przeksztatcajqce jq do postaci (D|w)
RHS = (v|Aw) = <U e, + u2e2‘(1w1 +iw,) e + (=3w; + (1 + Hw,) e2>
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Poniewaz A" jest jednoznaczne, mozemy by¢ pewni, ze macierz, ktérq otrzymalismy to szukane AT
Okazuje si¢, ze mozna uog6lni¢ powyzszy przyktad do nastepujacego faktu

Fakt 35. Niech V,W - przestrzenie wektorowe 7 bazami ortonormalnymi e, f, a F € L(V,W) - op-
erator liniowy z V do W. Jesli [F ]g Jjest macierzq operatora liniowego F w bazach e, f, to macierz

T
operatora FT jest dana wzorem [F "']j( = <[F 17 ) . Tzn jesli pracujemy w bazach ortonormalnych, to by
dosta¢ macierz sprzezenia hermitowskiego wystarczy zadziatac transpozycjq i sprzezeniem zespolonym
(w dowolnej kolejnosci)

Definicja 36. Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq. Rzutem nazywamy operator P € End(V') spetni-
ajqcy P = P?. Dodatkowo, jesli spetnione jest P = P', P nazywamy rzutem ortogonalnym
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Nie jest ona macierzq rzutu ortogonalnego, bo

+
-3 =2 -3 6
T — —
w=(T7)=(3 0
Fakt 38. Jesli P jest rzutem na przestrzeni wektorowej V', zachodzi V- = ker P @ im P (przestrzen

wektorowa jest sumq prostq jqdra i obrazu rzutu), tzn dowolny wektor v € V ma jednoznaczny rozktad
U = Uy, + Uy, 8dzie vy, € ker P, v, € im P. Mamy dodatkowo wzory na sktadowe v: v, = (1 — P)v,

Przyktad 37. NiechV =R? A = < > Jjest macierzq rzutu. SprawdZmy to



v, = Pv. Mozna je wyprowadzic¢ korzystajqc z faktu, ze v, ., jest elementem jadra (P w dziataniu na v,,
daje zero) i v, jest elementem obrazu (jest postaci Pw dla pewnego w)

Pv= Puy, +Pv, = Pu,=PPw=Pw=u,
——

=0
Uker:U_Uim:(]l_P)U

Jesli rzut jest ortogonalny, zachodzi dodatkowo ker P = (im P)* (jadro jest dopetnieniem ortogonalnym
obrazu i vice versa). Okazuje sie, ze 1 — P tez jest rzutem, bo (1 — P> =1 —2P + P> =1 — P. Jest on
zwany dopetnieniem rzutu P, mamy im(1 — P) = ker P i ker(1 — P) = im P

-3 =2
6 4
wspomaoc redukcjq wierszowq, a szukajqc obrazu redukcjq kolumnowq

Przyktad 37 (cd). Znajdimy jgdro i obraz rzutu A = . Przy szukaniu jqdra mozemy sie

ker(A) = ker (3 2) = ( <_23> )

vy, U, to liniowo niezalezne wektory, wiec R? faktycznie jest sumaq prostq jadra i obrazu rzutu (te wektory
tworzq baze). Dodatkowo tatwo sie przekonujemy, Ze nie sq one swoimi dopetnieniami ortogonalnymi
(rzut nie jest ortogonalny), <U1|02> =-8#0

Definicja 39. Notacja bra-ket (notacja Diraca), uzywana w mechanice kwantowej, to sposob zapisywania
elementow przestrzeni wektorowej i dualnej. Mozemy to sobie wyobrazi¢ tak, ze dzielimy napis {(v|w)
(zwany braket po angielsku) na dwie czesci, lewq (v| zwanq bra, oraz prawq |w) zwang ket. Formalnie
mamy przestrzen wektorowq V' z iloczynem skalarnym (-|-), ket jest oznaczeniem na element przestrzeni
wektorowej w € V, piszemy |w). Przyporzqdkowanie to jest liniowe, tzn |0:w1 + fw,) = «a |w1) +
p |w2). Natomiast (v| to taki obiekt, ktory moze zadziata¢ na ket (element przestrzeni wektorowej) i
daje w rezultacie element ciata C. Takie obiekty nazywa sie elementami przestrzeni dualnej V* (czyli
(v] € V*i(v| : V - C), to odwzorowanie jest dane wzorem (v| . |w) — (v|w). Ta notacja utatwia
bardzo rachunki. Jesli pracujemy w bazie ortonormalnej {e,,e,, ... e,} moZemy zapisa¢ w reprezentacji



macierzowej bra, ket, iloczyn skalarny oraz operatory liniowe

Ww=uw.e +wye+..+w,e, V=06, + e+ ...+ 0,8,
w
wy = |2 Wl =(o, 9 - 7,
wn
w;
(vlwy = (0, b, 0,) ufz = 0,w, + Oyw, + ... + D,Ww,
w,
w w0; w0, w0,
) (0] = u:)z (’71 By - Dn): wz:ﬁl wz:zj2 wz-ljn
w, w0y w0y - Ww,0,

Obiekt |w) (v| moze dziata¢ na element V', bra w dziataniu na wektor daje nam liczbe zespolong, wiec w
rezultacie otrzymujemy ket pomnozony przez liczbe, czyli element przestrzeni wektorowej, dziatanie to jest
liniowe, wiec |w) (v| € End(V') (ket razy bra jest endomorfizmem - odwzorowaniem liniowym z V do V'),
ma wiec macierz, ktora jest obliczona powyzej. Dodatkowo dla operatoréw liniowych |w) (v| zachodzi

(lw) ()" = |v) (w]

Zad. 12.1

Sprawdzié, ze wektory
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stanowia baze ortonormalna przestrzeni C* ze standardowym iloczynem skalarnym. Dla kazdego wektora
1 pary wektoréw znajdZ macierz rzutu ortogonalnego na podprzestrzen rozpigta przez ten wektor/wek-
tory



Rozw. 12.1

Korzystajac z tego, ze g% = % = lmamy
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Uktad u, v, w jest istotnie baza ortonormalna (dim C* = 3). Zeby znaleZ¢ rzuty ortogonalne na pod-
przestrzenie rozpiete przez te wektory postuzymy si¢ notacja bra-ket (oznaczenia, P, - rzut na pod-
przestrzen rozpigta przez u, podobnie P, i P,). ZastanOwmy si¢, jakie wiasnoSci ma operator liniowy
lu) (u|. Po pierwsze jest to rzut ortogonalny, bo (|u) (u|)* = |u) (ulu) (u| = |u) (u|, oraz (Ju) (u])’ =
|u) (u|. Jego obrazem jest przestrzen rozpigta przez u, bo jesli zadziatamy nim na dowolny wektor v’ € V,
dostaniemy |u) pomnozony przez stata

Clue) Cul) |y = |u) Culu’)
——

eC

Poniewaz to rzut ortogonalny to jadro jest zbiorem wszystkich wektoréw ortogonalnych do u (widac to tez
z powyzszego rachunku, warunek nalezenia do jadra to (u|u’) = 0). Mamy przepis na rzut ortogonalny
na podprzestrzen rozpigta przez wektor u, jest to P, = |u) (u|, analogicznie dla P, i P,

+

i

1+i 1 1
L+ 1Ly
_ _ %+i 1-i 1-i 0)= 21 12
P, = u)(u| = - > T3 =l-3 3 0
0 0 0 0
1 L1
% 1 1 1—i 4]1 411 lil
r=e=5G 5 5)=li i ¥
IES o 1
2 4 4 2
_1 I
tlr 1 1 i i
P=lwywl =|-1|(-4 -4 H)=[ 1 1 -H
_te

)
N
=
N =

Zauwazmy, ze zachodzi P, + P, + P, = 1, jest to przyklad tak zwanego rozktadu jedynki. Chcemy
jeszcze znaleZ¢ rzuty na podprzestrzenie rozpigte przez pary wektordw, przeanalizujmy najpierw rzut na



(u,v), oznaczmy go P, . Mozemy podej$¢ do tego na dwa sposoby: I sposob: zauwazmy, ze skoro
u, v, w to baza ortonormalna, to {(u, v)* = (w). Poniewaz jadro i obraz rzutu ortogonalnego sa swoimi
dopetnieniami ortogonalnymi, to im P, , = (u, v), ker P, , = (w). Z drugiej strony dopelnienie tego rzutu
spetnia im(1 — P, ) = ker P, , = (w) = im P, i ker(1 — P, )) = im P, , = (u,v) = ker P,. Rzut P, ,
jest zwigzany z rzutem P, wzorem P, , = 1 — P,. Innymi stowy suma rzutu ortogonalnego na pewna
podprzestrzeri W i rzutu ortogonalnego na jej dopehienie ortogonalne W+ wynosi 1, Py, + Py, = 1. 11
sposob: mamy rzuty P, i P,, mozna si¢ zastanowiC czy jest jaki$ zwigzek pomigdzy nimi i rzutem P, .
Okazuje sig, ze P,+ P, = P, . Sprawdzmy to, po pierwsze czy ich suma jest rzutem ortogonalnym?

(P,+P) =P+ P>+ PP,+PP,=P,+P,+u) (uv) (v|+]|v) (vlu) (ul=P,+P,
N—— N~——

=0 =0
(P,+P) =P +P' =P +P,

Zgadza sig, ich suma jest rzutem ortogonalnym. Czy P, + P, jest faktycznie rzutem na podprzestrzef
(u, v)? Zadziatajmy rzutem P, + P, na dowolny wektor x

(P, + P)|x) = P,|x) + P, |x) = [u) (ulx) +v) (v|x)
—— ——

eC eC

Obraz to podprzestrzen rozpigta przez u,v Mamy ker(P, + P,) = (w) i im(P, + P,) = (u,v), wigc
faktycznie P, + P, = P, . Stosujac dowolna z tych metod obliczamy
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Mozemy sobie podsumowac ogdlne wersje faktow, ktérych uzyliSmy (wyprowadziliSmy) w powyzszym
zadaniu

Fakt 40 (rozklad jedynki). Niech e, e,, ... e, bedzie bazq przestrzeni wektorowej V', zachodzi wtedy

Z |ei> <ei| =1

Uzywajqc tego faktu, w mechanice kwantowej stosuje sie zapis na rozktad wektora w bazie

W) = 11%) = D [e;) (| ¥)



Fakt41. Niech W bedzie podprzestrzeniq V', Py, rzutem ortogonalnym na te podprzestrzen, a Py, rzutem
ortogonalnym na jej dopetnienie ortogonalne, wtedy

PW+PWJ_:]1

Fakt 42. Niech P,, P, € End(V') - rzuty, mamy wtedy

(P1 + P, jest rzutem) < (PlP2 =0= PzPl)
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