Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

11 Odleglosé pomiedzy podprzestrzeniami afinicznymi przestrzeni
euklidesowej, macierz Grama

Bedziemy kontynuowa¢ materiat z poprzednich ¢wiczen, ale najpierw dwie definicje, by oswoié si¢ z
bardziej technicznym stownictwem

Definicja 28. Przestrzeniq euklidesowq wymiaru n bedziemy nazywaé R" ze standardowym iloczynem
skalarnym

Definicja 29. Podprzestrzeniq afiniczng przestrzeni wektorowej V' nazywamy zbior postaci

Xo+ W ={x,+vlve W}
gdzie x, nalezy do 'V, a W jest jej podprzestrzeniq wektorowq. Przyktadami podprzestrzeni afinicznych

sq punkty, proste, ptaszczyzny

Zad. 11.1

Wyznaczy¢ odlegtos¢ pomi¢dzy danymi podprzestrzeniami afinicznymi przestrzeni euklidesowej wymi-
aru n, dla
a) punktu y, i plaszczyzny II, gdzie

11
15 X14+2x,4+3x3=1
Yo = —12 1= {X € R4 x;12x§i3xi=5}
-4
b) prostej L i ptaszczyzny I1, gdzie
I XER4‘XI_1 :x2—1 :x3—1 :x4+3
1 -1 2 4
= {x e R 2);1;222;2?;02}

c) prostej L, 1 prostej L,, gdzie

LI:{xER3‘x1+3x3=1,x2:O}
x;+1 x+1  x3-—1

L=3xeRl——=2___-2

2 {x | 3 2 2



Rozw. 11.1

a) Najpierw przejdzmy do opisu parametrycznego plaszczyzny II, wyznaczmy x, i x,

w—=w;—2w,
{x1+2x2+3x3=1 Wy, {xl—x3—6x4=—9 . {x1=—9+x3+6x4

_—
X, +2x3+3x, =5 X, +2x3+3x, =5 X, =5—2x3—3x,

Kazdy element IT mozna zapisa¢ jako

x| |5 -2 -3
x[7]o + X5 1 + Xy 0
X, 0 0 1

Ptaszczyzna I1 ma zatem opis parametryczny

-9 1 6
5 -211-3
II= 0 +< 111o >_yl+W
0 0 1
=) =0 =Uy

gdzie W to podprzestrzen rozpigta przez wektory v, v,. O y, mozna mySslec jako o rozwiazaniu szczegol-
nym réwnania niejednorodnego (RSRN) tzn. uktadu réwnan z liczbami po prawej stronie, a o pod-
przestrzeni W jako o zbiorze rozwigzan ogdlnych réwnania jednorodnego (RORJ) tzn. uktadu réwnan z
zerami po prawej stronie. Ogolnie rozwigzanie naszego uktadu réwnan, tak zwane rozwiazanie ogélne
rownania niejednorodnego to zbior y, plus element W, czasem mozna si¢ spotkac¢ z (symbolicznym)
zapisem RORN = RSRN + RORJ. Taka parametryzacja pozwoli na proste rachunki w dalszej czgSci
zadania, mozna probowac innych parametryzacji (np. wyznaczajac x, 1 x,, ale datoby to bardziej prob-
lematyczne rachunki w dalszej czg¢Sci zadania). Dalsze postgpowanie jest analogiczne do problemu z
zeszlego tygodnia, definiujemy wektor faczacy punkt y, z plaszczyzna I1, nazwijmy go

20

10
A:yo_yl = —12

—4

Wiemy, ze ma on sktadowa lezaca w plaszczyznie (nalezaca do podprzestrzeni W tzn. bedaca kombinacja
liniowa v, 1 v,), oraz sktadowa prostopadia do ptaszczyzny A |, ktora jest najkrotszym wektorem taczacym
punkt y, z ptaszczyzna, mamy



dla pewnych s,,5, € R. Aby znalez¢ A, postuzymy si¢ schematem rozumowania z ortogonalizacji
Grama-Schmidta, najpierw zortogonalizujmy uktad {v,,v,}.

1
2
e, =0, = 1
0
(ei|vy) =12
lea]|* =6
6 1 4
_ _<31|Uz> 13 12 =21 |1
€=U, ||e1||2 € = 0 6 1 - -2
1 0 1

{e,,e,} to baza ortogonalna podprzestrzeni W. Mozemy teraz znalez¢ sktfadowa A prostopadta do pod-
przestrzeni W

20 1 4 2
_atald) o fels) 10| —i2f-2| w01 f_f1
L= ||e1||2 1 ||e2||2 27 1-12 6 1 2 1-2]110
—4 0 1 -9

Odlegtosc y, od ptaszczyzny IT wynosi zatem ||A, || = /22 + 12 + 0% + (=9)2 = /86

b) Ten podpunkt mozna zrobi¢ korzystajac z dowolnej z metod juz poznanych, najpierw przechodzimy do
opisu parametrycznego, dla proste] mozemy zgadnaé rozwigzanie szczegolne rOwnania niejednorodnego
(RSRN) i znaleZ¢ tatwo rozwiazanie ogélne rownania jednorodnego (RORJ)

;=1 x—1 x3—1 x,+3 {xl=1,x2=1,x3=1,x4=—3(RSRN)
= = = —_

1 -1 2 4 xl—l=f—21="—23=%(RORJ)
X, 1 1
x|l |1 2
1 1
1 -1
L= | +( ) )
-3 4
=) =0

0
Podobnie mozemy znaleZ¢ opis parametryczny ptaszczyzny, rozwigzaniem szczeg6lnym jest g . RORJ
0

znajdziemy wyznaczajac x,, X, z jednorodnego uktadu réwnan (z zerami po prawej stronie)

W= W —w,
_— - |
2%, +x3+2x, =0 2x, +x3+2x, =0 Xy = =3X3 =X,



Kazdy element IT mozna zapisa¢ jako

X, 0 2 3
2 I L Y B T B
x| |2 212 410
Xy 0 0 1
N~ N ~ -
RSRN RORJ
Plaszczyzna I1 ma zatem opis parametryczny
0 2 3
0 =1||-1
II= 2 + < 2110 > =0 +W
0 0 1
=) =0 =03

Wiemy, ze zachodzi

MoglibySmy znowu zortogonalizowa¢ uktad wektoréw {v,, v,,v;} 1 znaleZz¢ A jak ostatnio, ale fatwo
si¢ przekonad, ze rachunkowo nie jest to takie proste. Postuzymy si¢ tu trickiem, W = (v,, v,, v5) jest
podprzestrzenia wymiaru 3, wiec jej dopelnienie ortogonalne ma wymiar dim(V) — dim(W) = 4 —
3 = 1, czyli jest rozpigte przez pewien wektor n (innymi stowy kazdy wektor ortogonalny do W jest
proporcjonalny do n). Z drugiej strony wiemy, ze A jest ortogonalne do prostej 1 ptaszczyzny, jest wigc
elementem W+ imamy A, = an. Mozemy tatwo znalezé n, jest on ortogonalny do v;, v,, v5, wigc spetnia
ponizszy uklad rOwnan, ktory mozemy przepisaé¢ w jezyku jadra macierzy

(vy|n)y =0 In, —1ny, +2ny,+4n, =0 1 -1 2 4
(0ylny=0 —42n, —1n,+2n;4+0n, =0 —ne€ker|2 -1 2 0
(vs|n) =0 3n, — 1ny, +0ny + 1n, =0 3 -1 01
1 -1 2 4 -1 0 0 4 -1 0 0 4
ker|2 -1 2 Ofj=ker| 2 -1 2 O|=ker|] 0 -1 2 8
3 -1 01 3 -1 01 0 -1 0 13
-1 0 0 4 286
=ker|0 0 2 -5|> s |[=n
0 -1 0 13 ’

Wybieramy dowolny element jadra jako n (mamy tu swobod¢ wspoétczynnika przed wektorem, np. 7n
bytby réwnie dobrym wyborem), mozemy teraz powiazaé wektor n 1 A, korzystajac z tego, ze n jest
ortogonalne do v, v,1v5,a A = an

(n|A) = <n|A¢> + S1<”|Ul> + Sz<”|”2> + s3(n|v3) = a||n|?
= allll? =0 =0 =0

Podstawiajac dostajemy szukany wektor
_ (n]A)

= n
2
Il

L=an
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Szukana odlegtosé to [|A, || = W& = 2

[zl V769

¢) Krok pierwszy to jak zawsze przejscie do opisu parametrycznego, dla pierwszej prostej mamy

-
x,=0 x,=0

X, 1 -3
X |=|0]+x;] 0
X3 0 1
1 -3
L =|0]l+( 0]
0 1
=X =0

a dla drugiej mozemy zgadna¢ rozwigzanie szczeg6lne rownania niejednorodnego (RSRN) i rozwigzanie
og6lne rownania jednorodnego (RORJ)

3 2 2 Ll x——“(RORJ)

4

X3 1
3
4q20
2

x1+1_x2+1_x3—1_){x1——1 ,x, =—1,x; = 1 (RSRN)

=X, =

Wiemy, ze zachodzi

Zastosujemy tu kolejng sztuczke, nasz przypadek jest doS¢ szczegdlny, przestrzern wektorowa ma wymiar
3, anasza podprzestrzen rozpig¢tana v, v, wymiar 2. A | nalezy jak poprzednio do dopetnienia ortogonal-
nego, ktore jest jednowymiarowa podprzestrzenia, wigc jesli znajdziemy dowolny wektor n prostopadty

do v, 1 v, bedziemy mieli jak w poprzednim podpunkcie A | <|r|ﬁ2>n Zamiast rozwigzywac uktad row-

nan 1 szuka¢ wektora prostopadtego do v,, v,, mozemy skorzysta¢ z iloczynu wektorowego, wiemy ze
v, X v, jest prostopadly do v, 1 v,, wigc jest to dobry kandydat na n

-3 0 1 -2
n=v,Xv,=det| 3 2 2|=]|9

e, e, e —6
K mlA) 11

=1

18] = =
|7l \/121

PoznaliSmy trzy sposoby na znalezienie odlegtoSci pomigdzy podprzestrzeniami afinicznymi, pierwszym
krokiem zawsze jest znalezienie opisu parametrycznego z ktorego otrzymujemy A - dowolny wektor
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faczacy podprzestrzenie afiniczne, oraz v,, v,, ... v, - wektory rozpinajace przestrzenie afiniczne. Kolejne
podpunkty prezentowaty rézne podejscia do znalezienia odlegtosSci: a) ortogonalizacj¢ Grama-Schmidta
uktadu {v,, v, ... v, A}, ktéra w rezultacie daje {e,, ... e, A } dzialajaca zawsze, ale mogaca by¢ rachunkowo
skomplikowana. W przypadku gdy dopetienie ortogonalne (v,, v,, ... v,) ma wymiar 1 (tzn. dimV —
k = 1) mozemy b) znalezé wektor n rozwiazujac uktad rownan lub w szczegdlnym przypadku R? uzyé

iloczynu wektorowego 1 zdefiniowa¢ n = v; X v,. Daje to prosty wzoér na A, = <”"n|ﬁ2>n, ktory wynika z

tego, ze dopetnienie ortogonalne ma wymiar 1, wiec ni1 A, sa proporcjonalne.

Okazuje sig, Ze jest jeszcze jedna metoda, ktora jest doS¢ uniwersalna i rachunkowo nieskomplikowana,
potrzebujemy najpierw paru definicji i faktow

Definicja 30. Macierzq Grama uktadu wektorow v, v,, ... v, nazywamy macierz G(v,, U,, ... U,), ktorej

elementy macierzowe sq rowne [G(vy, U,, ... Uk)];. = <Ul~|Uj>

Twierdzenie 31. Objetos¢ (k wymiarowa) réownolegloboku rozpietego na wektorach v,,v,, ... v, tzn.
zbioru {A\v; + Av, + ...+ Akvk‘o < A < 1} jest rowna Vol(v,, vy, ...0) = 1/det G(vy, v, ... v)).
Dodatkowo jest spetniona zaleznos¢ Vol(v,, v,,...v,) = Vol(v,,v,, ... v,_)H, gdzie H jest dtugosciq
sktadowej v, prostopadltej do podprzestrzeni rozpietej na wektorach vy, v,, ... v,_,, jest to k-wymiarowy
analog wzoru "objetos¢ = pole powierzchni razy wysokosc"

Macierz Grama pozwala na alternatywny schemat rozwigzania: pierwszy krok pozostaje ten sam, musimy
wyznaczy¢ Aiv,, v,, ... v, szukamy ||A | || - dtugosci sktadowej A, kt6ra jest prostopadta do podprzestrzeni
rozpietejnav,, v,, ... v,. Jestto doktadnie H z twierdzenia, mozna je wyrazic jako stosunek Vol(v,, v,, ... v;, A)
(objetosci) do Vol(vy, vy, ... v,) (pola podstawy). Alternatywne rachunki podpunktéw powyzszego zada-

nia wygladaja nast¢pujaco:

a)
(v |v)) (vi|vy) (v|A) 6 12 -12
Vol(v,,v,, A) = _ | det (v;|vi) (v;|vi) (v;|A) = |det| 12 46 86 |=V11352
(Alo)) (Al (AlA) ~12 86 660
_ (vilor) (or|o)Y _ 6 12\ _ /=
Volto, v) = \/det <<v;|vj) (v;|vj)> Bl \/det (12 46) = Vi
_ VOZ(UI7U27A) _ 11352 _
© Vol(v,v,) V132 = V86
b)
(v|vy) (vy|vy) (oy|v3) <U1|A> 2 7 8 -l4
_ (Uy|vy) (Dy|vy) (Ua|Us) (UR|A)| 7 9 7 -11]_
Vol(v,,v,,05,A) = |det (vj Ui) <U§ vi) <U§ U; (v§|A) = |det 8§ 7 11 -1 = 1/529
\ (Aloy) (Alv,)  (Alvs) (A]A) 14 -1 -1 12
(Vo) (vi|vy) (vy|vs) 227 8
Vol(v,,v,,05) = _ [det|(vy|v;) (0a|0y) (Ua|U3)|= L|det| 7 9 7 |=V769
\ (vsvy) (vs|vy) (v3]v3) 8§ 7 11

H _ VOI(Ula U29 U39A) _ @ _ 23
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Vol(v,,v,,A) = \l det [

<U1|U1> <U1|02> <U1|A>
<U2|U1> <U2|02> <U2|A>
(Alv)) (Alvy)  (AlA)

Vol(v,,v,) = \/det <

B Vol(v,,

{1

=7 17
-7 6

<01|U1> <U1|Uz>>_ <10 =7
<02|U1> <02|Uz> —\/det

=7 17

Vol(v,

0 &) _ 121,
L 0y) 121

6

10 -7 —7]

):m

6

V121
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