Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

10 Ortogonalizacja Grama-Schmidta, wielomiany Laguerre’a, odleglosé¢
punktu od prostej

Na poczatek sformalizujmy algorytm, ktory pojawit si¢ na poprzednich zajeciach. Nietrudno si¢ przekonac,
ze uogolnia si¢ on do uktadu n wektoréw

Twierdzenie 27. Ortogonalizacja Grama-Schmidta Niech {e,,e,,...e,} bedzie bazq przestrzeni (pod-
przestrzeni) V, wtedy wektory f,, f,, ... [, dane ponizszq rekurencjq sq bazq ortogonalng V
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Mozemy zastosowac ten algorytm do znalezienia bazy ortogonalnej jak w zadaniu z poprzednich ¢wiczen,
aby jednak unikna¢ robienia zmudnych (cho¢ zapewne bardzo ksztatcacych) zadan, przyjrzymy si¢ bardziej
"fizycznym" problemom

Zad. 10.1

Znajdz bazg ortogonalng przestrzeni R,[-] z iloczynem skalarnym (v|w) = f0°° v(x)w(x)e*dx



Rozw. 10.1

Algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta wymaga od nas liczenia iloczynéw skalarnych, warto wigc
policzy¢ najpierw nast¢pujaca catke
n = / x"e "dx
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skorzystamy tu z catkowania przez czgSci
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Majac wzor rekurencyjny nietrudno si¢ przekonad, ze I, = n! (chocby rozpisujac pierwsze kilka wyrazow:
I,=1,1,=1-2,1I,=1-2-3), uzbrojeni w t¢ wiedz¢ mozemy zaczaé procedur¢ ortogonalizacji bazy,
zaczynamy jak to zwykle od bazy standardowej e, = 1,e, = x,e; = x%, ¢, = x°
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Wielomiany, ktére uzyskaliSmy to pierwsze 4 wielomiany Laguerre’a, pojawiaja si¢ one naturalnie w
mechanice kwantowej podczas rozwigzywania atomu wodoru (oczywiscie powyzsza procedur¢ mozna
ciagnad dalej 1 dosta¢ kolejne wielomiany Laguerre’a, ale pierwsze cztery nam wystarcza na razie)
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W nazwie przedmiotu znajduje si¢ stowo "geometria" i nadszedt czas na spetnienie tej dlugo wyczeki-
wanej obietnicy. Rozpoczynamy temat szukania odlegtoSci migdzy punktami, prostymi i ptaszczyznami
od zadania rozgrzewkowego.

Zad. 10.2

Znajdz odlegltos¢ punktu x, = <§> od prostej L przechodzacej przez punkty <(3)> i <(1)>

Rozw. 10.2

Figure 1: Rysunek do zadania 10.2

ZastanOwmy si¢ nad tym jak opisywac proste, sposob pierwszy to przez punkty, jesli mamy dane dwa
punkty jak w tresci zadania to jednoznacznie nam to okre$la nasza prosta. Sposob drugi to przez uktad réwnan,
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w naszym wypadku prosta jest opisana rownaniem x + 3y = 3. Wreszcie sposob trzeci, ktory bedzie na-
jbardziej przydatny w szukaniu odlegtosci punktu od prostej to opis parametryczny, dowolny punkt prostej
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Innymi stowy, prosta L to podprzestrzen rozpigta przez wektor v, ktéra zostata przesunigta o wektor y,,.
Interpretacja tych wektorow jest nastepujaca: y, to dowolny wektor nalezacy do prostej, a v to wektor
dajacy nam kierunek proste;.

L =y,+(v)

Niech A = x, — y,, jest to pewien wektor taczacy punkt x,, z prosta L. Fakt, ktory wykorzystamy jest taki,
ze najkrotszy wektor taczacy punkt x, z prosta L A | tworzy z nig kat prosty, czyli jest ortogonalny do v.
Wiemy, ze nasz wektor A jest suma A, i wektora v z pewnym wspoétczynnikiem s € R

A=A +sv

Jesli obliczymy iloczyn skalarny (v]A) = s||v||* otrzymamy ten nieznany wspétczynnik i mozemy znalezé
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Powyzszy wzor to nic innego jak ortogonalizacja Grama-Schmidta uktadu wektoréw v i A, w ten sposdb
znajdujemy sktadowa A prostopadia do v (czyli do prostej), jest to najkrdtszy wektor taczacy prosta z
punktem i jego dlugos¢ to nasz wynik
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