Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

9 Iloczyn skalarny, wektory ortogonalne/ortonormalne, dopelnie-
nie ortogonalne

Definicja 21. Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq. lloczynem skalarnymw V nazywamy odwzorowanie

¢y VXV ->K

v, w — (v|w)

(u nas K bedzie rowne C lub R) takie, ze

1) (v|w) jest liniowe w drugim argumencie, tzn (v|Aw + Aw') = A {v|w) + A {v|w')

2) (v|w) jest antyliniowe w pierwszym argumencie, tzn {Av + AV |w) = A {(v|w) + A (V| w)
3) (v|w) = (w|v) (iloczyn skalarny jest hermitowski)

4) Yy 50 (V) >0

Przyklad 22.

o V = R", mamy iloczyn skalarny zwany standardowym iloczynem skalarnym na R"

(x|y) =x1y1 + X0, + ... X, ),

o V = C", mamy iloczyn skalarny zwany standardowym iloczynem skalarnym na C"

(x|y) =Xy, + X0, + ... X, ),

o V =R,[-], mamy iloczyn skalarny

(v|lw) = v(0)w(0) + v()w(l) + v2)w(2)

o V = C([-1,1)) (ciqgte funkcje na odcinku [-1,1]), mamy iloczyn skalarny (pojawiajqcy sie tez
w mechanice kwantowej, jest on tam standardowym iloczynem skalarnym na przestrzeni funkcji
catkowalnych w kwadracie)

1_
(flg) = / f(x)g(x)dx
-1



Zad. 9.1

Dana jest macierz

2 -1 1
-1 2 -1
I -1 2

Definiujemy odwzorowanie (-|-), : R® X R* - R dane przez

(x[y)a = (x| Ay)

Udowodnij, ze {-|-), jest iloczynem skalarnym na R, jesli (-|-) to standardowy iloczyn skalarny. Co
mozemy powiedzie¢ o wektorach wlasnych macierzy A?

Rozw. 9.1

SprawdZmy czy nasze odwzorowanie spetnia wtasnosci iloczynu skalarnego:

1) (vl dw + AW’y = A (vjw), + A (v|w')

Oznaczenia LHS (Left Hand Side) - lewa strona rownania, RHS (Right Hand Side) - prawa strona réw-
nania. Uzyjemy tego, ze (v|w) jest iloczynem skalarnym, a co za tym idzie, jest liniowy w drugim
argumencie

LHS = (v|aw+ Aw') , = (v]AG4w + Vw)) = (v]Adw + ¥ Aw') = 2 (v|Aw) + V' (v|Aw') = RH S

?
2) (Av+ AV |w), = Av|lw), + A (V|w),

Podobnie jak w 1) uzywamy tego, ze (v|w) jest liniowy w pierwszym argumencie (pracujemy z liczbami
rzeczywistymi, wigc sprzgzenie zespolone nie pojawia si¢)

LHS = (Av+ AV |w), = (v + VV|Aw) = A(v|Aw) + ¥’ (V|Aw) = RH S

? —
3) (vlw) 4 = (wlv) 4
Zauwazmy, ze dla standardowego iloczynu skalarnego mamy

w
(vlw) = vjw, + vyw, + vwy = (v, v, vy)|w,|=v"w
W

W zwiazku z tym LHS = v" Aw, a RHS = w" Av. Zeby zobaczyé, ze te dwa wyrazenia sa rowne,
zastosujemy sztuczke, iloczyn skalarny daje nam liczbg, wigc jesli zadziatamy na LHS transpozycja to
nie zmieni si¢ ona (mozna tu mysle¢ o liczbie jak o macierzy 1 X 1). Stosujac wzér na transpozycje
iloczynu ((AB)T = BT AT) i fakt, ze nasza macierz jest symetryczna (AT = A) dostajemy

LHS =v"Aw = 0" Aw)' = w"ATv =w"Av=RHS

4) Va0 (UlU) 4 > 0
Ponownie powotamy si¢ na wzér (v|v) , = v’ Av, rozpoznajemy w tym forme kwadratowa, ktérej macierza



jest A, mozemy wykorzysta¢ nasza wiedz¢ o sygnaturze formy kwadratowej by sprawdzi¢ dodatnio$¢
iloczynu skalarnego. Minory macierzy sa rowne

2 -1
e (2 )3

2 -1 1

1 -1 2

Kryterium Sylvestera mowi nam, Ze istnieje baza diagonalizujaca t¢ forme¢ w ktorej na diagonali sa D; =
2>0,D,/D, =3/2>0,D;/D, =4/3 > 0. Sygnatura jest rtéwna zatem (3,0), a wigc forma kwadratowa
jest dodatnia i dla niezerowych wektorow v mamy (v|v) > 0

W celach edukacyjnych przyjrzyjmy si¢ jeszcze wektorom wlasnym macierzy A, mozemy sobie przy-
pomnie¢ procedure ich znajdywania. Najpierw szukamy zer wielomianu charakterystycznego (wartosci
wlasnych), a potem badamy jadra A — Al

w,(AD)=det(A— A1) =2 -1’ +2-32-A) ==L +6A7-94+4=>UA-1)*4- 1)

Mamy wartosci wlasne A =114 =4

I -1 1 I} (1
ker(A—-1)=ker|-1 1 -1 :ker(l -1 1) =(1|-1]

I -1 1 0)\-2

=vp =0

-2 -1 1 01 1 1
ker(A —41) =ker|-1 -2 -1 =ker< ) =({-1/
1 -1 =2 Io

Mozemy zaobserwowac tu ciekawa rzecz, mamy 3 wektory wiasne v, v,, v;, ktore tworza baze 1 do-
datkowo maja wtasnosé (U,.‘v j> = 0dlai # j, o takich wektorach méwimy, Ze sg ortogonalne (po

U.> =
)\

fizycznemu prostopadte, definicja nizej). Co wigcej poniewaz to wektory wilasne, mamy <ui

<Ui‘AU j> = <vi‘ﬂ ;U j> = 0, wigc sg to tez wektory ortogonalne dla iloczynu skalarnego (-|-) ,.
Teraz wprowadzimy sobie troch¢ definicji motywowanych przez poprzednie zadanie.

Definicja 23. Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq z iloczynem skalarnym, jesli (v|w) = 0, méwimy
Ze wektory v, w sq ortogonalne

Czwarta wlasnos¢ iloczynu skalarnego pozwala nam na nastgpujaca definicje

Definicja 24. Normq wektora v € V nalezqcego do przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym nazy-

wamy wielkoS¢ ||v]|| = +/(v|v) (jest to dobrze zdefiniowane, bo (v|v) > 0). Dodatkowo jesli norma
wektora jest rowna 1 (||v]| = 1), mowimy Ze wektor jest znormalizowany (alternatywnie nazywamy go
unormowanym, jednostkowym lub wersorem)




Definicja 25. Uktadem ortogonalnym nazywamy zestaw wektoréw {v,,v, ... v,} taki, ze dla i # j za-

chodzi <Ui‘l)j> = 0. Jesli dodatkowo mamy (U,.|u,.) = 1 (wektory sq znormalizowane), mowimy Ze jest

to uktad ortonormalny (mozemy wtedy napisac <Ui‘Uj> = 0, ;, gdzie 6, ; to delta Kroneckera, réwna 1

i,j’
jesli indeksy sq takie same i O jesli sq rozne). Jesli ten zestaw wektorow jest bazq przestrzeni wektorowej
(lub pewnej podprzestrzeni) to nazywamy go bazq ortogonalng (lub ortonormalnq jesli wektory sq unor-

mowane) ten (pod)przestrzeni wektorowej

Definicja 26. Dopetnieniem ortogonalnym podprzestrzeni W C V nazywamy podprzestrzen Wt = {v €

VIV e (wlv) = 0}. Jest to podprzestrzen zawierajqca wszystkie wektory ortogonalne do podprzestrzeni
w

Zad. 9.2

Niech (e, e,, e5, €4, €5) bedzie baza ortonormalng przestrzeni wektorowej V', a W = (e, + e, + e; +
2e, + 3es, e, + e, + e; — e,) podprzestrzenia V. Znajdz dopetnienie ortogonalne W (tzn W), oraz bazy
ortonormalne W i W+

Rozw. 9.2

Mozemy wprowadzi¢ sobie zapis kolumnowy, by uprosci¢ zadanie

X3 | =X, + X6, + X33 + x4€4 + X5€5

Wiemy, ze nasza baza jest baza ortonormalng (<ei e j> = 0, ;), wigc iloczyn skalarny w tym zapisie to

standardowy iloczyn skalarny

(x|y) = (x,e; + xe, + x3e5 + X €4 + x5e5|yle1 + y,e, + yies + Yies + Vses) = X,V + XoVy + X3V + X4 Vs + XsYs

Korzystajac z tego zapisu mozemy wyrazi¢ W jako

[ WY

)
-1
0

W DN =t ek

=W =W,
Dopetnienie ortogonalne mozna znalez¢ przez rachunek z definicji. Jest to zbior wektoréw ortogonalnych
do wszystkich wektoréw z W, co jest rownowazne temu, ze sg ortogonalne do bazy W (z liniowoSci

iloczynu skalarnego). Czyli jesli x € W spetnione sg réwnania

{(x|w1) =0 {x1 FXy b Xy 2x, +3xs =0 oy {3x4 +3x,=0
_)

_
(x|w,y) =0 X;+ X +x3—x,=0 X;+ X +x3—x,=0

Xy = —X
N 4 5



W,

NS ‘

w, i
\‘ 1
W
Czyli dowolny element W+ ma postaé
X -1 -1 -1
X, 1 0 0
x=|x3]=x] 0 |+x3] 1 |+x5] O

Xy 0 0 -1
Xs 0 0 1

Whioskujemy, ze W to podprzestrzen rozpigta na tych trzech wektorach, oznaczamy je w;, w,, ws do
dalszych obliczen

1) (-1} (-1
1]]o]]oO
wt={qol|l1]]0]
oflo]]-1
of{o
=w;y =Wy =Ws

Mozemy dokonaé tez obserwacji, ze wektory w,, w,, ws, w,, Ws sa liniowo niezalezne i tworza bazg V,
jest to przyktadowe potwierdzenie faktu, ze V =W @ W,

Mamy bazy W i W+, zastandwmy si¢ jak mozemy znaleZ¢ bazy ortonormalne tych podprzestrzeni. Baza
W madwa elementy w,, w,, wigc baza ortogonalna tez bedzie ztozona z pewnych dwoch wektorow f, f,
na pierwszy z nich wybierzmy w, tzn f, = w,. Zeby znalez¢ f, postuzymy sie nastepujacym obrazkiem
Wektor w, ma dwie sktadowe w, rownolegta do f; i w, prostopadta do f| (i rownolegta do f,). Naszym
kandydatem na f, - wektor prostopadty do f| 1 nalezacy do podprzestrzeni W bedzie sktadowa w . Jak
znalez¢ tatwo w | ? Wykorzystamy do tego iloczyn skalarny, wiemy ze wektor w, mozna zapisa¢ w bazie
f1» f> z pewnymi stalymi

wy, =af +pf,

Jesli obliczymy teraz iloczyn skalarny w, z f, 1 f, dostaniemy réwnania (pami¢taj, ze f|, f, sa ortogo-
nalne)

(Filws) = a (i) F10) + By = ol 4]
(folwy) = a(fo| 11) + B LS| fo) = B|| ol



Czyli wspotczynniki rozktadu sa dane przez iloczyn skalarny

_ <f1|w2> <fz|w2>
w, = it > J2
SN

Y SV
:w” w,

Mamy zatem nasz szukany wektor z W ortogonalny do f,;

_ <f1|w2>

f
Al
——

sktadowa w,
rownolegta do f;

=W, =W,

Intuicja jest nastgpujaca, wzigliSmy pierwszy element bazy w,, nastgpnie by dosta¢ baze¢ ortogonalna
wycieliSmy sktadowa w, réwnolegla do w, otrzymujac wektor prostopadty do w,. Rachunki na naszych
konkretnych wektorach daja

1A = (Alfy =P+ 12+ 17422437 = 16
(filw) =1+ 12+ 12+ 25 (=) +3%0=1

1 1 5
1 1 5

(f1|w,) 1 3
f2=wl=w2— 1|§ 1= 1 _1_61:1_6 5
I/l ~1 2 -6
0 3 -1

Mozna sprawdzi¢, ze faktycznie (f, | f>) = 0. Jest to baza ortogonalna W, bo otrzymaliSmy ja liniowa
i odwracalna transformacja poprzedniej bazy. Zeby dostaé baze ortonormalna { f, 1s fz }musimy podzielié
wektory przez ich normy

1A= Al =12+ 12+ 12422432 = 16

2 2
||f2||2 = <f2|f2> = (%) B*+52+ 52+ (=6 + (-1 = <i> 112

16
1 5
1 5
A 1 1 A 1 1
fi=—2r=-|1 fo=—f=——|5
Al 4 Al vin|le
3 -1

Sytuacja z baza ortonormalna W+ jest analogiczna, najpierw szukamy bazy ortogonalnej, w tym celu na
pierwszy jej element g, wybieramy sobie w;, na jej drugi element g, wybieramy sktadowa w, prostopadia

6



do w,

-1
1
g =w;=|0
0
0
-1 -1 -1
<81h04> 0 1 ! 1 -1
) =Wy = Wy — 2 1_§0=§2
&l 0 0 0
— 0 0 0

sktadowa w,
réwnolegta do g,

Nasza podprzestrzen jest trjwymiarowa, wigc potrzebujemy jeszcze trzeciego wektora bazy ortogonalnej
g5, ktory bedzie prostopadty do g, 1 g, jednoczesnie. Sztuczka jest podobna jak poprzednio, bierzemy wj
1 wycinamy z niego sktadowe rownolegte do g, i g, tak, by zostat wektor prostopadty do nich, poniewaz
g, 1&g, pochodza od w5 i w, mozemy by¢ pewni Ze nie dostaniemy wektora zerowego.

wektor prostopadty do g i g,

N -1 -1 -1 -1
g C o 1 -1 1
(gi|lws) — (&|ws) 1 1/21 1
[ |z | —i| o] 220 3|-3
“ J “ J 1 0 0 3
sktadowa w; sktadowa w;
rownolegtado g;  réwnolegta do g,

Po znormalizowaniu tych wektoréw dostajemy baze¢ ortonormalna

~1 —1 —1
1 —1 —1

. 1 1 . 1 1 . 1 1
g =—=8 = 0 $, —g = 2 8= 8 = -1
[EAL 21| o el 6] o lesll ™ +/21] -3
0 0 3
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