Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

8 Rownowaznos¢ form kwadratowych

Zad. 8.1

Dane sg pary form kwadratowych Q : V — R, oraz Q,, : V,, = R. Zdiagonalizuj je i podaj sygnature,
znajdz (jesli istnieje) operator liniowy F : V — V, takize V., : OQ(v) = Q,(Fv)

a)V =R? 0(x) =5x7 +4x,x, +8x;  V, =R% Qy(x) = 2x7 — 2x,x, + 5x;

b))V =R O(X) = x,x, — X,%3 + x3x; V=R Qy(x) = x% + 4x,x;

)V =R, 0(X)=det(X) V,=Rs[],0p0) = fo1 v(t)’dt

d)V =R2, 0(X)=det(X) V,= [R%, 0,(X) = Tr<XT (; §> X)

e)V =R?, Q(x)=x%—x§ Vy =R3, Qg(x) =x%+x§—x§

Rozw. 8.1

a) Sygnatur¢ mozemy tatwo znalez¢ algorytmem Lagrange’a, dostaniemy w ten sposob informacje przy-
datne do znalezienia operatora F', w obu przypadkach bedzie wygodniej dopetni¢ do kwadratu czton x,
(dla drugiej formy kwadratowej zmienimy oznaczenie na y, by si¢ odrdzniata bardziej od pierwszej w
dalszych rachunkach)

9 1
Ox) = Sxf +4x,x, + 8x§ = Exf + 2(§xl + 2x,)*

1 9
Qu(y) =2¥7 = 2313, + 55 = 200 = 50 + 503

Sygnatura obu form to (2,0), poniewaz obie formy maja taka sama sygnatur¢ operator F istnieje, mozemy
wykorzysta¢ wynik algorytmu Lagrange’a do podania postaci F. Nasz warunek Q(x) = Qy,(y)zy = Fx
na pewno bedzie spetniony jesli zajdzie

1 1
SX1+ 2x, =y, — >V
Xy =)

OtrzymaliSmy to narzucajac warunek, ze pierwszy wyraz Q(x) bedzie rowny drugiemu Q,(y), a drugi
wyraz Q(x) bedzie rowny pierwszemu wyrazowi Q,(y). Rozwiazujac uktad rownan dostajemy y wyrazone

przez x
¥, =x,+2x,
Yo =X



Czyli nasz poszukiwany operator liniowy wyrazony jest przez macierz

(=09 ()= ()

OczywiScie wybor byt arbitralny 1 mogliSmy dokona¢ wielu innych, np. dajac inne znaki lub przyréwnujac
cztony w "na drugi sposéb”, tzn

1 3 5 2
X +2x, =3y yo=3xt+3x%
3 _ g 1 i
>%1 =V =30 Y, =3%+3%

Zatem moglibySmy dac tez inng odpowiedz, ze operator liniowy spetniajacy O(x) = Q,(F'(x)) to

()=

b) Zaczynamy od algorytmu Lagrange’a dopelnienia do kwadratu, dla pierwszej formy kwadratowej
trzeba zastosowaé standardowa sztuczke zmiany zmiennych, by otrzymaé wyraz kwadratowy

W | —Ww |

X, =t +4t
O(X) = XXy = XpX3 + XX, =X, =1 =1y o = 1] = 15+ 251,
X3 =15
X+ Xx 2 X, — X 2
RN 1 A

O =yi+4y,y, =i+ + )" — (0, — »)’

Obie formy maja sygnature (2,1), wigc F istnieje 1 aby podaé jego posta¢ mozemy zazadac by wyrazy z
tymi samymi znakami zgadzaty si¢

X|+x, _ _ Xitx
2 = i =75
X =y,+y; = ==
3 =YT Y3 b0 n
X17X2 _ X — _ — _ X17%
5 TX =) Vi =Xz T T
Co daje nam
1 1
- -0
X 2 2, X
F( Xy ) = Zl —IZ 0 Xy
x L x
3 i 3

¢) Forme¢ Q(X) diagonalizujemy standardowo, rozpisujemy forme dla ogdlnej macierzy

X X
o3

1 1 1 1
s X, 4 4 4

4

Sygnatura tej formy to (2,2). Sygnatura drugiej formy nie jest potrzebna do ustalenia istnienia F, za-
uwazmy, ze forma jest zdefiniowana przez z catk¢ z kwadratu, wyraz pod catka jest nieujemny, wigc

2



mamy Q,(v) > 0, mozemy by¢ pewni zatem, ze sygnatura tej formy (p,q) spetnia g = 0, czyli jest postaci
(p,0). Mozemy z tego wywnioskowac, ze taki F nie istnieje, gdyby istniat to Q(x) = Q,(F(x)), ale
sygnatura Q to (2,2), istnieje X, taki ze Q(x) < 0, ale jednocze$nie Q,(F(x)) > 0, mamy sprzecznos¢.
Jesli ktoS nie wierzy w powyzszy argument, to mozna uczciwie zdiagonalizowa¢ forme¢ Q,(v), wybier-
ajac baze jednomianéw {1,¢,12, 7} i zapisujac w tej bazie wielomian v, by znalez¢ postaé formy Q, we
wspotrzednych

1
Q,(v) = / (x; + Xt + X387 + x,)%dt = ...
0
= (x LSV L >2+i<x bxy 4 —x >2+L<x +3x >2+Lx2
AN N 2\ 7107 180\ " 27/ " 28007*
Sygnatura to (4,0) i teraz ewidentnie widad, Zze nie mozemy znaleZ¢é F, ktore powigzatoby ta forme z Q(x),
ktore ma sygnaturg (2,2)

d) Forme¢ Q(X) diagonalizujemy jak w poprzednim podpunkcie, dowolna macierz moze by¢ zapisana we

5 _ (%1 X%
wspotrzednych X = <x3 X

X X 1 1 1 )
Q(<x; Xi>) = X0y = XXy = (0 )" = 200 =X - 200+ (0 — )

Sygnatura tej formy to (2,2). W tej samej bazie mozemy rozpisa¢ form¢ Q,(X), uzyjemy y jako oz-
i W i
V3 V4

oy L 2V (v »n oy Vi+2y; oy +2y, >>
Y)=Tr =Tr
) <<yz y4> (2 3) <J’3 y4>> <<J’2 y4> <2y1 +3y; 2y, +3y,

=y +4y 3+ 1 H Ay 43y = 0+ 20 — v+ (0 + 23 —

naczenia wspotrzednych by odrézni€ je od tych w Q(X), mamy Y =

Sygnatura to (2,2), mozemy wiec znalezé F. Zeby mie¢ Y = F(X) wystarczy zazadaé nastepujacych
réwnosci (tak, by wyrazy z tymi samymi znakami si¢ zgadzaty), wtedy ewidentnie Q(X) = Q(Y) i
zwiazek miedzy wspotrzgdnymi jest liniowy

. s

Xi+xq _ —xy+3xy
> =N + 2)’3 W =—
Xp—X3 _ _ TX—3x
== =y, +2y, 3%
2 = 2
< X1—X, 9 X1—X,
1 4 — y y — 1 4
: ’ ’ i
XaTX3 — . XoTX3
| 2 Y4 Ly4 2

Nasz F jest zatem dany wzorem
—x1+3x4  —Xxp—3x;
X, X
. 1 2 2
F: <x x4> = < 2%, xpkxs
3 2 2

e) Dotychczas rozwazaliSmy przypadki, w ktérych rk(Q) = rk(Q,), co jesli tak nie jest? W tym pod-
punkcie mamy sygnatur¢ Q(x) rowna (1,1) i sygnaturg Q,(x) réwna (2,1). Nie sa one sobie réwne, ale




mozna zgadnaé F, z definicji bedzie to odwzorowanie z R? do R?

V1
F(("l)) =1
XZ y3

Chcemy, by zachodzito
X| =X =YY, -

Mozemy przyktadowo zazadac, by x;, = y,, x, = y3,a y, = 0, wtedy

N 10x X,
F{* h=lo of(*)=|o
*2 0 1)\ x
2

o)==

X1
QO(F(CE;))) =0,(| 0 p=x2+0° -]

X

Sprawdzmy, czy to dziata

Faktycznie, taki F spelnia wymagana rownos¢.

Ogdlny schemat postgpowania dla takich zadari powinien by¢ juz jasny, jesli sygnatury sa rowne mozemy
by¢ pewni, ze F istnieje, a algorytm Lagrange’a pozwala nam znaleZ¢ przyktad (podpunkty a), b), d) ).
Jesli sygnatury si¢ réznia, ale rzedy sa takie same to F nie moze istnie¢ (podpunkt c) ). Jesli rzedy sa
rozne, F moze istnie¢ nawet dla r6znych sygnatur (podpunkt e) ), nietrudno si¢ przekonaé, ze moze istnie¢
tylko jesli p < p, 1 q < q,, gdzie (p,q) to sygnatura Q(x), a (p,, q,) to sygnatura Q,(x).

Zad. 8.2

W zaleznoSci od wartoSci parametrow a,, a,, a; € R znajdz sygnature formy

R* 3 x = Q(x) = a;x,%; + ayx, X3 + a3x, X,

Rozw. 8.2

Pomyst na to zadanie jest nast¢pujacy: postaé formy kwadratowej zalezy od tego czy nasze parametry sa
rowne zero czy nie, przeanalizujemy oddzielnie przypadki gdy wszystkie, dwa, jeden lub zero z nich jest
rowne zero. Uzyjemy do tego algorytmu Lagrange’a, kryterium Sylvestera tu zawodzi, bo macierz tej
formy kwadratowej na diagonali ma same 0 i pierwszy minor jest przez to zerowy, co nie pozwala uzy¢
kryterium.

Przypadek 1: ¢, =0,a, =0,a, =0
Mamy Q(x) = 01 sygnatur¢ réwna (0,0)



Przypadek 2: a, # 0, a, =0, a; = 0 (przypadki z g, 1 a; - jedynymi niezerowymi sa analogiczne 1 maja
te same wyniki)
Mamy Q(x) = a,x,x;, mozemy uzy¢ wzoru skroconego mnozenia i otrzymac

O(x) = a;x,x3 = q <%(x2 + x3)2 - i(x2 - x3)2>

Jesli a, jest dodatnie mamy + 1 —, jesli a; jest uyjemne mamy — i +, wigc niezaleznie od znaku sygnatura
to (1,1)

Przypadek 3: a; # 0, a, # 0, a; = 0 (przypadki z a, i a, - jedynym zerowym sa analogiczne i maja te
same wyniki)

Mamy O(x) = a,x,x; + a,x,x;, mozna fatwo pozbyc¢ si¢ zaleznosci od parametréw, poniewaz sg nieze-
rowe mozemy wprowadzi¢ nowe wspdirzgdne

Y1 =a%
Yo = a1 %,
Y3 = X3
Wtedy
n=rt
2 2
=10 =1

1 1 1 1 1 1
= (1, + §t1)2 - th — (13 + Etl)z + -1 = (1, + Etl)2 —(t; + Etl)2

4
I otrzymujemy sygnaturg (1,1) niezaleznie od znakow parametrow

Przypadek 4: a, #0,a, #0,a; #0

ChcielibySmy znowu zmieni¢ zmienne, by uproSci¢ problem, niestety nie jest mozliwe "wchtonigcie"

parametréw do zmiennych i otrzymanie formy kwadratowej niezaleznej od a,, a,, a;. Mozemy jednak
wyciagnac je przed nawias, jesli podstawimy

Vi =x/a
Yo =X,/a,
V= X3/a,
Otrzymamy
y==un
A1 X)X3 + Ay X X5 + A3X1Xy = 10,05(, Y3+ V1V3 + V1)) =y =1L +1;
3 =10 =13

= a,a,a5(15 — 15+ 111, — 1115 + 1,1, + 113)

2 2 2

Sygnatura zatem zalezy od znaku a,a,as,, jeSli a;a,a; > 0 sygnatura wynosi (1,2), a jesli a,a,a; < 0 to
sygnatura jest rowna (2,1)
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