Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

7 Diagonalizacja form kwadratowych, kryterium Sylvestera, formy
kwadratowe z parametrem

Kryterium Sylvestera pozwala okresli¢ sygnatur¢ formy kwadratowej poprzez liczenie minoréw, np. jesli
macierz formy kwadratowej to
-1 2
[Q]e - ( 2 5)

-1 2
2 5
diagonalna i na diagonali ma D, = —11 D,/D, = 9. Jej sygnatura to (1,1).

To jej minory sa rtéwne D, = —1, D, = det = —9, wigc istnieje baza, w ktorej forma jest

Aby skutecznie stosowac to kryterium warto nabra¢ intuicji tego jak macierz formy kwadratowej wiaze
si¢ z samg forma kwadratowa. Mozemy znalez¢ form¢ kwadratowa dla powyzszej macierzy korzystajac
z wzoru Q(x) = xT[Q],x.

-1 2
Oox) = (xl xz) < ) 5) <2> = —x? +2x2x1x2+5x§

Sledzac zwiazek elementéw macierzowych i wspétczynnikéw w formie kwadratowej tatwo sie przekonad,
ze wspolczynnik —1 przy x% pochodzi z elementu (1,1) macierzy, wspdtczynnik 5 przy x% pochodzi z
elementu (2,2) macierzy, a wspoiczynnik przy x, x, to dwarazy element (1,2) (réwny elementowi (2,1), bo
macierz jest symetryczna). Gdyby$my wzieli ogdlna macierz 2x2 formy kwadratowej dostaliby$Smy

b
o) = (X1 Xg) <Z c> <x1> = axf + 2 X bx,x, +cx§

X

Powyzsze przyktady powinny uzasadni€ intuicj¢, ze jeSli mamy form¢ kwadratowa Q(x) rozpisang we
wspOtrzednych x|, x, ... x,, mozemy odczytal, ze: element macierzowy na pozycji (j,j) to wspdtczynnik
przy xf, a element macierzowy na pozycji (j,j’) dla j # j’ to polowa wspétczynnika przy x;x .



Zad.7.1

Znajdz sygnatur¢ formy kwadratowej stosujac kryterium Sylvestera
a) Q(x) = —x7 + 2x,%, + 2x5 + 4x,x;3 + 5x3, x € R?
b) O(x) = —=3x7 + 2x3 + 4x; + 4x] + 2x,x; + 6x,x, ¢) O(x) = 4x,x, + 5x3, x € R?

d) Qw) = [, w(inw(~indt, w € R,[-]

Rozw. 7.1
a) Macierz formy kwadratowej w bazie standardowej e to
-1 10
[Ol,=|1 2 2
0 25
Jej minory to
-1 1
D, det( 1 2) 3
-1 10
Dy=det| 1 2 2|=-11
0 25
Istnieje wigc baza w ktdrej forma jest diagonalna i jej elementy diagonalne to D, = —1,D,/D, =

3,D;/D, = 11/3, sygnatura jest rowna (2,1)

b) Macierz formy kwadratowej w bazie standardowej e to

-3 010
0 2 03
[Q]e - 1 0 4 0
0 304
Jej minory to
-3 0
D, = det ( 0 2) =—6
-3 0 1
D;=det|] 0 2 0|=-26
1 0 4
-3 010
0 2 03
D, = det 1 04 ol™ 13
0 304
Istnieje wigc baza w ktdrej forma jest diagonalna i jej elementy diagonalne to D, = -3,D,/D, =

2,D;/D, =13/3,D,/D; = —1/2, sygnatura jest réwna (2,2)
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¢) Macierz formy kwadratowej w bazie standardowej e to
0 2
[Q]e - (2 5)

D, =0

e (¢ )=

Pojawia si¢ tu problem, kryterium Sylvestera wymaga by wyznaczniki minoréw byty niezerowe, co nie
jest tu spetnione. Jest to powazne ograniczenie tej metody, ale okazuje si¢ ze czasem mozna poradzié
sobie sprytng zmiang bazy. Jesli zamienimy wektory bazy, tzn. wprowadzimy f, = e,, f, = e, (przez co
nowe wspotrzedne beda dane przez y, = x,, y, = x,), to macierz w nowej bazie bedzie miata postac

(01, = (; (2)>

I bedzie miata niezerowe minory D, = 5, D, = —4 1 wiemy, ze w pewnej bazie diagonalizujacej elementy
diagonalne to D, = 5, D,/D, = —4/5, wigc sygnatura formy z zadania jest réowna (1,1). Ta sztuczka
udata si¢ tylko dlatego, Ze rzad formy kwadratowej jest rbwny wymiarowi przestrzeni wektorowej. Jesli by
tak nie byto, tzn. mieliby§my degeneracjg¢, po diagonalizacji bytyby zera na diagonali jak w a), c) zadania
6.1, to kryterium Sylvestera nie datloby nam zadnej informacji o sygnaturze formy kwadratowej. Druga
oczywista wadg tej metody jest to, Ze nie mozna z niej "wyciagnaé" informacji o bazie diagonalizujacej,
aby to zrobi€ trzeba uzy¢ algorytmu Lagrange’a dopetniania do kwadratu.

Jej minory to

d) Musimy tu wykona¢ dodatkowy krok, najpierw trzeba znaleZ¢ wzor na forme¢ kwadratowa we wspotrzed-
nych by méc odczytac jej macierz. Wybieramy baze R,[-] w postaci e = {1,1,#*}, tzw. baze jednomi-
an6w. Dowolny wielomian moze by¢ zapisany w tej bazie jako w(f) = x;1 + x,t + x512, gdzie x|, x,, X5

to wspotrzedne. Wykorzystamy tez wtasno$¢ w(—it) = w(it), ktéra pozwoli nam przepisa¢ wyraz pod
catka jako w(it)w(—it) = |w(it)|2. Podsumowujac, mamy

1 1

. 2 1 1 1
O(x,1 + x5t + x;3°) = /0 |x11 + X,it — x312| dt = /0 ((x; — x3t5)* + x%tz)dt = x% + §x§ - 2x1x3§ + xgg
Teraz mozemy zapisa¢ macierz formy kwadratowej w bazie jednomianéw e
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1
3
[0l,=|0 5 ©
1o !
3 5
Jej minory to
D, =1
1 0 1
3
1 0 -1
. 4
I (3) I 3x5%9
3 5



Istnieje wigc baza w ktérej forma jest diagonalna i jej elementy diagonalneto D, = 1, D,/ D, = %, D,/D, =

%, sygnatura jest rowna (3,0)

Zad. 7.2

W zaleznoSci od wartoSci A € R wyznacz sygnaturg formy kwadratowe;j

1
w / w@w(t + A)dt
-1

Rozw. 7.2

Plan na zadanie jest nast¢pujacy, chcemy zastosowac kryterium Sylvestera, by przeanalizowaé sygnature
w zaleznoSci od wartosSci 4, najpierw musimy znalezZ¢ macierz formy kwadratowej. MoglibySmy postapié
jak w poprzednim zadaniu, wybra¢ bazg jednomianéw e = {1,1,7*} obliczyé Q(w) dla w(t) = x, + x,t +
x;1% 1 odczytaé macierz ze wzoru, ale sprobujmy innej metody. Macierz formy kwadratowej jest rowna
macierzy stowarzyszonej formy dwuliniowe;j

bsym(el’ el) bsym(el’ 62) bsym(el’ 63)
[Q]e = [bsym]z = bsym(el’ el) bsym(eZ’ 82) bsym(eZ’ 63)
bsym(e?:’ el) bsym(e3’ 62) bsym(e3’ 63)

Elementy macierzowe mozemy policzy¢ ze wzoru na form¢ dwuliniowa wyrazona przez stowarzyszong
forme kwadratowa

bm(,3) = 5 (Qx +7) = 0(0) — Q0)

Obliczmy najpierw elementy na diagonali, wykorzystamy obserwacje¢, ze catka z funkcji nieparzystej po
1
- 0

odcinku [—1, 1] daje zero. Innymi stowy, dla k nieparzystych, /_11 t*dt = kljt"“

1 1
bsym(el’e]) = % (Q(2el) - ZQ(el)) = % </1 2><2dt - 2/1 1 X 1dt>
1

ldt =2
1

1 1
byym(es. e)) = % (Q(2e2) - 2Q(e2)) = % </ 2t X 2(t + A)dt — 2/ X (t+ /1)dt>

-1 1

1 1
=/ tx(t+/1)dt=/ dt =
-1 -1

1
byym(es e3) = % (0(2e3) —20(ey)) = % </ 212 X 2(t + A)*dt — 2/ £ x(t+ ,1)2dr>
-1 —

1
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1 ! 2 2
=/ t2><(t+/l)2dt=/ P dt =2+ 24
-1 -1 5 3



Teraz policzymy elementy pozadiagonalne, poniewaz macierz jest symetryczna musimy znalez¢ tylko 3
nad diagonala, elementy pod diagonalg bgda z symetrii takie same. Wykorzystamy tez, to ze policzyliSmy
juz Q(e;, e;) wyzej, oraz to ze catka z t* dla nieparzystej potegi daje zero

1 2
bsym(el,ez)—E(Q(e1+e2) Q(el)—Q(e2) (/ (1+t)(1+t+/1)dt—2—§>
1 5 2
=5 (1+t+/1+t+t+t,1)dt 2—— (1+/l+t)dt -3 =1
1 2 2 2 2,
byym(e, e3) = 5 (Q(e1 +e;) — Q(e)) — Q(e3) (1 +)Y A+ @+ A))dt -2 — 3 5/1
-1
_1 2, 4 2 2 2, 2 2
= 1+22 + 24+ +AaDdt—2-2 -2 ) =2+ 4
=5 /(+ + A°+ 17+ Ar%) 53 3+
1 (/. 5 2 2 2,
bsym(ez,e3)—E(Q(e2+e3)—Q(e2)—Q(e3))=E G+t +A+0@+ A )dt—g—g—g/l
-1
1 5 2.2 2 2 25
= P3P+t 4P dt -2 -2 - = A7) =
2(/( FICHL AT =T =5 -3
Mamy macierz formy kwadratowe;]
2 2 §+/12
[0] Ao
2 2 2, 242
242 4 2434
Obliczamy jej minory
2 A\ 4
Dz—det</l %)—g—/l
2 2 §+/12
Dy=det| 4 % 4
2 2 2,292
S22 4 243
2.4 16, 32 2 4 2
=A==+ == 45147 =724 + 16
3 15 135 135( )

Kryterium Sylvestera da nam sygnature jesli ustalimy znaki minoréw, ewidentnie bgda one zaleze¢ od
A, wigc przeanalizujmy znaki poszczeg6lnych minoréw. Do tego przydatne bedzie zauwazenie, ze D,
jest wielomianem drugiego stopnia w zmiennej 42, wigc szybkie zastosowanie wzoru na zera funkcji
kwadratowej daje nam

2 , ) 2<2 4<2 4)
D 4 2416 =224 _4
= T35 (454 =227 +16) = £ (2 3)@ =



Mozemy teraz znalez¢ znaki minoréw

D/ =2>0
=0 jesliA?=3
D2=%—/12= >0 jesli A% < %
<0 jesli A> > ‘3‘

=0 jesliA*>= lub A=

>0 e1/12<—
D, =2 <,12—f)<,12——4>=< Jest
3 15 <0 jesli </l2

>0 jesli; <ﬂz

Daje nam to nastgpujace przypadki

Przypadek 1: 1> < —5
Mamy D, > 0, D2/D > 0, D,/ D, > 0, wigc sygnatura to (3,0)

Przypadek 2: 1— <i<i
Mamy D, > 0, D,/ D, > O D,/ D, < 0, wigc sygnatura to (2,1)

Przypadek 3: 5 < A?
Mamy D, > 0, D,/D, < 0, D;/D, < 0, wigc sygnatura to (1,2)

Przypadek 4: % =A%

Kryterium Sylvestera zawodzi, nalezy skorzystac z algorytmu Lagrange’a i "na piechote" zdiagonalizowaé
forme¢ kwadratowa. Okazuje si¢ ze sygnatura to (1,1)

Przypadek 5: 1> = %
Kryterium Sylvestera zawodzi, nalezy skorzysta¢ z algorytmu Lagrange’ai "na piechote" zdiagonalizowaé
formg¢ kwadratowa. Okazuje si¢ ze sygnatura to (2,0)
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