Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

6 Diagonalizacja form kwadratowych, algorytm Lagrange’a i kry-
terium Sylvestera

Najpierw omoéwmy zmian¢ bazy formy kwadratowej. Sa tu pewne analogie do zmiany bazy endomor-
fizmu (ktére pojawiaty si¢ co chwila przy diagonalizacji), ale sa tez istotne réznice. Przyjrzyjmy si¢
formie kwadratowe;]

QD) = x7 +4x,x, + 3x; = (x| + 2x,)* — X3
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é,, &, to elementy bazy, a x,, x, to wsp6irzedne wektora w tej bazie. Mozemy tez napisaé [0]¢ = ( 1).

%)
& =x,+2x,
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To dostaniemy diagonalng postac ff — fg &,, &, to wspotrzedne wektora U w bazie diagonalizujacej (tzw.

wspolrzedne diagonalizujace). Jaka jest baza diagonalizujaca? Przyjrzyjmy si¢ nastgpujacej rownosci,
jeshi f, f, to baza diagonalizujaca, musi zachodzié¢

Jesli wprowadzimy podstawienie

U=x8 +x,8, =& f1+& 1,

Innymi stowy, mozemy zapisaé [0]/ = <§1
2

to &, adruga &,, czyli U = &, f +& fz). Wiemy, jak transformuja si¢ wspotrzedne, mozemy wykorzystaé
t¢ wiedze, by znaleZ¢ transformacj¢ wektoréw bazy. Zapiszmy transformacj¢ wspotrzednych w postaci

macierzowej
<A A NAYES
&) \0 1) \x,

Mozemy zinterpretowac t¢ rownosS¢ jako zmiang¢ bazy
[B) = [id)/[5]"

Czyli powyzsza macierz jest macierza zmiany bazy [id ]5 , mozemy ja odwrocié
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[ld]f - ([ld]e) - <O 1> - (0 1 )

) (znaczy to doktadnie tyle, ze w bazie f, pierwsza wspotrzgdna



Tutaj przypominamy sobie wiedze, ktdrej nauczyliSmy si¢ przy okazji diagonalizacji, jeSli mamy macierz
zmiany bazy zbazy f do e, to jej kolumny sa elementami bazy f zapisanymi w bazie e. Innymi stowy

f 1=¢

fr=-26,+¢,
Na koniec tego wstgpu omdwmy jeszcze jedna réznice migdzy formami kwadratowymi a endomorfiz-
mami. Podczas diagonalizacji stosowaliSmy wzér M = S~!'D.S, gdzie M byto macierza w bazie stan-
dardowej e, D macierza w bazie diagonalnej d, a .S = [id]g macierza zmiany bazy. Sprobujmy znalezé

analogi¢ tego wzoru dla form kwadratowych, mamy interpretacje macierzowa, ktéra mozna zapisa¢ w
r6znych bazach

0(®) = (w901, [v]°
0(®) = (w1101, [0}

Podstawiajac do drugiego transformacj¢ wspotrz¢dnych 1 przyrownujac do pierwszego dostajemy
(WIHT101, o) = (lid) 19101, [id)/ [v]* = (1) (lid1)) 101, [id)/ [v]* = ([v])T[Q],[v]°

Czyli dostajemy wzor na zmian¢ bazy macierzy formy kwadratowej (ktory dziata tez dla form dwulin-
iowych)

(Lid1)T (0], id]! = (0],

Widzimy, ze jest on podobny do wzoru dla endomorfizméw, z ta r6znica, Zze mamy transpozycj¢ zamiast
odwrotnosci

Zad. 6.1

Zdiagonalizuj nastgpujace formy kwadratowe, znajdz baz¢ diagonalizujaca, sygnatureg 1 rzad
a) O(x) = X, X, + X,X5 + X3X4 + X4X,, x € R*

b) O(X) = det(X) + Tr(X?), X € R}

c) Q(v) = v(—=1)'(1),v € R,[-] (dodatkowe dla chetnych)

Rozw. 6.1

a) Chcemy zastosowac algorytm Lagrange’a "dopetniania do kwadratu", opierajacy si¢ na wzorze (x; +
a)? = xl.2 + 2x,a + @, pozwala on nam potaczy¢ wyraz kwadratowy xl.2 z liniowym. Nasza forma kwadra-
towa nie ma jednak zadnego wyrazu typu xl.z, musimy wigc wyprodukowac sobie wyrazy kwadratowe
sprytna zmiang bazy, skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia 4x,x, = (x; + x,)? — (x; — x,)?

Xp=y1+»
<x2=y1—y2
X3=D)3
X4 =Yy




lub w druga strong

( 1

= 5(x1 +x2)
1

Yy = 5(X1 - xz)

V3 = X3

Yy = Xy

-

Nasza forma kwadratowa w nowej bazie ma postac, ktora pozwala na uzycie algorytmu Lagrange’a

=0+

O(x(y) =y, = ¥; + (1 = ¥)¥s + ¥3¥s + yu(y) + 1)

1 1 1
2J’1§(J’3 + )+ Z(J’3 + J’4)2) - Z()@ + y4)2 - yi =NVt Y3Vt o),

1 1 1 1 1
=+ 505+ ) 705+ =i+ 2,50 = v + 703 = )+ 705 - V) + ¥3v4

= (o + %<y3 + )P - O + %<y3 %

Mamy sygnaturg (1,1) i rzad 2. Warto tu zwrécié uwage, ze dostaliSmy rzad 2, mimo ze mamy 4-wymiarowa

przestrzen wektorowa, taka sytuacj¢ nazywamy degeneracja i méwimy, ze forma kwadratowa jest zdegen-

erowana, po diagonalizacji m

-

\

Zapiszmy to w formie macier

amy zera na diagonali. Wsp6trzedne diagonalizujace to

1 1
zZp=y+t 5(3’3"‘3’4) = 5(?61 + X, + x5+ x4)

1 1
<z2:y2+5(y3—y4)=5(x1—x2+x3—x4)

23 =Y3 = X3

24 = Vs =Xy
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Powyzsza macierz to macierz zmiany bazy ze standardowej e do bazy diagonalizujacej f ([id]/). Kolumny

macierzy odwrotnej do niej ([

lid]S = ([id]))™" =

11 11
> 3 5 > 1 1 -1 O
I IR
0 0 1 0 10 0 1 o0
0 0 0 1 00 0 1
1 1 -1 0
1 -1 0 . |
fl—() = 0 f3= 1 fo= 0
0 0 0 1

id ]j,) to baza diagonalizujaca




Odwrdcenie powyzszej macierzy moze zostaé¢ zrobione metoda Gaussa - Jordana. Dozwolone ruchy to
dodawanie do siebie wierszy i mnozenie ich przez liczby, mamy wtedy [A|1] ~ [1|A™!]

11 1 1
%51§511000wﬁwl+w210101100
-1 2 =201 00 |[momer |0 =1 0 ~1|=1 100
0 01 0(0010 0 01 0,0 010
0 00 1]00O0°1 00 0 1|0 001
wow—w, | 100 0[1 1T -1 0
wo—wtw) | 01 0 01 -1 0 -1
"loo10/0 0 1 0
00010 0 0 1

W tych bazach nasza forma kwadratowa ma ponizsze postacie i spetnia [O] s = (lid ];)T[Q]e[id]ef (co
mozna sprawdzié, jesli ktos watpi)
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1 0 00 ?5?5

0 -1 0 0 1010

00 00 Lol
2 2

Jesli kto§ watpi w te postacie macierzowe to mozna sprawdzié, ze daja poprawne formy kwadratowe
wedtug definicji
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0 -1 0 O}}z
(21 2z, 23 z4) 00 00 zj =z - z]
0o 0 0 0)lz
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b) W przypadku gdy wzdér formy kwadratowej jest dany przez bardziej skomplikowana formutg jak w tym
podpunkcie, pierwszym krokiem jest zapisanie formy kwadratowej w bazie. Dla macierzy 2 X 2 mamy
baze standardowa e

(10 (01 (00 (00
“©=\o o “2=\o0 o “=\1 0 “4=\o 1

Dowolng macierz mozna rozpisa¢ w tej bazie ze wspotrzednymi a, b, ¢, d

<Z 3) = ae, + be, + ce; +de,

Teraz przeanalizujmy oba cztony i rozpiszmy je uzywajac tych wspoétrzednych, wyznacznik jest dos¢

prosty
a b
det((c d))-ad—bc

4



Slad macierzy (oznaczany Tr(A)) to suma elementéw na diagonali, ma on kilka ciekawych wtasnosci, jak
np. to, ze jest cykliczny (Tr(AB) = Tr(BA)) i1 ze nie zalezy od bazy (Tr([F]g) = Tr([F]?)), co jest
prostym wnioskiem z pierwszego faktu.

2
a b B a®+bc ab+bd\\ _ )
Tr<<c d) ) _Tr<<ac+ca’ bc+d2>> =a +bc+bc+d
Mozemy zapisaé forme¢ kwadratowa we wspotrzednych

O(X)=ad — bc + a* +2bc +d* = d*> + ad + bc + d?

Jest to postaé, ktora umozliwia proste zastosowanie algorytmu Lagrange’a
1

O(X)=d*+ad + bc + d* = (&* +2a2d+ d2) d2+bc+d2
1 ., 3,
- —d)? +bc+>d
(a+2 )"+ c+4
1 .-, 1 ) 1 2, 30
= —d)?+ =(b ——(b— >d
(a+2)+4( +c) 4( c)+4

Gdzie na koniec zastosowaliSmy podobng sztuczk¢ co w poprzednim podpunkcie, by poradzi¢ sobie z
cztonem bc przy braku wyrazéw kwadratowych b? i ¢2. Nasze wspotrzedne diagonalizujace to

-
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a
b+
b—
d
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Zapisujac to w formie macierzowej, mozemy odczyta¢ macierze zmiany bazy

a (10 0 3\(a
bl_fo 1 1 0]fb
¢ 01 -1 O}fc
d 00 0 1)\d
1o o L' 1 0 O —%
2 11
: - 01 1 0 0O - - 0
dlt. = d H=1 = = 2 2
lidT, = (lid],) 01 -1 0 01 -1 0
00 0 1 00 0 1
1 0 1
fi= 0 fr= § %) fa= 0
0 0 1
Odwrocenie powyzszej macierzy moze zosta¢ zrobione metoda Gaussa - Jordana. Dozwolone ruchy to
dodawanie do siebie wierszy i mnozenie ich przez liczby, mamy wtedy [A|1] ~ [1|A™!
1 w;—>w;—wy /2 _1
10 0 /100 0 5w 1 00 01 (1) (1) .
01 1 0/0100]|%w—wwr2l01000> - 0
01 -10[0010 0010[0 3 - 0
00 0 1]0001 0001/00 0 1



Baza f = {f|. f,, f3, f4} jest baza diagonalizujaca, w niej nasza forma kwadratowa ma ponizsza posta¢
i (co mozna sprawdzi¢) spetnia jak poprzednio [Q] F= ([id]‘})T[Q]e[id];
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c) Wybieramy najpierw bazg R,[-], bedzie to baza jednomianéw e, = 1, e, = t, e; = 2. Obliczmy formeg
kwadratowa dla ogdélnego wielomianu, ze wspotrzednymi x,. Potem mozna od razu uzy¢ algorytmu
Lagrange’a by zdiagonalizowac ja najpierw dopelniajac kwadrat dla x5, a potem dla x,

O(x, + Xyt + x531%) = (x; — X, + X3)(X, + 2X3) = XX, — x% +2X,X3 — Xyx5 + 2x§
1 1

1 1
ZXZ) + (EXI - sz)z) - 2(5)(1 -

1 1
= XX, — x% + 2(x§ + 2x3(§x1 - sz)2

3

9 1 1
= —EX% + EXIXZ - gxg + 2(X3 + EXI — sz)z
1 3 9 9 9 1 1
= —E(X? - 2x1§x2 + Zx%) + gxz — gxi + 2(X3 + Exl — ZXZ)Z
1 3 1 1
= _E(xl - §x2)2 + Z(X3 + Exl - ZXZ)Z

Sygnatura wynosi (1,1), rzad jest rowny 2, a wspoirzgdne diagonalizujace dane sa wzorami

3
Ni=X1 = 3%
Yo = Xo

1

1
V3 =35%X — A—Lx2+x3

Wektory bazy uzyskujemy odwracajac powyzsza macierz zmiany bazy
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Inna metoda znalezienia sygnatury jest tak zwane kryterium Sylvestera, polega ono na badaniu minoréw
macierzy formy kwadratowe;j.

Twierdzenie 20. (Kryterium Sylvestera)

Niech [Q], bedzie macierzq n X n formy kwadratowej, a D; wyznacznikami macierzy i X i powstatymi
z lewego gornego bloku macierzy [Q],, . kolumn i wierszy o indeksach nie wiekszych niz i. Jej wyz-
nacznik nazywamy minorem (czasem sama macierz jest nazywana minorem, ale bedziemy sie trzymac
nomenklatury z wyktadu) Jesli dla wszystkich i zachodzi D, # 0, to istnieje baza, w ktorej macierz formy

kwadratowej jest diagonalna i na diagonali ma liczby D, %, % ey DD” . Pozwala to na proste odczytanie
sygnatury. b "
Zad. 6.2

Znajdz sygnatur¢ formy kwadratowej stosujac kryterium Sylvestera
Ox) = x? +4x,x, + 3x§, x € R?

Rozw. 6.2

W tym zadaniu mozemy si¢ postuzy¢ pewna obserwacja. Jak wiemy forma kwadratowa moze zostaé
zdefiniowana przez symetryczng forme¢ dwuliniowa Q(v) = b, ,, (v, v). Innymi stowy majac forme dwulin-
iowa mozemy znaleZ¢ form¢ kwadratowa. Okazuje si¢ ze jest tez wzor w druga strong, tzn. mozna znalez¢é
symetryczng form¢ dwuliniowg jesli znamy odpowiadajaca jej form¢ kwadratowa. Ten wzor to

by (0. 10) = 2O+ 1) = Q(v) = Q(w))

Latwo to sprawdzié, podstawiajac do prawej strony Q(v) = b
gumentach oraz symetrycznosci (b, (v, w) = b

sym(Us V) 1 korzystajac z liniowosci w obu ar-

(w, v)), ze dostajemy réwnos¢ lewej i prawej strony

sym sym

1
E(bsym(v + w, v+ w) - by, (v,0) = by, (W, w))

1
= E(bsym(v, v) + b, (v, w) + by, (W, v) + by, (W, w) = by, (v,0) = b, (W, W))

- %(bsym(va LU) +b (LU, U)) =b (U’ LU)

sym sym

Mozna wykorzystywac ten wzor przy szukaniu macierzy formy kwadratowej zamiast zgadywania uzytego
w poprzednim zadaniu. Obliczmy elementy macierzowe (poniewaz macierz jest symetryczna wystarcza
nam elementy na i nad diagonala, element pod diagonala b ,,(e,, e;) = by, (e, e,))

byner.e) = %(Q(zel) ~20(e,) = %(4 —2)=1
byyn(er. €3) = %(Q(2ez) ~20(ey) = %(12 —6)=3
byymler. e3) = %(Q(el ey — 0le)) - Oley)) = %(8 1-3)=2

Macierz formy kwadratowej w bazie e jest rtOwna macierzy formy symetrycznej

[Q]e = [bSym]g — <bsym(e]7 e]) bsym(el,e2)> _ <; g)

bsym(eZ’ el) bsym(eZ’ 62)



By zastosowac kryterium Sylvestera potrzebujemy

nes((3))

2/ D

1 f—t

1
-1
| = —1, sygnaturajestréwna (1,1).

Istnieje wiec baza w ktorej elementy diagonalneto D, = 1,
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