Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

5 Czesé diagonalizowalna i nilpotentna macierzy, formy kwadra-
towe, diagonalizacja i sygnatura (algorytm Lagrange’a)

W ramach dopowiedzenia do ostatnich zaj¢é zastandwmy si¢ nad tym, jak skutecznie szuka¢ wektorow,
ktore naleza do ker(M — A1), a nie naleza do ker(M — Al1)/~'. Zgadywanie jest jedna z metod, jesli
mamy bazy jader, to czasem widac, jaki wektor musimy wybrac przy konstrukcji bazy Jordana, ale mozna
zrobic to w sposéb algorytmiczny. Mozna wykorzystac fakt, ze jadra kolejnych poteg maja coraz wigkszy
wymiar (az do wysycenia, tzn. momentu, gdy wymiar jadra ker(M — A1) to krotno$¢ pierwiastka 4),
wiec dim(ker(M — Al)) > dim(ker(M — A1)/~!). W naszych przyktadach objawiato si¢ to tym, ze
kolejne jadra byty rozpinane przez coraz wigksze zestawy wektoréw. Oznacza to, Ze co najmniej jeden
z wektorow rozpinajacych ker(M — A1) nie nalezy do ker(M — Al)~!. Biorac za przyktad ostatnie
zadanie z poprzednich zaje¢, mamy
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Wiemy, ze co najmniej jeden z pigciu wektordw drugiej podprzestrzeni nie nalezy do pierwszej. Kiedy
poszukujemy kandydata na V(23) wystarczy po kolei sprawdzi¢ czy dany wektor nalezy do ker(M — 1)?
i wybrac¢ pierwszy, ktory nie nalezy. Jak fatwo sprawdzi¢ czy dany wektor nalezy do jadra? Wystarczy
pomnozy¢ go przez wiersze i jeSli ktoéryS wynik da co$ niezerowego, to wiemy, ze mamy wektor nien-
alezacy do jadra. Mozemy sprawdzi¢ pierwszy z nich, okazuje sig¢, ze
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zatem ten wektor nalezy do ker(M — 1)°, ale nie nalezy do ker(M — 1)?

Teraz oméwimy bardzo przydatng wtasno$¢ postaci Jordana, jesli rozdzielimy posta¢ Jordana na dwie
czgsci: diagonalng i ponad diagonalng mozemy zauwazy¢ dwie ciekawe wilasnosci. Oméwmy to na
przyktadzie jednej klatki
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Pierwsza macierz D mnozy wektor przez stala, a macierz N to macierz ktora kasuje pierwszy wektor bazy
(Ne, = 0)1"przesuwa" pozostale (tzn. Ne; = e,_;). Nietrudno si¢ przekonac ze zachodzi DN = N D (w
takim wypadku méwi sie ze macierze komutuja), oraz N = 0. Dodatkowo D jest diagonalny i np. tatwo
policzy¢ exp tej macierzy. Taki rozktad nazywamy podziatem na cz¢$¢ diagonalizowalng i nilpotentna,
dla Scistosci mozna podaé definicj¢

Definicja 15. Macierz nazywamy nilpotentnaq, jesli dla pewnego k € N zachodzi N* = 0, dodatkowo jesli
N1 -0 to k nazywamy stopniem nilpotentnosci (jest to najmniejsza potega dla ktérej mamy N* = 0)

Poniewaz klatki Jordana sa niezalezne (macierz w formie Jordana jest blokowo diagonalna), mozna dokonaé
takiego podziatu dla dowolnej postaci Jordana i mie¢ przydatne wtasnosci, ze DN = ND, N* =0i D
jest diagonalne. Dla postaci Jordana macierzy, ktére przeliczyliSmy tydzien temu taki rozktad wyglada
nastgpujaco
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Korzystajac z macierzy zmiany bazy i postaci M = S~!D.S mozemy znalez¢ cze$é diagonalizowalna
(D = S7'DS) inilpotentng (N = S~ N.S) macierzy oryginalnych macierzy.
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Nietrudno si¢ przekonac ze faktycznie tak jak w powyzszym przyktadzie DN = N D, mamy nasz rozktad
na cz¢$¢ diagonalizowalna 1 nilpotentna. CzgSci nilpotentne zeruja si¢ przy potedze, ktdra jest rozmiarem
najwigkszej klatki Jordana danej macierzy, mamy
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Teraz omOwimy jak obliczy¢ funkcj¢ analityczng od takiej macierzy. Poniewaz mnozenie naszych dwoch
macierzy jest przemienne DN = N D, okazuje si¢ ze mozna stosowaé pewne wzory, ktére zachodza dla
liczb. Np. znany wzor exp(x + y) = exp(x) exp(y) jest prawdziwy dla macierzy jesli mamy dwie macierze
komutujace (tzn. M, M, = M,M,), tylko wtedy exp(Ml + Mz) = exp(Ml) exp(Mz), dla dwoch
dowolnych macierzy nie bgdzie to prawda. Nas bedzie interesowat szereg Taylora, dla liczb mamy
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Okazuje si¢, ze mozna uzasadni¢ podobny wzor dla macierzy D i1 N (dzigki temu, ze DN = N D),
dodatkowo mozemy wykorzystaé fakt, ze N* = 0, ktéry pozwoli nam uzyska¢ skoriczong sume
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Mozemy policzy¢ przyktadowo f(x) = exp(tx) dla macierzy z poprzedniego tygodnia
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To konczy nasza przygode z diagonalizacja macierzy, postacia Jordana i obliczaniem funkcji od opera-
toréw. Nastgpnym dzialem sa formy kwadratowe. Zacznijmy od wprowadzenia form dwuliniowych

Definicja 16. Formq dwuliniowq nazywamy

b: VXV >R
takie, ze jest liniowe w pierwszym i drugim argumencie, tzn. dla o, p, € Riv,,w, € R (i = 1,2) mamy
b(a;v; + a,0,, w) = a;b(v,, W) + a,b(v,, W)
b(v, pyw, + p,w,) = p,b(v,w,) + B,b(v, w,)

Jeslie = {e, e, ... e,} jest bazq to macierz B = [b(e;, e;); jci10.. ) NAzZywamy macierzq formy dwulin-
iowej, mozna zapisac forme dwuliniowq wzorem b(v, w) = v Bw.

Przyktad 17. W przestrzeni R? mamy przyktadowq forme dwuliniowq b(x,y) = x,y, + 4x,y, — X3V3
gdzie x;, y; to wspotrzedne wektorow x, y. Jej macierz jest postaci
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Mozna sie przekonad, ze zachodzi wzor
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Definicja 18. Formq kwadratowq nazywamy odwzorowanie
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dla pewnej symetrycznej formy dwuliniowej b, (v, w) (oznacza to ze b, (v, w) = b, (w, v), lubw jezyku
macierzy B, = BsTym ). Tzn. Q(v) = bsym(v, v), forma kwadratowa powstaje przez wstawienie w oba ar-
gumenty tego samego wekiora. Jesli e = {e,, e, ...e,} jest bazq to macierz Q = [by,(e;se)]; jc12. n)
nazywamy macierzq formy kwadratowej, mozna zapisaé forme kwadratowq wzorem Q(v) = v'Quv. Z
formy kwadratowej mozna tez odtworzy¢ odpowiadajgcq symetryczng forme dwuliniowq traktujqc jej
macierz jako macierz formy dwuliniowej.

Kontynuujac poprzedni przyktad, chcemy znaleic’ czeéci symetryczng i antysymetryczng macierzy B,

mamy B = B, + B,,,,,. gdzie B[ =B, B, = —B,,, Mozemy zapostulowac
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B=|a O +l[b 0 O
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Mamy réwnaniaa + b = 4,a — b = 0, co daje nam a = b = 2. Mozna tez znalez¢ cz¢S¢ symetryczna 1

. . p 7 _ B+BT _ B-BT . . ‘-
antysymetryczng uzywajac ogélnych wzoréw Bsym = = Bagym = . Nietrudno si¢ przekona¢, ze
faktycznie ich suma daje B i transpozycja nie zmienia pierwszej, a na drugiej produkuje minus. Poniewaz

BT =-B v' B, v = 0 dla dowolnego wektora, wktad do formy kwadratowej daje tylko czesé

asym asyn?’ asym . o , ~
symetryczna, a informacja o czg$¢ antysymetrycznej jest tracona. Forma kwadratowa, ktéra uzyskujemy

2 2
to x| + 4x;x, — X3

Teraz chcemy si¢ przyjrze¢ problemowi diagonalizacji formy kwadratowej. Mozna uzy¢ podejscia juz
znanego dla macierzy i diagonalizowaé macierz formy kwadratowej, ale istniejq tez prostsze metody ko-
rzystajace z wlasnosci form kwadratowych. Wazna uwaga jest taka, ze diagonalizacja form kwadratowych
jest czyms$ zupetnie innym niz diagonalizacja macierzy, co powinno sta¢ si¢ zaraz jasne, mamy tu zupetnie
inne wlasnosci 1 zadajemy inne pytania.

Najbardziej podstawowa metoda sprowadzenia formy kwadratowej do postaci diagonalnej jest metoda Lagrange’a,
opiera si¢ ona na tak zwanym dopetnieniu do kwadratu. Zobaczmy to na przyktadzie

O(x) = x% +4x,x, — xg = (x, +2x,)* — 4x§ — x%

Uzyskujemy w rezultacie wyrazenie zawierajace tylko kwadraty wspoétrzednych. Mowimy, ze

X, =x,+2x,

Xy = X,
X3 = X3
sa wspolrzgdnymi diagonalizujacymi form¢ kwadratowa, mamy Q(X) = ? 4x§ - x . Moze si¢ po-

jawi¢ pokusa, by powiedzie¢ ze mamy wartoSci wlasne 1, 4 -1, ale jesli bySmy wprowadz1h X, = 2x,,
to nasza forma kwadratowa miataby postaé¢ Q(X) = x — x — x , wigc mielibySmy "wartosSci wtasne"
1,—1,—1. To spostrzezenie to gtéwna rdznica pomledzy dlagonallzaqq formy kwadratowej i macierzy,
wartosci wlasne nie sa tu czyms "uniwersalnym", ale (dzigki temu ze pracujemy w liczbach rzeczywistych)
znaki tych wyrazéw sa niezalezne od bazy diagonalizujacej, to motywuje nast¢pujaca definicjg.
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Definicja 19. Jesli forma kwadratowa jest diagonalna w bazie, tzn. ma postac

p q
0O =Y &-Y e,
i=1 j=1

gdzie &; to wspotrzedne wektora & to pare (p, q) nazywamy sygnaturq formy kwadratowej. Sygnatura
nie zalezy od bazy diagonalizujqcej, dodatkowo ich sume p + q nazywamy rzedem formy kwadratowej i
oznaczamy rk(Q) = p+q

W naszym przykladzie sygnatura wynosi (1, 2), a rzad jest rowny 3.

Formy kwadratowe pojawiaja si¢ naturalnie przy badaniu pochodnej wielu zmiennych i zawieraja infor-
macj¢ o drugiej pochodnej. Dla funkcji jednej zmiennej znak drugiej pochodnej méwit nam czy mamy
minimum czy maksimum, dla funkcji wielu zmiennych rolg¢ ta bedzie pelni€ sygnatura, ale to raczej temat
na Analize II.

Zad. 5.1

Znajdz sygnature i rzad nast¢pujacych form kwadratowych

a) x3 + 4x,x, + 3x; b) X7 +4x,X, — 6x,X3 + 8x,X3 + 7x] + 8x] C) XX,
Rozw. 5.1

a) Wybieramy wspotrzedna x, 1 uzupetniamy kwadrat, pamigtajac o wzorze skroconego mnozenia (x; +
a)* = x? + 2x,a + > mamy

2 2 _ (42 2 2 2 _ 2_ 2
x| +4xx, +3x; = (xl +4x,x, + 4x2) —4x; +3x; = (X +2x))" — x5

Mamy zatem sygnaturg (1, 1) (jeden plus, jeden minus), oraz rzad rk(Q) = 2, wspo6trzedne diagonalizu-

jace to
& =x,+2x,
& =x

b) Chcemy uzupetni¢ kwadrat dla zmiennej x,, mamy dwa cztony liniowe, ktére musimy "wciagnac"

x% +4x,x, — 6x,x5 + 8x,x5 + 7x§ + 8x§ = (xf +2x,(2x, — 3x3) + 2x, — 3x3)2) — (2x, — 3x3)?
+8x,x5 + 7x§ + 8x§ = (x; +2x, — 3x3)* + 3x§ + 20x,x5 — x§ = (x; + 2x, — 3x3)?
+3 (x% + 2)(213—0x3 + 1(9)—0x§> — %x% — xg = (x; +2x, — 3x3)* + 3(x, + ?}@)2 - %x%

Mamy zatem sygnaturg (2, 1) (dwa plusy, jeden minus), oraz rzad rk(Q) = 3, wsp6trz¢dne diagonalizujace
to

10
61 = Xy + X363 = X3



¢) Co jesli nie ma wyrazu kwadratowego (xl.z), aby uzupetni¢ kwadrat? Musimy sobie stworzy¢ jakis,

standardowym pomyslem jest zmieni¢ zmienne (np. "pomieszac" pierwsza i druga)
X =y ty
=N =0

X% = + ¥ —») =y — )

Otrzymujemy wtedy

DostaliSmy od razu zdiagonalizowana form¢ kwadratowa, ogdlnie nie bytoby tak prosto i trzeba by kon-
tynuowaé procedurg wedtug przepisu z poprzednich podpunktéw. Mamy zatem sygnaturg (1, 1) (jeden
plus, jeden minus), oraz rzad rk(Q) = 2, wspdtrzgdne diagonalizujace to

1

= E(Xl + xz)
1

Yy = E(xl - xz)
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