Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II
Wojciech Niedziotka

4 Szukanie bazy i postaci Jordana

Definicja 14. Przestrzeniq pierwiastkowqnazywamy ker(M —A1)* gdzie A jest wartosciq wltasng macierzy
o krotnosci k

Przestrzen pierwiastkowa jest rozpigta na wszystkich uogdlnionych wektorach wiasnych zwiazanych z
warto$cia wlasng A. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze juz dla mniejszej pot¢gi bedziemy mieli jadro wymiaru &,
ktore bedzie rozpigte przez wszystkie uogdlnione wektory wiasne, dzieje si¢ tak kiedy mamy co najmniej
dwie klatki Jordana z warto$cig wtasng A

Przypomnijmy sobie og6lny schemat szukania bazy i postaci Jordana. Najpierw szukamy wielomianu
charakterystycznego, oraz jego pierwiastkow wraz z krotnosciami. Nast¢pnie analizujemy po kolei kazda
warto$¢ wilasna 1 ich klatki Jordana. Pierwszym krokiem jest zbadac jadro M — A1, jego wymiar powie
nam ile mamy wektorow witasnych dla danej wartoSci wiasnej, a poniewaz kazda klatka ma doktadnie
jeden wektor wilasny to bedziemy wiedziec ile jest klatek Jordana dla danej wartoSci wiasnej. Przydatna
jest tu wiedza, ze jeSli mamy jadro macierzy, ktéra ma m niezaleznych wierszy i n kolumn, to wymiar
jadra wynosi n — m. Nastepnie badamy jadra kolejnych poteg (M — A1)?, (M — A1)? ..., az do momentu,
w ktérym dostaniemy jadro wymiaru k-krotno$¢ A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego.
Majac nasze jadra mozemy zbudowac cz¢S¢ bazy zwiazang z wartoScig wlasng A korzystajac z tego ze
uogolnione wektory wlasne tworza seri¢
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gdzie A, to i-ta warto$¢ wlasna, Ug‘j) to j-ty z serii uogolniony wektor wlasny z i-tej klatki Jordana. Proce-
dura jest nastepujaca: wybieramy ostatni wektor z serii, a nastgpnie mnozac przez M — Al generujemy
jej reszte. Poniewaz ostatni wektor z serii to taki wektor, ktéry nalezy do ker(M — A1), ale nie nalezy
do (M — A1)~! mamy duza swobode wyboru (w jakim§ sensie wybierajac losowo wektor z przestrzeni
Jj-wymiarowej prawie zawsze dostaniemy cos$, co nie nalezy do j—1 wymiarowej podprzestrzeni). Na pod-
stawie wymiaréw jader mozna tez wywnioskowac jakie sa rozmiary klatek Jordana korzystajac z faktu,
ze ker(M — A1)y zawiera wszystkie wektory z klatek o wartosciach wtasnych A, ktére maja w ramach
klatki numer co najwyzej j (dla j = 1 mamy wektory wiasne, dla j = 2 mamy wektory wiasne i drugie
wektory z serii dlugosci > 2 itd ). Co jesli mamy dwie klatki o tej samej wartosci wtasnej? Nalezy zaczaé
od najdtuzszej serii, a po jej znalezieniu szuka¢ drugiej najdtuzszej i tak do skutku.



Zad. 4.1

Znalez¢ bazg 1 postaé Jordana macierzy
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Rozw. 4.1

a) Pierwszy krok to znalezienie wielomianu charakterystycznego
Wy (A) = A =22 =37 + 44 +4=(A+ 1)*(4-2)

Mamy dwie warto$ci wlasne —1 i 2, obie maja krotno$¢ dwa, zanim powiemy co$ o postaci Jordana trzeba
przyjrzeé si¢ podprzestrzeniom witasnym.
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Mamy po jednym wektorze wlasnym dla kazdej wartoSci wlasnej. Wiedzac, ze kazda z klatek Jordana
ma doktadnie jeden wektor wtasny, mozemy wywnioskowac ze kazda z wartos$ci wlasnych bedzie miata
po jednej klatce, ktére beda miaty rozmiar zwigzany z krotnoScia czyli 2 X 2
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Wiemy tez, ze baza bedzie si¢ sktadac z dwoch czgsci, dwuelementowej serii dla pierwszej klatki i drugiej
dwuelementowej serii dla drugiej klatki
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Pozostaje znalez¢ uogdlnione wektory wilasne, poprzez przeanalizowanie kolejnych potgg macierzy
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DostaliSmy dwuwymiarowe jadro, a wiemy ze warto$¢ wiasna —1 ma krotno$¢ 2, wigc mamy juz wszys-
tkie potrzebne informacje. Jadro w pierwszej potgdze jest rozpigte przez V(ll), a jadro drugiej potegi przez
V(l) i V(2)
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Na v(lz) - nasz uogOlniony wektor wlasny dla wartoSci wtasnej —1, mozemy wybra¢ dowolny wektor
nalezacy do drugiej przestrzeni, ktéry nie nalezy do pierwszej, na przyklad

S oo~ OO

o - O O

v’ =

1
0
1 0
0

Wtedy naszym drugim wektorem z klatki Jordana bedzie
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Dla drugiej warto$ci wlasnej mamy
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Znowu wystarczy jadro drugiej potggi, bo jego wymiar to dwa i jest rowny krotnosci 2 jako pierwiastka
wielomianu charakterystycznego, podsumowujac
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Mamy zatem vf) nasz uogdlniony wektor wtasny dla wartos$ci wtasnej 2, jest to dowolny wektor z drugie;j

przestrzeni, ktory nie nalezy do pierwszej, na przyktad
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Podsumowujac mamy baz¢ Jordana i posta¢ Jordana naszej macierzy
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Mozemy tez zapisaé nasza macierz M jako S~'J S
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Mozna sprawdzié, ze S~'J.S daje faktycznie nasza poczatkowa macierz M, wigc znalezliSmy poprawna
posta¢ i baz¢ Jordana. Poniewaz mieliSmy duza dowolno$¢ w konstrukcji bazy, uzycie wzoru M =
S~1J.S jest najpewniejszym sposobem upewnienia si¢ czy nie ma btedu

b) Pierwszy krok to znalezienie wielomianu charakterystycznego
Wy (D) =1 =2y

Mamy jedna warto$¢ wtasna 1 o krotnosci 5, zbadajmy przestrzen wtasng by dowiedzie€ si¢ ile klatek
Jordana ma nasza macierz
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Mamy dwa wektory wlasne v(ll) 1 V(Zl). Wiedzac, ze kazda z klatek Jordana ma doktadnie jeden wektor

wlasny, mozemy wywnioskowa¢ ze mamy dwie klatki Jordana, ich rozmiary musza si¢ sumowaé do 5
(krotnosci warto$ci wilasnej), ale nie wiemy jak wymiary rozktadaja si¢ na nasze klatki, czy mamy jedna
klatke 1 X 11jedng 4 X 4 czy moze klatke¢ 2 X 21 3 X 3?7 Aby to sprawdzi¢ musimy badac jadra kolejnych
poteg M — 1
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Jadro drugiej potegi jest rozpigte przez wektory wtasne i uogdlnione wektory wilasne, ktére sg drugie w
swojej serii. Wymiar jadra wynosi cztery, a juz wiemy ze sa dwa wektory wilasne, wigc mozemy by¢
pewni ze obie klatki sg co najmniej 2 X 2. Suma rozmiaréw klatek to 5 -krotnoS¢ pierwiastka, wigc postac
Jordana ma postac
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Wiemy ze baza bedzie si¢ sktada¢ z dwoch czesci, dwuelementowej serii dla pierwszej klatki i trzyele-
mentowej dla drugiej klatki.
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Wiemy ze jest 5 uogdlnionych wektoréw wiasnych, wigc musimy jeszcze zbadac ker(M — 1)3, ktére jak

si¢ okaze jest 5 wymiarowa przestrzenia, wigc skoro wymiar jest rowny krotnosci pierwiastka wielomianu
charakterystycznego, mozemy zakoriczy¢ badanie jader i rozpoczaé konstrukcj¢ bazy
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MoglibySmy sie zastanowié nad tym jaka jest tu przestrzen pierwiastkowa ker(M — 1)°, ale widaé, ze dla
trzeciej potegi mamy, jak to si¢ mowi, wysycenie i kazda wyzsza potgga bedzie dawac to samo. W ogo6l-
nosci musimy obliczyé ker(M — A1) dla takiej potegi j, dla ktérej bedziemy mieli k (krotno$¢ wartosci
wlasnej 4) wektoréow w jadrze, j bedzie rozmiarem najwigkszej klatki Jordana dla danej wartosci wiasne;.
Jesli kazda warto$¢ wlasna ma jedng klatke bedzie to przestrzen pierwiastkowa, ale jesli (jak w naszym
przypadku) mamy dwie klatki Jordana z ta sama warto$cia wtasng to j bgdzie mniejsze. Podsumowu-
jac mamy trzy jadra, ktére nas interesuja, jeSli oznaczymy wektory bazy Jordana jak w poprzednich



przyktadach to mamy
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Do tej pory mieliSmy tylko jedna klatkg¢ Jordana, procedura polegata na znalezieniu ostatniego wektora z
seril 1 wygenerowanie reszty przez dziatanie (M — A1), tutaj mamy jednak dwie serie co daje niewielka
komplikacje, musimy zacza¢ od ktorej$ serii. Dobra strategia jest najpierw znalezé wektory z dluzszej
serii. Dlaczego? Analizujac powyzsze wzory widzimy, ze Vg nalezy do ker(M — 1)° ale nie nalezy do
ker(M — 1), co wazne jest to JEDYNY wektor z ta wlasnoscia. Je§li bySmy chcieli teraz znalezé Vf
mielibySmy dylemat, jest to wektor, ktéry nalezy do ker(M — 1)? ale nie nalezy do ker(M — 1), ale V%
tez ma ta wlasnoS¢. Nie mamy mozliwoS$ci na tym etapie by z pelng pewnoscia ustali¢ ktory wektor to
V%, jest szansa ze wybralibySmy coS§, co potem okazatoby sie Vg. Szukamy V;, dowolnego wektora, ktory

nalezy do ker(M — 1)? ale nie nalezy do ker(M — 1)?, mozemy na przyktad wybraé
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Zeby znalezé vf poszukujemy wektora nalezacego do ker(M —1)?, ale nie do ker(M —1), ktéry dodatkowo
jest liniowo niezalezny od juz znalezionych wektoréw. Dodatkowy warunek jest istotny, bo szukamy bazy,
wigc chcemy miec co§ "nowego". Zanim zaczniemy szukanie Vf warto sobie troch¢ zmieni¢ postac jadra
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(M — 1)?, mozemy dodawa¢ do siebie wektory i mnozy¢ je przez stale, odejmijmy zatem od pierwszego
wektora drugi, mamy
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Rozpoznajemy, ze pierwszy wektor to V%, drugi to V(ZI), a trzeci nalezy do ker(M — 1). Pozwala nam

to stwierdzié ze (1 0 01 O)T jest wektorem, ktory nalezy do ker(M — 1)?, ale nie do ker(M — 1)
(kto nie wierzy moze sobie sprawdzi¢ z definicji jadra, czy ten wektor daje zero po przemnozeniu przez

wiersze?). Dodatkowo jest liniowo niezalezny od tego, co juz znalezliSmy, mamy wi¢c nasz poszukiwany

v(lz) 1 po krotkim rachunku tez V(ll)
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Podsumowujac mamy bazg¢ Jordana i postaé Jordana naszej macierzy
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Mozemy tez zapisac nasza macierz M jako S~'J.S
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Mozna sprawdzi¢, ze S~'J.S daje faktycznie nasza poczatkowa macierz M, wiec znalezli§my poprawna
posta¢ i baz¢ Jordana. Poniewaz mieliSmy duza dowolno$¢ w konstrukcji bazy, uzycie wzoru M =
S~1J.S jest najpewniejszym sposobem upewnienia si¢ czy nie ma btedu
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