Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

3 Diagonalizacji ciag dalszy, posta¢ Jordana

Zacznijmy od przypomnienia o tym jak znajdujemy macierz odwzorowania liniowego. Mamy odw-
zorowanie F : R,[-] — R,[-] dane wzorem (Fv)(f) = v(t — 1) 1 chcemy znaleZ¢ macierz tego odw-
zorowania w bazie e = {1,1,1?}. Procedura jest nastepujaca: zadziataj odwzorowaniem na elementy bazy
wejsciowej i wyraz wynik w bazie wyjsciowej. Odwzorowanie F przesuwa argument wielomianu z ¢ do
t — 1, mamy wigc

Fe,=Fl=1=e¢,

Fey=(F)=(@t—-1Y=t"-2t+1=e;—2e,+e,

Teraz pozostaje utozy¢ z tego nasza macierz, kolejne rownosci daja nam kolumny

1
[F1; =0
0

Przyktad trochg bardziej zwiazany z tym co robimy (tzn z macierza zmiany bazy S~!) to znalezienie
macierzy odwzorowania id (identycznoSci) z bazy f do bazy e w sytuacji w ktérej mamy elementy bazy f
wyrazone przez el. bazy e (doktadnie taka sytuacj¢ mamy kiedy znalezliSmy wektory wiasne). Np. jesli
[ =/ 12 13}, f1 = 2e, + 3ey, f, = Se; = 2e,, f3 = 2e; — 4e; + Se;, mamy

idf, = f, =2e, + 3e,
idf, = f,=5e; = 2e,

Nasza macierz moze by¢ prosto odczytana z tych rownan jako

2 5 2
lidls =[3 -2 -4
00 5

Zad. 3.1

Zdiagonalizuj nast¢pujace macierze (Znajdz S i D jak wyzej) i oblicz funkcje od operatora

a) (_72 _45> exp(tA) =?



b) <§‘ :g>’ B2026 —9

6 -2 -2
|8 -8 0| exptC)=?
10 —14 2
3 231
2 -4 2|, sin(§1)> =9
1 -3 3
Rozw. 3.1

a) Najpierw musimy znaleZ¢ spektrum i wektory wtasne

. T—4 =5\ _ » o _
a)A(/1)—d€:t<_2 4_/1>—/1 1HA+18=2-41)O9 -2

Spektrum jest rowne o(A) = {2, 9}, nastgpnie analizujemy podprzestrzenie wlasne

(3 )t =((1)
v=ker (33 ) =rer2 5)=((35))

Macierz S~! jest duzo prostsza do znalezienia, bo kolumnami sg znalezione wlasnie wektory wiasne,
odwracajac ja mamy

I mamy

(5 3)=sos=(3 2) (5 9)

Mozemy uzy¢ tej formy by tatwo obliczy¢ exp(tA)

_ 2t
exp(tA) = exp(t (_72 45>> = S~'exp(tD)S = (i _52> <e0 e%) % (% _51>

_1 2e% + 5% 5% — 5¢%
T 7\ 2% —2e% 5e% +2e%
b) Najpierw musimy znaleZ¢ spektrum i wektory wtasne

2—-4 =3
a)B(/l):det<1 _2_/1>=,12—1=(—1—,1)(1—,1)



Spektrum jest rowne o(B) = {—1, 1}, nast¢gpnie analizujemy podprzestrzenie wiasne

e 3) st 0 =((1)
=) 3) = =((7))

Macierz S~! jest duzo prostsza do znalezienia, bo kolumnami sg znalezione wlasnie wektory wiasne,
odwracajac ja mamy .S
1 3
—1 _
=)

s=(1 1) =213 2)
(G 2)=ss=( DG

Mozemy uzy¢ tej formy by tatwo obliczy¢ B?0%

2026 2026
B2026 — 2 _3 — S_1D2026S — 1 3 -1 0 l -1 3 _ 1 0
1 -2 11 0 1 2\ 1 -1 01

¢) Najpierw musimy znaleZ¢ spektrum i wektory wtasne

I mamy

6-4 =2 -2
o(A)=det] 8 —-8-41 0 |=-A+16A=(-4-D)(=DH@-1)
10 -14 2-1

Spektrum jest rowne o(C) = {—4, 0,4}, nastgpnie analizujemy podprzestrzenie wiasne

10 =2 =2 5 -1 -1 5 1 -1 1
V,=ker|8 -4 O |=ker|2 -1 O :ker<2 1 0>:< 2 >
10 -14 6 5 -7 3 3

6 -2 =2
Vo=ker| 8 -8 0 |=ker

1
0 =ker<? :i _01>=< 1 >
10 —-14 2 5 =7 1 2

2 =2 =2 I -1 -1 | -1 —1 3
Vi=ker|8 —-12 0 |=ker|2 -3 O =ker<2 3 O>=<2>
10 —-14 -2 5 -7 -1

—_
I
—_ =
I
[




Macierz S~! jest duzo prostsza do znalezienia, bo kolumnami sg znalezione wlasnie wektory wiasne,
odwracajac ja mamy

113 | -3 5 -1
S=|2 1 2 =7 4 -8 4
321 1 1 -1
I mamy
6 -2 -2 1 1 3)}(-4 00 1 -3 5 -1
8§ -8 0=S‘1DS=212OOOZ4—84
10 —-14 2 32 1J){0 0 4 1 1 -1
Mozemy uzy¢ tej formy by tatwo obliczy¢ exp(tC)
6 -2 =2 1 1 3)fe* 0 0 1—3 5 -1
exptC) =exp|t| 8 -8 0 ||=S'exptD)S=]2 1 2| 0 1 0 Z 4 -8 4
10 —-14 2 32 1)10 0 e* 1 1 -1

—3e™¥ +4 +3e" S + -8 +3e"  —eM +4 —3e¥
= —6e™ +4 +2¢% 10e™ — 8 +2e% -2 +4 — 2%
—9e +8+e¥ 1567 —16+e" -3¢ 48—

d) Najpierw musimy znalez¢ spektrum i wektory wlasne

3-14 =3 1
op(A)=det| 2 —4-1 2 |=-2P+227+41-8=(-2-DQR-1)?
1 -3 3-1

Spektrum jest rowne o(D) = {—2,2}, nastgpnie analizujemy podprzestrzenie wlasne

5 =31 0 12 -24 01 -2 1
V,=ker|2 -2 2|=ker|0 4 -8 |=ker <l 0 —l) =< 2 >
1 =35 1 -3 5 1

1 =31 1) (3
V,=ker[2 —6 2|=ker(1 -3 1)=< 0 ,1>

I -3 1 -1) 10

Macierz S~! jest duzo prostsza do znalezienia, bo kolumnami sa znalezione wlasnie wektory wiasne,
odwracajac ja mamy

1 1 3 1 -1 3 -1
S=12 0 1 =7 -1 3 =5
1 -1 0 2 =2 2
I mamy
3 =31 I 1 3)(-2 0 0 1 -1 3 -1
2 -4 2|l=8"'"DS=|2 0 1f|o0 201—1 3 =5
1 -3 3 I -1 0J)LO O 2 2 =2 2



Va

Mozemy uzy¢ tej formy by tatwo obliczy¢ sin( > D)

3 -3 1 11 3)(0 0 0) (-1 3 -1} (000
sin(%D>=sin£2 —4 2 =S_lsin<%D)S= 2 0 1ffo o ofz{-1 3 =s|=[0o 0 0
1 -3 3 1 -1 ollo 0o 0o)J*l2 =2 2/ lo oo

Po tych zadaniach z diagonalizacja macierzy mozemy si¢ pochyli¢ nad ogélniejszym przypadkiem. Co
jesli nie mamy tyle niezaleznych liniowo wektoréw by zbudowac z nich bazg?

Definicja 8. Klatkq Jordana bedziemy nazywac macierz kwadratowq n X n, takq ze na diagonali mamy n
razy te samq liczbe A € C, na przekqtnej ponad diagonalq mamy 1, a poza tym same 0
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Przyklad 9. Klatki Jordana

-i 1 0 0 O
010 (2) ; (1) 8 0 -i 1 0 0
0 01 00 2 1 0O 0 =i 1 O
0 00 000 2 0 0 0 —i 1
0 0 0 0 =—i

Przyjrzyjmy si¢ nastgpujacej klatce 3 x 3, ktéra ma same zera na diagonali, mozemy obliczy¢ jej dziatanie
na wektorach bazowych f

010 1 0 0
M=10 0 1| f,=|0] fi=|1] f3=]0
000 0 0 1
Mf, =0

Mf, = f M2f2:0
Mfi=f, M2f3=f1 M3f3=0

Czynimy teraz obserwacjg, ze klatka Jordana z zerami na diagonali w pierwszej potedze zeruje pierwszy
wektor bazy, w drugiej potgdze zeruje pierwszy i drugi, a w trzeciej potgdze zeruje pierwszy, drugi i
trzeci. Ta wlasnoS¢ bedzie kluczowa przy znajdywaniu postaci Jordana.

Definicja 10. Mowimy ze macierz jest w postaci Jordana jesli jest zbudowana z klatek Jordana (wartosci
wtasne mogq byc te same dla roznych klatek), ktore sq na diagonali, a poza nimi jest 0. Baze w ktorej
macierz ma te postaé¢ nazywamy bazq Jordana, a jej elementy uogoélnionymi wektorami wtasnymi

Przyklad 11. Macierze w postaci Jordana, 7 zaznaczonymi klatkami



-1 1]0 0 0|0 3]0 0 0{0 O
-2 1 0 0 -1/0 0 0]0 0/3 1 0[{0O0 310l0
0 -2 0 0 02 10]0 0/0 3 1[0 0 0 110
0 O 1 0 002 1]|0 0/0 0 3/0 O 0ol
0 O 5 0 000 2|0 0/0 0 0]9 1

0O 0|0 007 0/0 0 0[]0 9

Twierdzenie 12. Kazda macierz kwadratowa w pewnej bazie ma posta¢ Jordana

Jesli macierz jest diagonalizowalna to oczywiscie posta¢ diagonalna (wartosSci wiasne na diagonali) jest
szczegOlnym przyktadem postaci Jordana. Istnieja macierze niediagonalizowalne, wtedy posta¢ Jordana
to (méwiac lekko z angielskiego) "next best thing", pozwala ona tez liczy¢ funkcje od operatora, choé
jest to troche¢ bardziej zawite (ale o tym kiedy indziej). Teraz skupmy si¢ na zrozumieniu procedury
znajdywania postaci Jordana

Przyklad 13. Rozwazmy nastepujacq macierz w postaci Jordana, uzyjemy jej jako przyktadu tego jak
szukac uogolnionych wektorow wtasnych

51000
05000
M=|0 0210
00021
00002

Jesli policzymy wielomian charakterystyczny otrzymamy w (1) = (5 — A)2(2 — A)* (uzywajqc kilka razy
rozwiniecia Laplace’a wzdtuz pierwszej kolumny). Wyznacznik nie zalezy od bazy, w ktorej jest wyrazona
macierz odwzorowania liniowego det (S~'AS) = det(S~") det(A) det(S) = ﬁ@ det(A) det(S) = det(A),
wiec wielomian charakterystyczny daje nam informacje o wartosciach wtasnych na diagonali i ich krot-
nosciach. Pozostaje znaleZ¢ sposob ustalania uogélnionych wektorow wtasnych w sposob niezalezny od

bazy w ktorej jest wyrazona macierz.

Obserwujemy, ze mozna te wektory te sq powiqzane z jadrem macierzy (M — A1), jesli oznaczymy baze
standardowaq e, e, ... es, to mamy nastepujqce zaleznosci

ker(M — 51) = (e,)
ker(M —21)* = (e;, e,)

ker(M — 51)* = {e,, e,)

ker(M —21) = (e;) ker(M —21)° = (e, e,, e5)

Daje nam to pomyst na wyznaczenie uogolnionych wektorow wtasnych: rozwazamy kazdaq wartos¢ wtasnq
z osobna, najpierw A = 5, poniewaz ma ona krotnos¢ 2, musimy znaleZ¢ 2 uogolnione wektory wtasne,
najpierw szukamy e, - wektor nalezqcy do ker(M —51)? ale nie do ker(M —51) (moze to byé dowolny taki
wektor), e, mozna wtedy znaleZ¢ ze wzoru e, = (M —51)e,. Nastepnie wartoS¢ wtasna A = 2 o krotnosci
3, najprosciej najpierw znalez¢é es, ktore bedzie dowolnym wektorem nalezqcym do ker(M — 21)* ale nie
do ker(M —21)?, pozostate dwa uogélnione wektory wlasne mozemy znalez¢ 7 zaleznoscie, = (M —21)es,
e; = (M — 21)%es. Elementy bazy Jordana mozna oznaczaé tez v gdzie i to numer klatki Jordana, a j
)]

i

i

to numer wektora w tej klatce, jest to minimalne j dla ktérego (M — A,1)v.” = 0. W naszym przyktadzie

(1 (2 (» @ 3
1 2 2

mamy v, =e;, Vo =€)V, =e; V, =e,V, =es



Zad. 3.2

1 1 -1
Znajdz posta¢ Jordana i baz¢ Jordana nastgpujacej macierzy M=|8 5 -6
8 4 -5
Rozw. 3.2
Rozpoczynamy analogicznie do diagonalizacji macierzy od wielomianu charakterystycznego
1-4 1 -1
wy(A)=det] 8 5-4 -6 |=-A+A +i-1=-A-1*A+1)

8 4 =5-1

Mamy dwie wartos$ci wiasne, 1 o krotnoSci dwa i -1 o krotnoSci jeden, juz teraz mozemy czynié przy-
puszczenia jak bedzie wygladaé posta¢ Jordana, na pewno bgdzie miata jedna klatke 1 X 1 z wartoScia
wilasng -1, dla wartoSci wiasnej 1 mozemy miec jedna klatkg 2 X 2 lub dwie klatki 1 X 1 (w tym przy-
padku macierz bytaby diagonalizowalna). Zeby ustali¢ jaki przypadek mamy musimy poszukaé wektoréw
wilasnych.

2 1 -1 01 —1 0

ker(M — (—1)1) =ker|8 6 —6|=ker <1 0 0 ) = < 1 >
8 4 —4 1
=fi

(e}
o=
|
[—
Ao

ker(M — 1) =ker |8 —6| = ker <2 (1) :}>=< >
8 4 -6 4

=

Mamy dwa wektory wlasne f 1 f,, po jednym do kazdej wartoSci wilasnej, ewidentnie diagonalizacja nie
jest mozliwa, bo mamy za mato liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych, by stworzyé baze R®. Warto$¢
wilasna -1 ma krotno$¢ jeden, wigc jej klatka Jordana jest 1 X 1 1 na V(ll) mozna wybra¢ f, Wiemy teraz ze
warto$¢ wlasna 1 ma klatke¢ Jordana 2 X 2, zeby znaleZ¢ brakujacy wektor patrzymy na

01 -1y 0 00 0) (1
ker(M —1)* =ker|8 4 —6| =ker|-16 0 4|=ker (-4 0 1)=< 1], o>
8 4 -6 —16 0 4 0) |4

Mozna si¢ tatwo upewnic ze f, nalezy do powyzszego jadra, tak jak powinno by¢, teraz musimy wybraé
wektor z tej dwuwymiarowej podprzestrzeni, ktory nie jest f,, ten wektor to poszukiwany V(22). Wyboréw
mamy nieskoniczenie wiele, ale kazdy jest dobry, np

0
V(;) =11
0
Wtedy naszym drugim wektorem bedzie
0 1 —-1)(0 1
vV =M -1y =|8 4 —6f[1|=]4
8 4 —6)\0 4



Podsumowujac mamy posta¢ Jordana J i baz¢ Jordana

-1 00
J=10 11
0 01
1
O O @Dy _
B={v v, v, } =411].14]:]!
4
Mozemy zapisaé macierz M uzywajac macierzy zmiany bazy S~! = lid]}, = (V(I)V(l)V(z)) jako M =
S-S
11 -1 01 0)f-1 0 O)f(—-4 0 1
8 5 —-6|=|1 4 10 1 1|11 O O
8 4 =5 1 4 0)/0 O 1)JlO0 1 -1

OczywiScie mozna byto wybra¢ jaki$ inny wektor na V Jesh dokonaliby$§my alternatywnego wyboru
dostalibySmy rownie dobra baze¢ Jordana, np.

1
=10
4
01 —-1})/(1 -4
VW= -1 =18 4 —6]l0]|=]-16
8 4 —-6]l4 -16
-4 (1
{V(l) (1) ~(2)} 1].1-16].]0
1 —-16] |4

Zauwazmy, 7e V Jest przeskalowanym wektorem V( )

ze jeden z wektorow bazy bedzie proporcjonalny do />, ale nie dokonywaliSmy wyboru, bo nie bylismy

pewni wspotczynnika jaki musi by¢ by zachodzito V(l) = (M - ]l)v(z) Wybér wektora V ) daje nam

dowolnos¢, ale musimy si¢ upewni¢ ze pozostate wektory z klatki Jordana sa "zgodne" z wyborem V( )

dlatego najlepiej je wygenerowaé mnozac przez (M —1). Dla wartoSci wiasnej -1 mieliSmy klatke J ordana
1 x 1, wigc mieliSmy pelna swobodg¢ wyboru.

, w momencie policzenia wektorow wilasnych wiedzieliSmy
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