Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

2 Wektory i wartosci wlasne, diagonalizacja macierzy

Zaczynamy powtorka definicji z wyktadu

Definicja 2. Niech T € End(V') bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V (tzn. przeksztatcenie lin-
iowe tej przestrzeni w siebie), wektor v # O taki, ze Tv = Av dla A € C nazywamy wektorem wtasnym, a
A wartosciq wtasng T odpowiadajqcq wektorowi wtasnemu v

Whiosek 3. Tv = Av = (T — Al)v = 0, oznacza to, Ze jesli 4 jest wartoscig wtasng to T — A1 jest op-
eratorem nieodwracalnym, co dla macierzy oznacza, ze det(T' — A1) = 0. Wektor wlasny mozna znaleZé¢
badajqc ker(T — A1)

Przyklad 4. Przeanalizujmy macierz

=(53)

Wielomian charakterystyczny jest réwny @ ,(A) = A*>—=3A—10 = (A—5)(4+2), wigc mamy dwie wartosci
wtasne -2 i 5. Mozemy teraz znalez¢ wektory witasne uzywajqc redukcji wierszowej (tzn. mozemy dodawacé
wiersze i mnozy¢ wiersz przez statq, oraz usuwac wiersz ztozony z samych zer)

V_2 — ker(A _ (_2)]1) = ker <_84 _21> = ker (4 1) = <<_14>>

Vs = ker(A — 51) = ker <_14 —28> = ker (1 2)=<<_21>>

V, bedziemy nazywadc podprzestrzeniq wilasnq zwiqzanqg z wartosciq witasnq A. Ogolnie, jesli krotnos¢ A
Jjako pierwiastka w ,(A) wynosi k, wymiar podprzestrzeni wiasnej spetnia 1 < dim(V,) < k

Definicja S (Tylko dla przestrzeni skoficzenie wymiarowych, ale innych nie bedziemy robic). Spektrum
to zbior wartosci wtasnych operatora T, oznaczamy je o(T)

Zad. 2.1

Znajdz spektrum i podprzestrzenie wlasne nastepujacych macierzy
2 1 =2 2 1 -3 0 0 O

a|-1 0 2 byl4 -1 -4 o1 1 -1
0 0 1 -1 1 0 -1 1 1



Rozw. 2.1

a) Najpierw szukamy wartoSci wtasnych

2—-4 1 -2
w,A)=det] -1 -1 2 |=10-DQR=-DI+1)=(1-23
0 0 1-4

Wartosci wlasne to pierwiastki wielomianu charakterystycznego, wigc mamy o(A) = {1}. Aby znalez¢
wektory wlasne, przeanalizujmy jadro uzywajac redukcji wierszowej

1 1 =2
ker(A—11)=ker|-1 -1 2 |=ker(l 1 -2)
0 0 O

Nasze jadro jest dwuwymiarowa podprzestrzenia C?, mamy zatem dwa liniowo niezalezne wektory wlasne
o wartoSci wilasnej 1, np.

1 1
V=1 v =1
1 0

Podprzestrzen wtasna zwigzana z wartoScia wlasng 1 to

| 1
1 0

b) Najpierw szukamy wartoSci wtasnych

2-4 1 =3
wgD)=det| 4 —1-1 —4|==-A+2+51+3=0C-)(=1-41)?
~1 1 -

Mamy dwa pierwiastki: 3 o krotnosci jeden i -1 o krotnosci dwa, wigc szukane spektrum to o(B) =
{—1,3} Wiemy, ze kazda warto$¢ wtasna musi mie¢ co najmniej jeden wektor wlasny, a co najwyzej
tyle ile wynosi krotno$¢ tej wartoSci wtasnej. Zanim zaczniemy analiz¢ jadra wiemy juz ze mamy jeden
wektor wlasny z warto$cig wtasng 3 i jeden badZ dwa wektory wlasne o wartoSci wlasnej -1. Mozemy je
teraz znalez¢ i sprawdzi¢ nasza intuicj¢

-1 1 =3 1
Vi=ker(B—31)=ker| 4 —4 —4|=ker (T L )=k (Y © H (|1
1 -1 -1 1 -1 -1
-1 1 -3 0
Dla drugiej wartoSci wlasnej mamy

3 1 -3 01 O 01 0
V_=ker(B+11)=ker| 4 0 —4|=ker|l 0 —1|=ker <1 0 ) = <
-1 1 1 01 O



Czyli ostatecznie mamy po jednym wektorze wiasnym do kazdej wartosci wiasnej

1 1
0 1

¢) Najpierw szukamy wartoS$ci wiasnych

) 0
o) =det| 1 1-1 =1 == +247-2A=CDA+i—-ADA—i—-2)
-1 1 1=

Mamy trzy r6zne pierwiastki o krotnosci jeden, nasze spektrum to 6(C) = {0,1 — i, 1 + i} Badamy teraz
podprzestrzenie wlasne

0O 0 O 1
0 10 0 10
V, =ker(C -01) =ker| 1 } —1]=ker <_1 1 1> = ker <_1 0 1) = < 0 >

-1 1 1
-1+i 0 O 1 0 O 1 0 O
V,_;, =ker(C — (1 —i)l) =ker 1 i —=1|=ker|0 i —-1|=ker|0O -1 —i
-1 1 i 01 i 0 1 i
= ker o009 _ (1)
a 0 -1 —i) " \|.
i
-1-i 0 O 1 0 O 1 0 O
Vi, =ker(C —(1+i)1) =Kker 1 —i —=1|=ker|0 —i —-1|=ker|0O -1 i

-1 1 —i 0 1 —i 0 1 —i
= ker 100y (1)
a 0 -1 i)~ .
—i
Czyli ostatecznie mamy po jednym wektorze wiasnym do kazdej wartosci wlasne]

Vigi = 1
—i

-1

1 0 0
vo=|0] v._=]I
1 i

Definicja 6. JesliT € End(V')man = dim(V') LNZ wektorow wiasnych, to méwimy ze T jest diagonalizowalny

Wnhiosek 7. Jesli M to macierz operatora diagonalizowalnego T 'w pewnej bazie e (tzn. M = [T']¢, zwykle
e to baza standardowa), istnieje macierz S i macierz diagonalna D takie ze M = S~'DS. Dodatkowo
jesli przez d oznaczymy baze ztozong z wektoréow wtasnych T to D = [T]Z i S = [idV]Z. Problem
znalezienia macierzy D i S nazywamy problemem diagonalizacji macierzy




Wracajac do naszego dwuwymiarowego przyktadu 4, mieliSmy dwa liniowo niezalezne wektory wtasne,
wigc mozemy zidentyfikowaé¢ M, D1.S. Macierz M to macierz A z poczatku przyktadu, a D to macierz,
ktéra ma na diagonali -2 i 5. Latwiej bedzie znalezé macierz S~', ktora jest réwna ™! = [id]. Jej
kolumny to bg¢da wektory wtasne zapisane w bazie standardowej (co wazne, sa one w tej samej kolejnosci
co wartosci wlasne w macierzy D)

Mamy wigc
6 2\ (1 2\[(=2 0\1/-1 =2
-4 =3) " \-4 -1J\0 5/7\4 1
Zad. 2.2

Zdiagonalizuj nastgpujaca macierz (ZnajdZ S i D jak wyzej) i oblicz exp(M)

-3 0 2
—-103 100 2
—4 0 3

Rozw. 2.2

Najpierw musimy znalez¢ spektrum i wektory wlasne

-3-4 0 2
w,(A)=det] =103 100—4 2 |=-4+1004%+ A —100= (=1 — A)(1 — A)(100 — 1)
—4 0 3-1

Spektrum jest rowne o(A) = {—1, 1, 100}, nastgpnie analizujemy podprzestrzenie wiasne

-2 0 2 10 1 1
V_, =ker|-103 101 2|=ker <_1 1 0) = < 1 >
-4 0 4 1

-4 0 2 1
V, =ker[—-103 99 2 :ker<__949 909 (2)>=ker<j (1) (1)>=< 1>
—4 0 2 2



-103 0 2 0
Vao=ker| 103 0 2 |t (7170 2) ier (10 g)=< 1>
-4 0 =97 0

Macierz S~! jest duzo prostsza do znalezienia, bo kolumnami sg znalezione wlasnie wektory wiasne,
odwracajac ja mamy

1 0
St=[111
20
110 (2 0 -1
1 0 -11 O
I mamy (co mozna sobie na palcach sprawdzic)
-3 0 2 1 1 0)f-1 0 O 2 0 -1
—-103 100 2|=S8"'DS=|1 1 1}f0 1 O ||-1 0 1
—4 0 3 2 0J{0 O 100){-1 1 O

Powyzszy wzdr pozwala nam tatwo obliczy¢ exp(A), mamy szereg Tayloradla z € C

[o9] 1 ,
exp(z) = Z —Z
i n!

Daje nam to definicj¢ exp(A)
0 1 )
exp(A) = Z —A
e n!

Mozemy wstawi¢ tam wzor A = S~ DS i zauwazy¢ ze S~! i S beda sie parami skracaé

i . . < I w1, _
exp(A) = 2_;4;!5 'DSST'DS...S7'DS = z_én—!s 'D'S =S 1<Z D )S:S "exp(D)S

n=0 """

Poniewaz D ma niezerowe elementy tylko na diagonali (jest tzw macierza diagonalna), jej k-ta potgga to
macierz, ktéra ma na diagonali k-te potegi wartoSci wlasnych, a poza tym ma 0, wigc mamy prosty wzor
na exp(D)

o SO (G VAR el 0 0
exp(D)=Z;D”=Z; 0 1" 0 |=|l0 ¢ o0
n=0 "’ =™l 0 0 100 0 0 el
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