Notatki do ¢wiczen z Algebry z Geometrig II

Wojciech Niedziotka

1 Tw. Cayleya-Hamiltona i zastosowania: potegowanie macierzy,
rekurencje, funkcje od operatora

Na poczatek mata przypominajka z wyktadu

Twierdzenie 1. (Cayley-Hamilton)
Niech A € K" bedzie macierzq kwadratowg nXn, a w ,(4) = det(A — A1) jej wielomianem charakterysty-
cznym. Wtedy w ,(A) =0

Zanim przejdziemy do zastosowan, warto sobie sprawdzi¢ to twierdzenie na palcach, by upewnic sig, ze
rozumiemy o co w nim chodzi

Zad. 1.1

Sprawdz tw. Cayleya-Hamiltona dla nastgpujacych macierzy

| 2 2 1 -3
a)A= <3 4> b)B=|-1 0 -2
2 3 1

Rozw. 1.1

a) Najpierw znajdZmy wielomian charakterystyczny

coA(,l)=det(A—/111)=det<1;’1 43/1> =(1-H@d-D—-6=21-51-2

Aby podstawi¢ do tego wielomianu macierz A musimy znaé A?

w=(33) G 8)=(5 2)

Mozemy teraz sprawdzi¢ tw. Cayleya-Hamiltona

e oo (710N {12\ {10\ (00
@A(A) = AT= 54 21‘(15 2) 73 4) 720 1) o 0



b) Najpierw znajdZmy wielomian charakterystyczny

2-41 1 -3
wg(A) =det(B—-Al)=det] -1 -4 =2 |=C-HAHA-1)—-4+9+62-1)+(1-1)—-64
2 3 1-4

=P +342-1541+18

Aby podstawi¢ do tego wielomianu macierz B musimy znaé¢ B? i B?

2 1 =3)(2 1 =3 -3 -7 -11

B>=|-1 0 =2||-1 0 =2|=|-6 -7 1
2 3 1Jl2 3 1 3 5 -—11

-3 -7 —11}(2 1 =3 -21 =36 12
B=|-6 -7 1 ||-1 0 =2|=]-3 -3 33
3 5 —11Jl2 3 1 -21 =30 =30

Mozemy teraz sprawdzi¢ tw. Cayleya-Hamiltona

—21 -36 12 -3 -7 -11
wy(B)=—-B+3B*—15B+181=—| -3 -3 33 [+3]-6 -7 1
—21 -30 =30 35 -1

2 1 -3 100y (000

—15[-1 0 —2|+18[0o 1 of=f0o 0 o

2 3 1 001/ (ooo

Zad. 1.2

Oblicz k-ta potgge macierzy (uzywajac tw. Cayleya-Hamiltona)

32\ 1 2 301
= =9 = k:‘) = k:?
a) A <O 1>,A ? b)B (1 O)’ B ! ¢oC <_5 _1>, C !

2 1\ o,
= =()
d) D <_1 O),D .

Rozw. 1.2

Kluczem do rozwigzania tego problemu jest sprytne zastosowanie naszej wiedzy o dzieleniu wielomi-
andw, wiemy ze jeSli w 4(z) jest naszym wielomianem charakterystycznym, to istnieja dwa wielomiany
f(2)1g(z), takie ze

2" = f(2)w,(2) + g(2)

oraz deg(g) < degw, = n. Jesli wstawimy w to rownanie macierz A 1 uzyjemy tw. Cayleya-Hamiltona
dostaniemy

AL = f(Aw,4(A) + g(A) = g(A)



Co znaczaco upraszcza nasz problem, zamiast podnosi¢ macierz do potegi k, wystarczy znaleZ¢ reszt¢ z
dzielenia z* przez wielomian charakterystyczny. Tu wystarczy juz si¢ postuzy¢ trikiem, jesli podstawimy
do roéwnania pod z dowolny z pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego z, otrzymamy

= f(z)0,(z) +g(z) = g(z))

Zasadnicze tw. algebry mowi, ze wielomian n-tego stopnia ma n pierwiastkow zespolonych, a wielo-
mian g(z) ma n nieznanych wspoétczynnikéw, zatem jest nadzieja ze pozwoli nam to znaleZé wszystkie
wspolczynniki (tak dlugo jak pierwiastki sa r6zne, ale z tym tez sobie poradzimy, patrz podpunkt d)).

a) ZnajdZzmy najpierw wielomian charakterystyczny

3—4 2

w4(A) = det(A — A1) = det ( 0 1-

/1> =GB-DA-A)=1*-41+3

Z tw. Cayleya-Hamiltona wynika, ze A*> —4A + 3 = 0. Mozemy zatem uzywajac tego rownania wyrazi¢
k-ta potgge macierzy jako

Af=aq A+ 1

gdzie a, 1 p, to pewne liczby zalezne od k. Wiedzac, ze z, = 11z, = 3, ktdre sa pierwiastkami wielomianu
charakterystycznego, spetniaja réwnanie z* = a, z + f,, mozemy znalezé wsp6tczynniki

1¥=a,1+p, _ 1=al+p, _ Be=1-a,=33-39
3k = a3+, 3k—1=q2 =33 1)

Daje nam to odpowiedz

e Lo 1oy a3 3 -1
Al =23 - DA+ 50 3)]1_<0 .

b) ZnajdZmy najpierw wielomian charakterystyczny

1-4 2

wg(A) = det(B — A1) = det < 1 )

)=(1—/1)(—/1)—2=/12—/1—2=(/1+1)(/1—2)

Z tw. Cayleya-Hamiltona wynika, Ze k-ta pot¢ge macierzy B mozna wyrazi¢ jako
B*=a,B+p,1
gdzie a; 1 p, to pewne liczby zalezne od k. Wiedzac, ze z;, = —11 z, = 2, ktdre sa pierwiastkami wielo-
mianu charakterystycznego, spetniaja rownanie z* = @,z + f,, mozemy znalezé wspotczynniki
(—=Df = (=D + B, N —Df = (=D + B, N Bo=(=D +ay = %(2(—1)" +2)
k= a2+, 2k — (=1 =3 o =32 = (-1

Daje nam to odpowiedZ

Bk — %(21( _ (—l)k)B + %(2(_1)k + Zk)]l _ (%(2k+1 + (_l)k) %(Zk — (—1)k) )

JQF = (=DF) =Dk +25



¢) ZnajdZmy najpierw wielomian charakterystyczny

3—-4 1

wc(4) = det(C — A1) = < I

)=(3—/1)(—1—/1)+5=/12—2/1+2:(/l—1+i)(/l—1—i)

Z tw. Cayleya-Hamiltona wynika, Ze k-ta potgge macierzy C mozna wyrazi¢ jako
C*=q,C+p1

gdzie a; 1§, to pewne liczby zalezne od k. Wiedzac, ze z;, = 1—i1z, = 1+i, ktore s pierwiastkami wielo-
mianu charakterystycznego, spetniaja rownanie z* = @,z + f,, mozemy znalezé wspotczynniki

(A-dr=a-i+p, A-Dr=a-i)+p,
—
A+dr=a+i)+p, A+ =1 =i =a?2i
P=U-D-a(-i)= %((1 +0)(1 =D = (1 =)+ D))
= (1 +if = (1=

=

Daje nam to dobra okazj¢ do przypomnienia sobie trochg liczb zespolonych, uzywajac (1 +1i) = \/Eei"”/ 4
mamy

1 . Ak : gy 2K N —ikn /4 N ikn /4
B = E((l +H(A =D —A-HA+D)") = 7((1 + i)e = (1 =De™™)

= %2(—21' sin (kz /4) + 2i cos (kx /4)) = 2*/*(cos (kx /4) — sin (kz /4))
Q= 2li((l +if-(1-0Y= %z(eik”/“ — e kn/ty = 2k sin (kx /4)

Daje nam to odpowiedz

k/2(2 sin (X2 kz k/2 gin (kz
C* = 247 sin (kzr /4)C + 25/2(cos (kxt /4) — sin (kx /4))1 = (2 @sin(,) +cos C)) 27 sin (%) )

—5 % 2k/2 sin(’jT”) 2K/2(cos (’jT”) -2 sin(’jT”))

d) ZnajdZmy najpierw wielomian charakterystyczny

2—-41 1

wp (1) = det(D — A1) = < I

)=(2—,1)(—/1)+1=,12—2/1+1=(/1—1)2

Z tw. Cayleya-Hamiltona wynika, Ze k-ta potgge macierzy C mozna wyrazi¢ jako
D*=q,D+ 1

gdzie a; 1 f, to pewne liczby zalezne od k. Nasz wielomian ma miejsce zerowe tylko w z = 1 o krot-
nosci 2. Daje nam to jedno rOwnanie na wspoiczynniki @, 1 f,, aby dosta¢ drugie musimy przyjrzec si¢
WZOrowi

¢ = f(z)0(z-1)*+ .z + P,

Poniewaz krotno$¢ naszego pierwiastka jest wigksza niz jeden, jesli zadzialamy obustronnie pochodna na
nasze réwnanie, z = 1 wyzeruje problematyczny czton z f(z)

k5t = fl(2)z - 1) + f(22z - D+ o



Daje nam to uktad réwnan

k11 = q, a, =k

Dk:kD+(l—k)]1:<k+1 k )

Daje nam to odpowiedz

-k 1-k

Zad. 1.3

Znajdz wzor ogblny na k-ty wyraz ciggu rekurencyjnego
aa,, =a +a_,a =1a,=0 Db)b, ,=4b, —5b,_,+2b;_,,b,=e,b,=n,b,=0

Rozw. 1.3

a) Kluczem do rozwigzania tego zadania jest zdanie sobie sprawy, ze liniowe ciagi rekurencyjne mozna
przetlumaczy¢ na problem mnozenia macierzy. Zauwazmy ze skoro a, 1 a,_; pozwalaja obliczy¢ a, ., to
mozemy sobie zapisac przejScie z pary a, a,_, do pary a,_,, a,

(%)= o) ()

nasza macierz nie zalezy od k, wigc mozna napisa¢ prosty wzor na a, zalezacy od niej i warunkow

poczatkowych
g \_ (11 - A1) _ g1 (%
a_;) \1 0 a,) a,

Nasz problem sprowadza si¢ zatem do policzenia k — 1 potggi macierzy A

1

1-2
a)A(/l)zdet< U

) =(1—A><—z)—1=Az—ﬂ—1=(A—%<1—\/5>><A—%<1+\f5))
Tw. Cayleya-Hamiltona implikuje ze

- G+ B o
Aklza_A+ﬂ_]l:<akl k—1 kl>
! ! ®p—1 i

Mamy dwa pierwiastki wielomianu charakterystycznego z,, = %(1 + \/g), daje nam to uktad row-
nan

2k-1

=
LA+V) = 20+ V5 + 5 = <(1 + V5 -1 - \/g)k_l> = a1V

Bt = 701 = VI = a3 = V5) = S (4 V5=V = (1= V)1 +V5) )
tr = 5o (4 VI == V5) )

{L(l — V5Kt = ak—l%(l - V5 + P 2%_1(1 - V5 = ak-lé(l - V5 + B

=



Daje nam to odpowiedZ

< a > _ (ak—l + By ak—l) <1>
Ay Oy Br—1 0

Troche szybsze obliczeniowo bedzie odczytanie ze a,_; = a,_, 1 przesuni¢cie indeksu o jeden by otrzymac
wynik

A+ 5k =1 —/5)k
a, =oa, = 2k\/§

b) Mozemy zapisaé nasza rekurencje jako

b, |=11 0 O}]|b,,
Daje nam to wzor na k-ty element ciggu
b =1 0 0 b, | = B*?|b,
b._, 0 1 O b, b,
Musimy zatem znalez¢ k — 2 potgge macierzy B
4—-1 =5 2
wg(A)=det|] 1 =42 0 |=U@-DEADAD+2-54=-2 +422-54+2=—-(A—-2)(A—1)?
0 1 -4

Mamy zatem
27 = @z -2 D+ g2+ fz 41,

Mamy uktad 3 réwnan na nasze wspdtczynniki, pierwsze dwa biorg si¢ z wstawienia pierwiastkow 11 2,
a trzecie z zadzialania pochodng na obie strony i wstawienia pierwiastka o krotnosci dwa czyli 1

lk_2 = ak_2 + ﬁk_z + J/k—z ak—2 = 1 + 2k_2 - k
2= A+ B2+, = Afa=i(-25+6k—8)
k=12 =a,_2+p,_, Viea = 725 = 8k + 16)

Daje nam to poszukiwany wzor

= , Ha  +46 5+ 1y =18, =50, 8oy, +20,
B " =aq_,B"+f B+, ,1= 4oy 5+ By =5a;_, + 7, 20/,
Ap_o ﬁk—Z V=2

Z dolnego wiersza mozna odczytaé, ze
by = & _2by + f_rb) + 72Dy

co daje ostatecznie

6



Zad. 14
Oblicz

ea(c0 ) weole ) o4 )
d) e ((_32 _43>>, gdzie p(z) = ﬁﬁ n]:

Rozw. 1.4

a) To zadanie jest do$¢ analogiczne do 1.2, okazuje si¢ Ze dla funkcji analitycznych mozemy uzy¢ podob-
nego triku

exp(tz) = f(2)w,(z) +az + f
gdzie f(z) jest pewna funkcja analityczng. Pozwala nam to tatwo obliczy¢ szukane wyrazenie

w4 (A) = det <_1/1 1 E /1> =)0 -)-2=UAU+1)1-2)

Mamy dwa rézne pierwiastki 2 i -1, daje nam to uklad réwnan

e =2a+p a=1¥—em)
——3 ? 5
el=—a+p ﬂzg(e’+2e")

0 2 1 (¥ +2e7" 2e% —2e7!
eXp<1<1 1>>—O‘A+ﬂ]l—§<ezz_e—z 2e2t+e—t>

Daje nam to

b)
a)B(/l)=det<1I/1 3‘_3) =(1-DB=-H+1=(1-2)

Daje to réwnanie
exp(tz) = f(2)(z =2+ az+ f

Mamy jeden pierwiastek o krotnoSci dwa, naszym drugim rownaniem bedzie rGwnanie uzyskane po zadzi-
ataniu pochodng i wstawieniu 2

e =2a+p a = te*
—
te’ =a p=e*(1 -2t



4-1 3

wc(4) = det < 0

) = —4A+3=U1=-3)(4-1)
Mamy dwa r6zne pierwiastki 1 1 3, daje nam to uktad réwnan

sin<%1>=a+ﬂ _ {

sin<%3> =3a+pf

d)

3—-4 4

wDu):det< 5 _3_/1> = -1=A-DA+1)

Mamy dwa rézne pierwiastki 1 1 -1, daje nam to uktad réwnan

_ _1 12 _ n*4n=2
{(p(l) =D a+p a=3 ((n—l)! (n+1)!> T 2+
=2 =—a+ _1(_2 1 _ mne2
e(=D (n+1)! b p 2 \ (n+1)! + (n=1)! 2(n+1)!

3 4 —aD 4+l = 1 dn’ +4n—-4 4> +n-2)
P\\=2 -3))7¢“ T2+ DI\ 2P +n—2) —2n*—2n+8
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