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Streszczenie

W projekcie symulowano ruch podwoéjnego uktadu pulsara Hulse’a-Taylora (PSR B1913
+16) poprzez numeryczne catkowanie rownania ruchu uktadu, ktore uwzgledniato po-
prawki postnewtonowskie, wynikajace z przewidywan ogoélnej teorii wzglednosci. Po-
prawki rozwazono wlacznie do rzedu 5/2PN, bedacego pierwszym rzedem wprowadza-
jacym efekty dyssypacji energii uktadu poprzez emisje fal grawitacyjnych. Analizowano
wyniki symulacji wykorzystujacych dwa rézne algorytmy numerycznego catkowania ru-
chu: metody RK4 oraz DP5(4). W obydwu przypadkach, z uptywem czasu zaobserwo-
wano zanik wzglednej separacji obiektow uktadu, ktory jest spodziewanym efektem
uwzglednienia emisji fal grawitacyjnych. Na podstawie otrzymanych wynikéw, wyzna-
czono odpowiadajace im tempo zaniku okresu orbitalnego uktadu pulsara, a otrzymane
wartosci stanowily, w zaleznosci od metody symulacji, okoto 61,7-62,5% literaturowego
tempa zaniku przewidzianego teoretycznie.

Stowa kluczowe: fale grawitacyjne, przyblizenie postnewtonowskie, pulsar Hulse’a—
Taylora, metody numeryczne, RK4, DP5(4).
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1 Wstep

1.1 Grawitacyjne réwnanie ruchu

Rozwazmy uktad dwoch nierotujacych cial o masach my i my umieszczonych w pustej prze-
strzeni. Klasyczne prawa Newtona i Keplera przewiduja, ze kazde z tych ciat osobno krazy po
swojej eliptycznej orbicie, w ktorej ognisku znajduje sie nieprzemieszczajacy sie srodek masy
uktadu. Pojawiajace sie "zagadnienie dwoch cial" jest zazwyczaj rozwiazywane poprzez
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zapisanie réwnania ruchu dla wektora x = x5 — X3, taczacego polozenia pierwszego (x;)
i drugiego (x2) ciala.
Prawo grawitacji Newtona przewiduje réwnanie ruchu:
d*x GM
a = W = —T—2n, (].)
gdzie M = mq + mso, G to stala grawitacji, i oznacza wersor w kierunku x, natomiast r jest
zmienng w czasie dlugoscig wektora x, czyli odlegloscia pomiedzy ciatami.

Wzo6r nie uwzglednia jednak efektow opisanych przez ogélna teorie wzglednosci, rozwi-
nieta przez Alberta Einsteina na poczatku XX. wieku. FEfekty te mozna, w przyblizony
sposob, wlaczyé do analizy ruchu dwoch ciat poprzez wprowadzenie do rownania ({1)) dodatko-
wych cztonéw, zwanych "poprawkami post-newtonowskimi".

Przyblizenie post-newtonowskie ogélnej teorii wzglednosci opiera sie na rozwazaniu kolej-
nych poprawek o rosnacym rzedzie wielkosci € ~ (v/c)? ~ (GM/r)/c?, gdzie v jest wartoScia
predkosci wzglednej dwoch ciat (|v]| = |dx/dt]), a ¢ to predkos¢ swiatta w prozni.

Rownanie ruchu z poprawkami post-newtonowskimi do rzedu 5/2 moze by¢ zapisane jak(ﬂ:

d*x GM GM .
a= dz 2 n + 2 D(Apy + Aspn) +7v(Bpn + Bopn)] +
GM 8GMn

72 57

[f‘ﬁ . A2.5p]\/ — V- B2.5PN] 5 (2>

gdzie n = mymy/M? [1].

Powyzszy wzor zawiera poprawki danego rzedu rozdzielone na dwa elementy - jeden mnozony
przez wersor i, a drugi mnozony przez wektor v - zawierajace odpowiednio wspotczynniki
Agpn 1 Brpn. Poprawki definiowane sg dla catkowitych lub potéwkowych rzedéw e, przy
czym poprawki rzedow 1/2 i 3/2 nie wystepuja (sa rowne zero).

Wartosci wspotczynnikow wystepujacych w rownaniu moga by¢ obliczone wedlug
nastepujacych wzorow [1]:

3 GM
A x Apy = —(1 4+ 3n)? + 5777‘«2 +2(2 + 77)7,
C2 X BPN = 2(2 — 77),
1 GM 3
¢t x Agpy = —n(3 — dn)vt + 577(13 — 477)1127 - 577(3 — dn)i 4
GM 15 3 GM\?
+ (2 + 251 + 2n°)7? - gn(l — 3n)it — 1(12 +29n) (T) :
1 3 1 GM
' X Bopy = 577(15 + 4n)v* — 577(3 —2n)7? — 5(4 +41n + 8172)7,
17GM
& X Agspy = 302 + ———,
3 r
GM

C5 X BZ.E)PN = 1)2 +3—.
r

'Kropka nad zmienng oznacza tu, standardowo, pochodng po czasie
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Newtonowskie rownanie opisuje uktad, w ktorym zaréwno calkowita energia, jak
i moment pedu sa Scisle zachowane w czasie. Dodanie poprawek post-newtonowskich pierwsze-
go oraz drugiego rzedu nie narusza tego stanu rzeczy [2]. Sytuacja zmienia sie jednak, gdy
uwzgledniona zostaje poprawka rzedu 5/2, ktora, jako pierwsza, wlacza do rozwazan emisje
fal grawitacyjnych przez orbitujacy uktad dwoch cial. Poprawka rzedu 5/2 jest pierwszym
z cztonow "dyssypacyjnych", ktore to uwzgledniaja unoszenie energii oraz momentu pedu
uktadu przez emitowane fale grawitacyjne.

1.2 Uklad pulsara Hulse’a—Taylora PSR B1913+16

Pulsar PSR B1913+16 jest pierwszym odkrytym pulsarem wchodzacym w sktad tak zwanego
uktadu gwiazdy podwdjnej (ang. binary star system). Zostal on odkryty w 1974 roku
przez Russella Alana Hulse’a i Josepha Hootona Taylora Juniora [3]|, od ktorych nazwisk
pochodzi alternatywna nazwa pulsara. Periodyczne zmiany tempa obserwowanych pulsacji
wskazaly na to, ze pulsar ten krazy w uktadzie podwdjnym z innym obiektem, ktory okazal
sie by¢ druga gwiazda neutronowsa (ale nie pulsarem). Ze wzgledu na mozliwosé obserwacji
impulséw promieniowania wysylanego przez pulsar (w szczegolnosci czestotliwosci odbierania
sygnalow), omawiany uktad podwojny stal sie znakomitym obiektem do eksperymentalnego
testowania efektow ogodlnej teorii wzglednosci przewidywanych dla uktadu dwoch krazacych
masywnych obiektow.

Jednym ze skutkow emisji fal grawitacyjnych jest tracenie energii przez uktad. W ukladzie
podwojnym objawia sie to miedzy innymi przez postepujacy "zanik orbity". W efekcie,
gwiazdy podczas najwiekszego zblizenia (tj. periastronu) znajduja sie coraz blizej siebie,
a odstepy pomiedzy kolejnymi czasami znalezienia sie gwiazd w periastronie maleja na skutek
zmniejszajacego sie okresu orbity. Wieloletnie obserwacje pulsara Hulse’a-Taylora pozwolity
na stwierdzenie doskonatej zgodnosci obserwowanego tempa zaniku orbity z przewidywaniami
ogodlnej teorii wzglednosci, co stanowi jeden z eksperymentalnych dowodoéw istnienia fal
grawitacyjnych oraz prawdziwosci samej teorii [4].

W symulacji wykorzystano nastepujace fizyczne parametry uktadu:
e masa pulsara (my): 1,4414 Mg,
e masa towarzyszacego obiektu (mq): 1,3867 Mg,
e poczatkowa odlegtosé w periastronie (rg): 746600 km,
e poczatkowa predkosé wzgledna (vg): 901,6 km/s,
gdzie M, jest standardowym astronomicznym symbolem oznaczajacym mase Storica.
Masy obiektow zaczerpnieto bezposrednio z Artykutu [4]. Wartosci ry 1 vp mozna otrzymac

wykorzystujac wartosci mimosrodu orbity oraz okresu orbitalnego uktadu, réwne odpowiednio
e ~ 0,62 oraz P, ~ 0,323 dnia [4]F]

27 trzeciego Prawa Keplera: a3/P? = G(mq + ma2)/(47?), gdzie a jest polosia wielka wzglednej orbity.
Odleglosé w periastronie jest rowna: r = a(l — e). Wzgledna predko$é¢ w periastronie moze by¢ obliczona za
pomoca réwnania vis-viva: v = G(my + me)(2/r — 1/a).



M, skraca sie w obliczeniach dzieki wykorzystaniu wartosci statej grawitacji:
G = 1,327 x 10 km3/ (M, - $?).

2 Metody numeryczne uzyte w symulacji

Istota projektu byto przygotowanie oraz przeprowadzenie symulacji ewolucji uktadu pulsara
Hulse’a-Taylora, aby zbadaé¢ spodziewany zanik orbity na skutek emisji fal grawitacyjnych.
W symulacji obliczano kolejne wspolrzedne wektora wzglednego potozenia gwiazd, taczacego
obydwa sktadniki uktadu podwojnego (x). Wzgledne przyspieszenie uktadu obliczano wedtug
grawitacyjnego rownania ruchu z poprawkami post-newtonowskimi do rzedu 5/2, zgodnie ze
wzorem (2)).

Symulacje przeprowadzono za pomocg dwoch réznych programéw napisanych w jezyku
C++, przy wykorzystaniu dwoch algorytmow catkujacych rownianie ruchu: algorytmu Runge-
go-Kutty oraz algorytmu Dormanda-Prince’a.

2.1 Metoda Rungego-Kutty

Rozwazmy ogoélny przypadek, w ktorym rozwazamy dwie zmienne: niezalezng x oraz zalezng
od niej y(z). Zmiana y wzgledem = opisywana jest rownaniem rézniczkowym:

dy
— = flz,9), 3
P AC) (3)
gdzie znana jest postaé¢ funkcji f.

Znajac wartosci ,, oraz y, = y(x,), wartos¢ y dla kolejnej wartosci x oddzielonej o krok
h mozna obliczy¢ wykorzystujac metode Rungego-Kutty 4. rzedu. W tym celu nalezy
obliczy¢ wartosci funkcji f dla odpowiednich argumentéw, podanych ponizej:

kl = f(xnayn)a
h k
kQ:f((L‘n—i-E,yn—i—hEl),
h k
kSZf(In_’_aayn‘i_hEz)a

ks = f(xn + h,y, + hks3).

Kolejng wartos¢ y mozna wyznaczy¢ nastepnie jako:

h
Un+1 = Y(Tni1) = yn + g(k?l + 2k + 2k3 + ky),

gdzie x, 1 = x, + h.



Roéwnanie ruchu (2)) reprezentuje bardziej skomplikowany przypadek niz rownanie ({3).
Wystepuja tu zaréwno x(t), jak i v(t) = x(t). W projekcie wykorzystano zatem zmodyfikowa-
ng wersje metody Rungego-Kutty, ktora kazdy etap zastosowania metody stosuje réwnoczes-
nie do x i v. Wykorzystana metoda jest opisana nastepujacymi wzorami:

ka:l = Vp, kvl = a(van);
k, k, k,
kx2:vn+h217 kv2:a(xn+h71>Vn+h21>;
k, k, k,
kx3:vn+h22a kaZa(Xn+h727Vn+h72>;
k:p4 =V, + hkv3; kv4 = a(xn + hk$37 Vi + hkv?))u

h h
Xn+1 = Xp + g(kxl + 2kx2 + 2k:p3 + kx4)7 Vnt+1 = Vp + E(kvl + 2kv2 + 2kv3 + kv4);

gdzie h jest krokiem czasowym, a wielkosci k sa wektorami.

2.2 Metoda Dormanda-Prince’a

Metoda Dormanda-Prince’a (wariant DP5(4)) nalezy do rodziny osadzonych (ang. embedded)
metod Rungego-Kutty. W jednym kroku czasowym wykonuje ona siedem ewaluacji funkcji.
Wykorzystuje przy tym wtasciwos¢ FSAL (First Same As Last), co oznacza, ze ostatnia
ewaluacja z danego kroku jest jednocze$nie pierwszg ewaluacja w kroku nastepnym. Pozwala
to na réwnoczesne wyznaczenie przyblizenia rozwigzania rzedu pigtego oraz rzedu czwartego
przy optymalizacji kosztow obliczeniowych.

Podobnie jak w metodzie RK4, dla uktadu réwnan ruchu konieczne jest wyznaczenie
wektorow pomocniczych (etapow) dla potozenia i predkosci. Aby zachowaé sp6jnosé notacyj-
na, kolejne etapy k,; oraz k,; dlai=1,2,...,7 przyjmuja postac:

i—1

ka:i =V, —I— h Z aijkvj, (4)
j=1
i—1 i—1
kvi =a (Xn + h Z a,ijkwj, Vn + hz aijkvj> s (5)
Jj=1 J=1

gdzie a;; to wspotezynniki tablicy Butchera charakterystyczne dla metody DP5(4).
Na podstawie wyznaczonych etapéw obliczane sa nowe wartosci potozenia i predkosci
w czasie t,41:

7
Xn1 =Xn + 1Y bkai, (6)
=1

7
Va1 = Vo +h Y bk, (7)

i=1



gdzie b; to wagi dla przyblizenia rzedu piatego.
Roznica miedzy przyblizeniem rzedu piatego (b;) i czwartego (b)) stuzy do wyznaczenia
wartosci lokalnego btedu numerycznego (estymatora btedu):

7

hY (b = b))y

=1

err =

(8)

Zmajac wielko$é bledu lokalnego, algorytm w sposéb adaptacyjny dobiera krok czasowy.
Przyjmujac zadana tolerancje btedu 7, wielkos¢ kroku czasowego h w nastepnej iteracji jest
aktualizowana zgodnie ze wzorem:

7 \1/5
Paowy = S+ (=) 9
oy err )
gdzie S (czesto przyjmujace wartosc ok. 0,9) jest wspolczynnikiem bezpieczeristwa zapobiega-
jacym zbyt agresywnym zmianom kroku i minimalizujacym ryzyko koniecznosci powtarzania
odrzuconych krokéw.

3 Analiza wynikéw symulacji

3.1 Program I - Metoda Rungego-Kutty 4. rzedu

Za pomocg programu przeprowadzono symulacje wzglednego ruchu sktadnikéow uktadu pulsa-
ra Hulse’a-Taylora. Przy catkowitym rozwazanym czasie rtownym 10° s (~ 31,7 lat) symulacje
przeprowadzono dla trzech statych krokéw czasowych: 1 s, 0,1 s oraz 0,01 s. Dodatkowo, dla
calkowitego czasu 107 s przeprowadzono symulacje z jeszcze mniejszym krokiem czasowym
wynoszacym 0,001 s. Przy danej konfiguracji, rownanie ruchu obliczano do rzedu 2. lub 2.5.
poprawek post-newtonowskich (PN). Plikiem wyjsciowym programu symulacyjnego byt plik
tekstowy z zapisanym warto$ciami czasu t oraz odleglosci r dla miniméw oraz maksimow
wzglednego dystansu miedzy obiektami uktadu (7).

Analize wynikow symulacji rozpoczeto poprzez zbadanie wplywu wywieranego na nie
przez wybor danego kroku czasowego. W tym celu skorzystano z faktu, ze przy uwzglednianiu
poprawek post-newtonowskich tylko do rzedu 2 uktad nie traci energii, a tym samym nie
zmieniaja sie parametry wzglednej orbity, w tym odleglosé (r,) miedzy obiektami w periastro-
nie (zob. koniec Sekcji . Za miare doktadnosci symulacji przyjeto $rednia kwadratowa
z odchylen otrzymywanych wartosci r, od poczatkowej wartosci separacji, przy uwzglednianiu
poprawek do rzedu 2PN. Przy idealnej symulacji odchylenia te powinny by¢ zerowe. Skoriczo-
na wielkos¢ kroku czasowego wplywa jednak na zmniejszanie symulowanych r,, miedzy
innymi z powodu "przeskakiwania" doktadnej chwili czasu periastronu.

Na Rysunku [I| przedstawiono, w skali logarytmicznej, srednig kwadratowsa odchyleri obli-
czong dla réznych krokéw czasowych w symulacji do rzedu 2PN. W kazdym z przypadkow
wzieto pod uwage ten sam symulowany okres czasuE] wynoszacy 107 s. Na rysunku mozna

3W przypadku symulacji z dtuzszym czasem wybrano tutaj tylko pierwsze 107 s



Odchylenie kolejnych odlegtosci w periastronie
od poczatkowej wartosci
przy poprawkach do rzedu 2PN
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Rysunek 1: Poréwnanie §rednich kwadratowych odchyleni separacji w periastronie (1, — 7o)

otrzymanych w symulacji z poprawkami do rzedu 2PN przy réznych wartosciach kroku
czasowego. Calkowity czas analizowany w symulacji wynosi 107 s.

zaobserwowac, ze Srednie odchylenie znaczaco spada przy zmianie kroku czasowego z 1 s
na 0,1 s. Spadek jest widoczny takze przy przejsciu z 0,1 s na 0,01 s. Srednie odchylenie
zaczyna jednak nieznacznie wzrasta¢ przy zmianie kroku czasowego z 0,01 s na 0,001 s,
co moze wskazywac¢ na to, ze dla jeszcze mniejszych krokéw czasowych oscyluje ono wokot
wartosci uzyskanych przy krokach 0,01 s i 0,001 s. Biorac pod uwage powyzsze spostrzezenia,
stwierdzono, ze zmniejszenie kroku czasowego ponizej 0,01 s prawdopodobnie nie przyniostoby
wiekszej poprawy doktadnosci symulacji.

W pozostalej czesci tej sekcji, rozwazane sa juz pelne wyniki symulacji wylacznie dla
krokow czasowych 0,1 s oraz 0,01 s.

Wielko$cig analizowana w dalszej czesci jest rozmica (1, — 1) separacji w periastronie
otrzymywanych dla kolejnych okrazen orbity oraz wartosci poczatkowej (rg). Opisywana
wielko$¢ (r, — ro) nazywano rowniez "odchyleniem separacji w periastronie".

Na Rysunkach 2 i |3| przedstawiono zmiane odchylenia w czasie dla krokéw czasowych
rownych kolejno 0,1 oraz 0,01 s. Na kazdym z rysunkéw pokazano zmiany odchylenia dla
symulacji uwzgledniajacej poprawki zaréwno do rzedu 2PN, jak i 2,5PN.

Zgodnie z oczekiwaniami, w przypadku poprawek do rzedu 2PN nie jest obserwowana
znaczaca zmiana otrzymywanych odlegtosci w periastronie (r,). Zanik separacji jest nato-
miast wyraznie widoczny w przypadku uwzglednienia poprawek post-newtonowskich do rzedu
2,5PN.

Innym interesujacym spostrzezeniem jest réznica pomiedzy wykresami dla dwoch réznych
krokow czasowych. W przypadku wiekszego kroku, 0,1 s (Rysunek , widoczny jest rozrzut
punktow powyzej gtéwnych lini wyznaczanych przez najwieksze zageszczenie punktow. Jest



0.001 Zmiany separacji obiektéw w periastronie wzgledem poczatkowej wartosci
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Rysunek 2: Odchylenia r, od ry otrzymane dla symulacji z krokiem czasowym 0,1 s
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Rysunek 3: Odchylenia r, od ry otrzymane dla symulacji z krokiem czasowym 0,01 s

to rezultat cyklicznego otrzymywania wigkszych niz wlasciwa wartosci r, w skutek nieznaczne-
go "przeskakiwania" przez symulacje doktadnej chwili potozenia w periastronie. Efekt ten
jest duzo mniej widoczny w przypadku zastosowania mniejszego kroku czasowego, 0,01 s

(Rysunek [3).



W celu wyznaczenia tempa zmian separacji w periastronie dopasowano prosta do danych
odpowiadajacych poprawkom post-newtonowskim do rzedu 2,5PN,; oddzielnie dla obydwu
krokow czasowych. Wyniki dopasowania przedstawione zostaly na Rysunkach [ oraz [f
Otrzymane nachylenie prostej wyraza zmian¢ w czasie separacji w periastronie: 7.
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Rysunek 4: Dopasowanie prostej do wynikéw symulacji do poprawek rzedu 2,5PN przy kroku
czasowym 0,1 s, w celu wyznaczenia 7,
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Rysunek 5: Dopasowanie prostej do wynikéw symulacji do poprawek rzedu 2,5PN przy kroku
czasowym 0,01 s, w celu wyznaczenia 7,



Na podstawie otrzymanych wartosci 7, obliczono tempo zaniku okresu orbitalnego, wyko-
rzystujac wzor wyprowadzony w Suplemencie. Otrzymane wyniki to:

o P,=—148x10"12 s/s dla kroku czasowego h = 0,1 s,
o P, =—149x107"% s/s dla kroku czasowego h = 0,01 s.

Tempo zaniku okresu orbitalnego wyznaczone na podstawie Pracy [5] przedstawione zostalto
w Artykule [4], gdzie podano przewidziana wartosé: P, ~ —2,40 x 1072, Wartosci P,
otrzymane w przedstawionej analizie wynikow symulacji zgadzaja sie zatem co do rzedu
wielkosci z przewidywana wartoscia, sa jednak od niej okoto 1,6 razy mniejsze (wartosci
bezwzgledne B).

3.2 Program II — Metoda Dormanda-Prince’a DP5(4)

Drugi program symulacyjny oparto na osadzonej metodzie Rungego-Kutty rzedu 5(4) Dor-
manda-Prince’a (DP5(4)) z automatyczna, adaptacyjna kontrola kroku czasowego. W odroz-
nieniu od stalokrokowej metody RK4, algorytm DP5(4) pozwala na ciaglte dopasowywanie
kroku catkowania dt do dynamicznie zmieniajacych sie warunkéw ruchu, gwarantujac opty-
malny czas obliczen przy zachowaniu zadanej doktadnosci numerycznej.

3.2.1 Zmiennos$é kroku czasowego i geometria orbit

Na Rysunku 6] przedstawiono przebieg zmian kroku czasowego dt w funkeji czasu dla symulacji
trwajacej 10 s.

Zaobserwowa¢ mozna wyrazne oscylacje wartosci dt w szerokim zakresie — od okolo 10™% s
do 10% s. Najmniejsze wartosci kroku czasowego wymuszane sg w okolicach periastronu, gdzie
predkodci i przyspieszenia obiektow osiagaja ekstrema, a zakrzywienie toru jest najwieksze.
W obszarach oddalonych od periastronu algorytm wydluza krok catkowania, co pozwala
znacznie ograniczy¢ taczng liczbe iteracji bez utraty precyzji w weztowych punktach orbity.

Na Rysunku[7]zaprezentowano geometrie wyznaczonego toru ruchu dla symulacji z popraw-
kami rzedu 2,5PN. Rysunek [fp] przedstawia eliptyczna orbite wzgledna o silnym mimosrodzie
(e ~ 0,62), natomiast Rysunek [fb] ukazuje ruch obu pulsaréw wokol ich wspolnego srodka
masy (barycentrum).

3.2.2 Precesja peryastronu

Wtaczenie zachowawczych poprawek postnewtonowskich 1PN oraz 2PN skutkuje obrotem
elipsy orbitalnej w plaszczyznie ruchu (zjawisko precesji peryastronu). Na Rysunku |8 pokaza-
no zmiane polozenia katowego peryastronu w czasie dla pierwszych 107 s symulacji wyznaczo-
na metoda oknowa.

Dopasowany trend liniowy wyznacza szybkos¢ precesji peryastronu rowna:

a=4,77Tx107*"/s.
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Praca algorytmu Dormand-Prince (krok adaptacyjny)

103 _

102 -

101 _

100 -

Krok czasowy dt [s] (skala log)

10744 —— Krok dt

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Czas [s] 1le9

Rysunek 6: Zmiana kroku czasowego dt w czasie symulacji 10° s przy uzyciu algorytmu
Dormanda-Prince’a (skala logarytmiczna).

Przeliczajac powyzsza warto$é na skale roczng, uzyskujemy tempo precesji wynoszace okoto
4,18°/rok. Wynik ten wykazuje bardzo wysoka zgodnosé¢ z wartoscia przewidywana teore-
tycznie przez ogdlng teorie wzglednosci dla uktadu Hulse’a-Taylora, wynoszaca ok. 4,22° /rok

[4].

3.2.3 Zanik separacji w periastronie i tempo zmiany okresu orbitalnego

Uwzglednienie dyssypacyjnego cztonu 2,5PN prowadzi do statej utraty energii uktadu na
skutek emisji fal grawitacyjnych, co objawia sie stopniowym zmniejszaniem odlegtosci w peria-
stronie. Na Rysunku |§| przedstawiono odchylenie separacji w periastronie (1, — r9) w skali
czasu 10 s (~ 31,7 lat).
W wyniku dopasowania prostej metoda najmniejszych kwadratéw uzyskano tempo spadku
separacji w periastronie:
ip = —4,68 x 107" km/s.

Wykorzystujac wzor z Suplementu, na podstawie wartosci 7, wyznaczono tempo zaniku

okresu orbitalnego uktadu: '
P, =—1,50 x 1072 s/s.

Otrzymana wartos¢ P, stanowi 62,5% wartosci przewidywanej teoretycznie przez ogoblng
teorig¢ wzglednosci (B, &~ —2,40 x 10712 s/s [4]). Wynik ten jest wysoce spojny z rezultatami
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1e6 Wzgledna orbita ciat w ptaszczyznie
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Rysunek 7: Geometria orbity uktadu podwoéjnego PSR B1913+16 uzyskana z symulacji

z poprawkami 2,5PN dla czasu 107 s
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Dopasowanie liniowe odchylenia separacji (Rzad 2,5PN - DP5(4))

. Rzad 2,5PN
= trend liniowy
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Rysunek 9: Dopasowanie liniowe odchylenia separacji w periastronie dla symulacji do rzedu
25PN z uzyciem algorytmu DP5(4).

uzyskanymi dla Programu I (gdzie w zaleznosci od kroku czasowego uzyskano od ok. 61,7%
do 62,1%), co potwierdza spojnos¢é numeryczng obu algorytmow catkowania.

4 Funkcjonowanie programéw

4.1 Program I — Metoda RK4

Symulacja wykorzystuje klase Vector do przechowywania dwuwymiarowych wektoréw potoze-
nia X oraz predkosci wzglednej V (oznaczanych w tekscie jako x i v). Klasa ta definiuje
podstawowe operatory arytmetyczne, metode wyznaczania dhugosci Mag () oraz iloczyn skalar-
ny, co pozwala na zwiezte wyrazenia algebraiczne w kodzie.

Funkcja calcAcc(const Vector&, const Vector&) oblicza wektor przyspieszenia a, u-
wzgledniajac poprawki postnewtonowskie do rzedu 2,5PN (lub wytaczajac czton 2,5PN,
gdy flaga to2PN jest ustawiona). Obliczane sa wspotezynniki Ay, As, Ay 5 oraz By, B, By s
pochodzace z formalizmu Pati & Will [I], a nastepnie sktadniki wzdtuz wersora radialnego i
i predkosci v:

a=C,n+C,v,

gdzie C,, i C, sa funkcjami odleglosci r = ||x]|, predkosci v = ||v|| oraz predkosci radialne;j
7 =v- 1.
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Calkowanie wykonuje metoda Proceed (), ktora implementuje klasyczny schemat Runge-
go-Kutty czwartego rzedu. Najpierw wyznaczany jest wektor przyspieszenia k,; = a(x,v);
nastepnie punkty posrednie:

h h

X =X+ 5V, v =V + 5k,
h h

X3 = X + 5Vg, vy =V + 5k,

X4y =X+ hvg, vy =V + hkys,

gdzie h oznacza stalty krok czasowy tStep. W tych punktach obliczane sa kolejne przyrosty
przyspieszenia ko34 = a(x;,v;). Po otrzymaniu wszystkich czterech etapéw polozenie
i predkosé¢ sa aktualizowane wzorem:

X X+ %(v + 2vy + 2v3 + vy), V< Vvt %(km + 2kyo + 2ky3 + k).

W petli glownej programu (plik main.cpp) po kazdym kroku sprawdzany jest znak
zmiany odleglosci r = ||x||. Gdy odleglosé przestaje rosna¢ (przejscie przez apoastron),
zapisywany jest czas poprzedniego kroku jako warto$¢ dodatnia; gdy odlegtosé zaczyna rosnaé
ponownie (przejscie przez peryastron), zapisywany jest czas jako liczba ujemna. Taki sposob
pozwala wyodrebni¢ jedynie ekstremalne wartosci r, ograniczajac ilos¢ danych wyjsciowych
do niezbednych punktow orbity, jednoczesnie zachowujac informacje o kolejnosci przejsé przez
apsydy.

4.2 Program II — Implementacja algorytmu DP5(4)

Symulacja wykorzystuje prostg strukture danych do przechowywania stanu uktadu: wektor
potozenia X oraz wektor predkosci wzglednej V sg obiektami klasy Vector, ktora przechowuje
dwie wspotrzedne x i y (ruch rozpatrywany jest w plaszczyznie orbity). Klasa Vector oferuje
operatory arytmetyczne, metode wyznaczania dtugoséci Mag(), iloczyn skalarny oraz funkcje
drukujaca sktadniki, co umozliwia zwiezle i czytelne wyrazenia algebraiczne w kodzie.

Glowna petla integratora znajduje sie w metodzie Proceed (). Jej pierwszym krokiem jest
ustalenie pierwszego etapu k1: jesli poprzedni krok zostatl juz zaakceptowany, wykorzystuje
sie wlasciwos¢ FSAL — ostatnio obliczony etap k7 przechowywany jest w sktadowej kLast
i podawany jako k1 biezacego kroku (hasKLast wskazuje, czy taka wartos¢ jest dostepna).
Funkcja dpStep(h, k1, Xn, Vn, errX, errV, kLastOut) wykonuje pojedynczy probny
krok metody Dormanda—Prince’a 5(4) wedlug tablicy Butchera zdefiniowanej w anonimowe;
przestrzeni nazw (wspotczynniki bi,... b6 dla rozwiniecia piatego rzedu oraz el,...,e7 dla
estymatora btedu). Siedem etapow k1...Kk7 jest obliczane poprzez kolejne kombinacje biezace-
go polozenia i predkosci z odpowiednimi wspotczynnikami czasowymi ¢;. Po wyjsciu z dpStep
otrzymujemy aproksymacje stanu piatego rzedu (Xn, Vn) oraz wektor btedu bedacy réznica
miedzy piatym a czwartym rzedem (errX, errV). Otrzymany etap k7 zostuje zapisany do
kLastOut i nastepnie przechowywany w polu klasy kLast jako pierwsze ogniwo nastepnego
kroku (FSAL), co eliminuje jedna ewaluacje funkcji przyspieszenia na krok.

Adaptacja kroku czasowego opiera sie na poréwnaniu normy btedu lokalnego z zadana
tolerancja. Sktadniki btedu skalowane sa indywidualnie dla pozycji i predkosci:

s = absTol + relTol - max(||x||, ||xx.||), sy = absTol 4 relTol - max(||v||, [[v.l),
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a nastepnie obliczana jest usredniona kwadratowa norma btedu:

X 2 /c2 Vv 2 /a2
ertorn ¢ lorehI?/s% + Tors P/

Jesli errNorm < 1, krok zostaje przyjety; stan ukladu ulega aktualizacji, kLast otrzymuje
warto$¢ k7, a licznik krokéw zaakceptowanych inkrementuje sie. Nowy krok jest wtedy
proporcjonalny do:

factor = safety - elrrl\]orm—1/p0rder7

gdzie safety = 0,9, pOrder = 4 (rzad btedu), a wynik jest ograniczony do przedziatu
[minFactor,maxFactor] = [0,1;5,0] oraz do maksymalnego i minimalnego dopuszczalnego
kroku (tStepMax, tStepMin). W przypadku odrzucenia kroku (errNorm > 1) krok zostaje
zmniejszony przy uzyciu tego samego wzoru (bez gornego ograniczenia) i proba zintegrowania
kroku zostaje powtorzona.

Zastosowano réwniez kilka optymalizacji wydajnosciowych w celu zmniejszenia obciazenia
obliczeniowego i operacji wejscia/wyjscia. W funkeji wyznaczajacej przyspieszenie postnewto-
nowskie calcAcc unikano wywotywania kosztownej funkcji std: :pow przy obliczaniu poteg
catkowitych — zastapiono ja wielokrotnym mnozeniem (np. v*v, rDot*rDot*rDot*rDot).
Ponadto, aby ograniczyé¢ iloéé¢ zapisywanych danych, program wykrywa momenty przejscia
przez apsydy (peryastron i apoastron) poprzez monitorowanie zmiany znaku iloczynu skalar-
nego 4ot = V- X (predkosci radialnej); zapis do pliku nastepuje tylko wtedy, gdy rgo4 zmienia
znak, co odpowiada ekstremum odleglosci. Dodatkowo w trybie probkowania wspotrzednych
co staly interwal czasowy (sampleInterval) wyjscie jest ograniczane do okreslonych chwil
symulacji, co znaczaco redukuje operacje I/O bez utraty informacji o kluczowych punktach
orbity.

5 Podsumowanie

W ramach projektu zrealizowano symulacje ruchu uktadu podwojnego PSR B1913+16 z u-
wzglednieniem relatywistycznych poprawek postnewtonowskich do rzedu 2,5PN.
Glowne wnioski i osiagniecia pracy obejmujg:

e Obserwacja efektow dyssypacyjnych: Wtaczenie cztonu 2,5PN doprowadzito do sukce-
sywnego zmniejszania separacji cial w periastronie, co stanowi bezposredni skutek emisji
fal grawitacyjnych przez uktad.

e Wyznaczenie tempa zaniku okresu orbitalnego: Otrzymana z symulacji wartos¢ P, zachowu-
je wlasciwy rzad wielkosci w poréwnaniu z przewidywaniami teoretycznymi (2,40 x 1072

s/s).

e Porownanie algorytmow: Zastosowanie metody DP5(4) z adaptacja kroku i wlasciwoscia
FSAL pozwolito na znaczna optymalizacje czasu obliczen oraz lepsza kontrole btedu w po-
rownaniu ze statlokrokowa metoda RK4.
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Dostepno$é kodéw zrodlowych

Kody Zrodtowe programoéw symulacyjnych napisanych w jezyku C-++ oraz skrypty przezna-
czone do analizy danych i generowania wykresow zostaly udostepnione w publicznych repozy-
toriach:

https://github.com/pawelsajdak/zps2
https://github.com/fdragowski480677/pulsar_simulation

Udzial autorow

Franciszek Jan Dragowski:

e Symulacja wykorzystujaca algorytm DP5(4): przygotowanie programu, przeprowadzenie
symulacji oraz analiza wynikow

e Raport: opis metody Dormanda-Prince’a, przedstawienie wynikéw programu I (wykorzy-
stujacego ten algorytm), funkcjonowanie programoéw, podsumowanie

Pawel Sajdak:

e Symulacja wykorzystujaca algorytm RK4: przygotowanie programu, przeprowadzenie sy-
mulacji oraz analiza wynikow

e Raport: streszczenie, wstep, opis metody Rungego-Kutty, przedstawienie wynikéw progra-
mu [ (wykorzystujacego ten algorytm), wyprowadzenie wzoru w Suplemencie
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Suplement

Obliczenie tempa spadku okresu orbitalnego (Pb) na podstawie tempa spadku
separacji w periastronie (7,)

Trzecie prawo Keplera, zrozniczkowane po czasie:

GM
3 _ 2
a = 472 b
. GM .
3a2a = m : 2Pbe,
GM :
3a’a = 1 2hha,

3P%a = 2P,Pa,
. 3 a
P==-F -], 10
=3n (%) (10

gdzie a jest potosia wielky wzglednej orbity uktadu.
Korzystajac ze standardowej zaleznosci r, = a(1 —e), wiazacej promien periastronu z potosia
wielka oraz mimosrodem eliptycznej orbity wzglednej, dostajemy: 7, = a(l —e) — aé. Ze
wzoréw na @ i é zawartych w rozdziale 5. Pracy [6], otrzymujemy:

304, 1213

s 15 15
aé = a -
73 37
64 (1+ﬁ62+%64)
5 1—e2
Po podstawieniu @ z rownania ((10)):
: 304 121
2an 1 5 € + 1_563
r, = — - — e —
p 73 37
SPb 64 (1+ﬂ€2+%64)
5 1—e2

Stad, wyznaczajac a z trzeciego prawa Keplera, dostajemy ostateczny wzor taczacy B,z Tp:

64 (1+%62+%64)

1/3
AC e -
2 | GM Uoe (I HCHE)  s0a, 121 3
5 1+e 15 15
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