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Struktura pasmowa stanow elektronowych

MODEL PUSTEJ SIECI
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Model pustej sieci

Zalezno$¢ E(k)=E(k + é), dla potencjatu periodycznego, ale

dazgcego do zera daje: ,

2
ER)=EG+G) =""|i +&

2m
. w przypadku jednowymiarowym:
+E
L 21 2n Ln 5
“Ta a Gp:ZCI1 a a k

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Model pustej sieci
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Fig. 2.1. The band structure of a free particle shown in (a) the extended zone scheme and
(b) the reduced zone scheme

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
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Model pustej sieci

. w przypadku tréjwymiarowym (struktura sc):
Pasmo Ga/27c
1 000
2,3 100, 100
8,9,10,11 o =
4,5,6,7 010,010, 001, 001
8,9,10,11 110, 101, 110, 101
12,13,14,15 110,101,110, 101
16,17,18,19 011,011,011,011
£(000) £(ks, 00)
0 k2
(27t/a)? (ks == 29t/ a)®
(27t/a)? k2 + (27t/a)?
2(27t/a)? (kz + 27t/a)? + (27t/a)?
2(27t/a)? (kz — 270/a)? + (271/a)?
“a b T 2(27/a)? k2 + 2(271/a)2

Ch. Kittel, Wstep do fizyki ciata statego.
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Model pustej sieci

W obrazie zredukowanym do | strefy Brillouina wystepuje wiele
roznych zaleznosci E(k) i konieczne jest ich numerowanie (numer

pasma): E (];)

Funkcje Blocha (bez uwzglednienia spinu) sg wigc numerowane
wektorem falowym k oraz indeksem pasma n:

@ ()= U, (r)- exp(il; : 17)



Model pustej sieci

Struktura diamentu

pusta siec

rachunki metoda pseudopotencjatu
Energy

r2'+r25'+r[ o
N [200]

[344] B
L|+L2~+L3+L3< [] 1 l] A1+A2‘+A5 Eﬁ
Q
[011] Xy+X, &
r|+r2-+r25'+r15
X
[100] X,
111
[222] Al
Egkla r
L I" [000] X L A r A X UK ¥ r
W
Wavevector k avevector k
P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
15.04.2026

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 5



Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

Wektor l_c; jest dobrg ,liczbg” kwantowg; dla kazdego rownowaznego
k'=Fk + G funkcja Blocha jest taka sama

Co robig operacje symetrii z wektorem falowym k (a wieciz
funkcjami falowymi)? Czy transformuja go w rownowazny mu
k'=k+G czytez nie?

Zbidr tych operacji symetrii pefnejgrupy punktowej krysztatu, ktore
transformuja dany wektor falowy & w rownowaznymu k'=k+G

stanowi grupe wektora falowego k (i jest podgrupa petnej grupy
punktowej krysztatu)

W zaleznosci od tego, czy k jest jakims symetrycznym punktem 1BZ
(np. T, X, L), czy lezy na jakims symetrycznym kierunku (np. A, 4) czy
tez nie — grupa wektora falowego &k jest inna

Dla k =0 (punkt I strefy Brillouina) kazda operacja grupy punktowe;j
krysztatu przeprowadza go w wektor mu rownowazny, a wiec grupa
wektora falowego z punktu I rdwna sie petnej grupie punktowe;j
krysztatu



Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

. Stany klasyfikujemy (nazywamy) nieprzywiedlnymi reprezentacjami
odpowiednich grup wektora falowego. Przyjeto sie w tym wypadku

uzywaé w nazwach reprezentacji nazw punktow (kierunkow) w strefie
Brillouina

. Przyktad: struktura blendy cynkowej, grupa punktowa T,. Reprezentacje
nieprzywiedlne: A, (1-wym.), A, (1-wym.), E (2-wym.), T, (3-wym.), T,
(3-wym.). Grupa wektora falowego z punktu I — tez T,. Teraz jednak
nazewnictwo inne:

Table 2.4. Commonly used notations for the irreducible representations of the 7, point
group

@’* Bouckaert, Smoluchowski,
Koster notation®  BSW notation Molecular notation Vierret

I Iy Ay

[> s As

i . JFlz . .

'1”4_':' | 5 F}’i - "11 ' T . | P.Y. Yu,-M. Cardona, Fundamentals
: o - rzs | . Tl ... of Semiconductors

Note that [y and /5 are sometimes reversed in the literature.
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

- Wektor falowy z punktu L lub By

na kierunku A: operacje, ktore A

przeprowadzajg taki wektor w

rownowazny mu tworzg b

grupe C,,. Trzy nieprzywiedlne

reprezentacje: A; (1-wym.), A, T+l

(1-wym.), E (2-wym.) = [311] r\

/11, /12, /13 Li+L,+2L, [111] 2A+As+A,

22T
[OL1] X+ X5+ X

- Podobnie z punktem X (grupa A

D,4) czy z kierunkiem A (grupa 11001 X, +X,

C,,)- Repre?entacje: X1 X5 X3, [zjff] A

X, (wszystkie 1-wym.), X; (2- Iy

L " [000] X

wym.)oraz 4,, 4,, 45, 4,
(wszystkie 1-wym.).

Wave vector k

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals
of Semiconductors
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego
Uwzglednienie spinu

. Mechanika kwantowa uczy, ze obrét funkcji spinowej |a) = cl‘T> + c2‘¢>
wokoét wybranej osi (tutaj — z) o kat ¢ daje wynik:

), = URYa) = oxf =52 )= e =2 1)+ exf 2 ]

. Dla kata f = 2 otrzymujemy:

&), =[N -e V) =) (1)

. a wiec obrot funkcji spinowej o kat 2m nie jest operacjg tozsamosciowa.
Dodanie takiej operacji do grupy podwaja liczbe elementéw grupy

— grupy podwaojne
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

Table 2.23. Character table of the double group of the point I' in zinc-blende-type semi-
conductors

65} - ool T BCE . {E) - I6ES) R

61_:?\0}

T 1 1 i 1 1 1 1 1
e 1 -1 -1 1 1 -1 1
Is 2 2 0 0 -1 2 0 -1
I 3 —1 -1 1 0 3 - 0
r 3 —1 1 —1 0 3 1 0
T 2 0 2 0 1 =2 . 2
I 2 0 —v2 o T 2 v |
Iy 4 0 0 0 ~1 -4 0 1
N

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

6__144,5 // / X
é’rg
3
/\_//\’
X. | GaAs GaAs
Iy .
_ r "\,
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__/
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Wavevector k
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MODEL PRAWIE SWOBODNYCH
ELEKTRONOW



Model prawie swobodnych elektronow

J Bez potencjatu: stany na granicy
rE
strefy — zdegenerowane

. Fale elektronowe z granicy strefy
spetfniajg warunek Bragga

U

N Dla k = G/2 = m/a mamy kombinacje
liniowq fali padajacej:
1Gx
W, =CXp| ——
i odbitej: 2
_2n 51 2 A ¢
G G= G G l//<— T p 2

Ich interferencja prowadzi do
powstania fal stojgcych

15.04.2026 Fizyka materii skondensowane;j i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 6 15



Model prawie swobodnych elektronow

Wezmy rzeczywisty potencjat przyciggajacy, w ktorym tylko 2 fourierowskie
sktadowe s3g rézne od zera:

V(x)=V, -exp(iGx)+V_ -exp(—iGx) = =2V cos(Gx)

W okolicy k = G/2 (k= G/2+n) mozemy poszukiwaé rozwigzania w postaci
kombinacji liniowej rozwigzan dla elektronu swobodnego:

w(x)=C, - exp{i (g + njx} +C, - exp{i (— g + njx}



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

. po przemianowaniu wskaznikdw sumowania k' +G — k otrzymujemy:
~ hk’
D exp(ikr) - [ - —chlg +QV:Ci s |=0
k G
. skoro powyzsze réwnanie ma by¢ spetnione dla dowolnego 7 , to:
— hk?
v (2’% —EJCEJrZVGC,;G:O
G

. A wiec dla kazdego k z osobna bedg istniaty rozwigzania

o(F) = ;c,; exp(ikr) - N .
n _ zawierajgce wspofczynniki C.. rozwinigcia
réznigce sie od k£ o dowolny wektor sieci odwrotnej|Oznacza to, ze
wektor k jest dobrg liczba kwantowg, numerujacg zaréwno stany, jak
ich energie.
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'k’

m

Potencjat periodyczny (krysztat),

twierdzenie Blocha
—chlg+ZVéCm =0

‘ 2 niezerowe sktadowe fourierowskie

21.2
(hk )Ca+VC~G+V C;

2m

k+G —

18



Potencjat periodyczny (krysztat),

twierdzenie Blocha

n’k’
( —EJC}; +Q VsCr =0
G

2m




Model prawie swobodnych elektronow

. Podstawienie do rownania Schrodingera daje:
- , .
2m\ 2 _
(G Y
-V —| — - -FE||C 0
I 2m(2 77) |

o Rozwigzanie:
)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 ]
E+=l<h— g+77 P 2—77 + h—(gﬂJ _h—(g_”j +4V?
T 21 2m\ 2 2m\ 2 2m\ 2 2m\ 2

Vo




Model prawie swobodnych elektronow

Energie obu stanow:

A0 ¢
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**+ *;
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Model prawie swobodnych elektronow

Wspotczynniki C, i C,:

N o e o e e
k (w jednostkach G/2)
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Model prawie swobodnych elektronow

.
Forbidden band

A R)‘:Véd— b—aina |W M
|

1
B gl

Allowed

il

Allowed
band

Forbidden band

Allowed
band

¢ 9z -g 9g 3% Sk k
P
Brillouin
Zzone H. Ibach, H. Liith, Solid-State Physics
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METODA CIASNEGO WIAZANIA (cao)



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

dos¢ dobrze opisuje pasma elektronowe powstate na bazie
wewnetrznych powtok elektronowych atomu; stabo dziata dla
elektronéw przewodnictwa

OK np. do opisu pasm d metali przejsciowych czy pasm
walencyjnych krysztatéw kowalencyjnych

Bazg do poszukiwania rozwigzania problemu bedga funkcje falowe
(jednoelektronowe) elektronéw znajdujacych sie na poziomach E;
swobodnych atomow A rozmieszczonych w weztach sieci

krystalicznej: HA (’—; _ Rn)@ (,—; _ ﬁn) — Ei ®; (77 — l_én)

gdzie H, jest hamiltonianem elektronu zwigzanego przez swobodny
atom A umieszczony w punkcie R



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

2. Hamiltonian elektronu (przyblizenie jednoelektronowe!), w

potencjale pochodzgcym od wszystkich atomoéw:
2

h L = R
H=H, +v= —EA+VA(1” —R)+v(r—R))
3. Jesli n-ty atom umieszczony jest w krysztale, na elektron
poczatkowo na nim zwigzany dziata takze potencjat pochodzacy od
wszystkich pozostatych atomow:

viF—R)=>V,(F-R,)

m+%n

4, Elektron jest jednak relatywnie silnie zwigzany przez ,,swoéj” atom,
potencjat v(¥ —R)) jest staby i moze by¢ traktowany jako
zaburzenie

2020-04-07 Fizyka materii skondensowane;j i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 6 28



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

5. Przyblizonego rozwigzania szukamy w postaci:
®.(7F)=Y a,0,(F—R,)= > exp(ikR,) ¢,(F ~ R,)

ktora ma wszelkie wtasnosci funkcji Blocha, np.:

@ .(F)= expli(k +G)R,1¢,(F —R,)=> exp(ikR,) exp(iGR,) ¢,(¥ —R,) = ® . ()

O_(F+T)=> exp(ikR,)p,(F +T —R,) =
= exp(ikT) " explik (R, =)@, [F — (R, —T)] = exp(ikT) - @ .(¥)
6. Energia:
©; |H|®; )

7 <
E(i) <
<CD/; ‘(D1€>




Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

7. Liczymy norme przy zatozeniu matego nakrywania sie funkgji
falowych dla n#m (nie jest to konieczne, ale upraszcza rachunki):

<(D/€ ‘q)zz> = explik(R, —Em)]-jqﬂf(?—ﬁm)@ (F—R)dV ~

<Y [0/ G-R )0, (F=R)dV =N

8.  Stad wartos¢ oczekiwana energii:

E(k) = %Zexpw%’(ién ~R )1 [0 F=R)IE, +v(F =R, (F=R,)dV



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

9. Dalsze postepowanie w najprostszej wersji polega na:
. ograniczeniu sie do wyrazow diagonalnych ( ﬁn = f?m ) w cztonie
zawierajgcym E;
. uwzglednieniu nakrywania sie funkcji falowych co najwyzej najblizszych
sgsiadow w cztonie zawierajgcym zaburzenie w7 _ﬁn)

10. Jesli jeszcze funkcje ¢, (¥ — f?n) sg sferycznie symetryczne (stany s),
to catki nakrywania zaleza wytacznie od odlegtosci pomiedzy
poszczegdlnymi weztami i otrzymujemy:

E(k)~E,— 4, - B, explik(R, - R,)]

gdzie sumowanie odbywa Zie wytgcznie po weztach Em
odpowiadajacych najblizszym sgsiadom R, :

4, =@ F=R) v(F—=R,))-@, (F —R,)dV

B, =—[¢ (F—R,)-v(F —R,)-@, (F—R,)dV



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

11.  Wynik sumowania z punktu (10) zalezy od struktury dla ktorej
wykonujemy rachunki (!!!):

e np.dlascmamy: R —R =(a,0,0);(0,*a,0);(0,0,*a)
E(k)~ E, — A, —2B; (cosk,a+cosk a+cosk_a)
. dla bcc:

L k
E(R)~ E, — 4, —8B, cos| 2% | cog 2 | cos| X4
2 2 2

J dla fcc:

- k a
E(k)~E,— A —4B, {cos( ; j cos(k;aj +c. p}




