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KWAZI-KLASYCZNY OPIS DYNAMIKI
ELEKTRONOW W CIELE STALYM



Predkosc¢ grupowa paczki falowe;

. Funkcja Blocha zalezna od czasu (a) E/)
‘{Jn,l;(r’t)_gpn,l;(r).e _u (r) e

opisuje elektron cafkowicie zdelokalizowany —
prawdopodobienstwo znalezienia go w kazdej z komorek
elementarnych Q jest takie samo:

IT:E (7,t)- Y; (r,t)d,r = _[(”:E (r)- @, (r)d,r = const

k, A
. Paczka falowa utworzona ze standw n-tego pasma A=
z otoczenia k (k k +§)bed2|e tworem zlokali- g3
zowanym, ale nie bedzie odpowiadata stanowi I G| 24K
wtasnemu hamiltonianu (wskaznik n opuszczony): °
W(?, t) _ A ul; (’7) . ei(k-?—a)(k)l‘)d3k kl
AV, Ve
k k3
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Predkosc¢ grupowa paczki falowe;

Poniewaz:
—  energia jest analityczna funkcja k : a)(l;) =w(ky)+V. o 5 o
- funkcja u, (7)jest wolnozmienng funkcja £,
to (oznaczamy w(k,) = w,):
p (7.0 = Aug () [l sy e o
AV,

duy (Prellora] [lervioily s

AV,

:AM/EO (f)ei[lgo‘?—wot],.]l .J2 .J3

sin| Ak xj—aa)-t
I . ow Ok; sino
= [ exp|ig, X, =t | [dE, =20k = 2Ak

J
-Ak

J



Predkosc¢ grupowa paczki falowe;

. Maksimum wystepuje w a = 0:
ow
x, ——- =0
/ 8k].
. 1 ~

predkos¢ grupowa elektronu w krysztale

. zalezy od struktury pasmowej
. w potencjale periodycznym v = const (nieskonczona droga swobodna)
. skonczona droga swobodna w realnych krysztatach zwigzana z

odstepstwami od periodycznosci potencjatu (domieszki, defekty, drgania
termiczne etc.)

. kierunek predkosci prostopadty do powierzchni statej energii
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Predkosc¢ grupowa paczki falowe;

Pasmo paraboliczne, w ukfadzie osi gfownych:
n [(Iﬂ _k01)2 + (kz _k02)2 + (k3 _k03)2J

2 m, m, m,

‘—}’:h(kl _*km : k, _*koz : ks _k03j

E, (k) =E,(k,)+

m, m, s

e  codajesiezapisa¢: m v =rh (k — ko)

. powyzsze zwigzki mozna uogdlni¢ na dowolny (takze nieparaboliczny
przypadek):
. 1(6E 1 _ 1 OE
i %(ﬁ_kj - h(ki - kOi) m;i hz(kz‘ o kOi)(aki

jest to tensor (odwrotnosci) pedowej masy efektywnej
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Elektron w polu zewnetrznym

. Zatozmy, ze dziafa sifa zewnetrzna F
e  Moc tej sity: ﬁ-ﬁzd—E—VE(k) % bk
dt dt
. stad: F = hk rownanie ruchu

a wigc wektor pseudopedu spetnia to samo rownanie, co ped dla
elektronu poza krysztatem (rownanie Newtona). ' moze by¢ dowolna,
np. F=q\E+VvxB

. F jest sitg zewnetrzng; oddziatywania z rdzeniami atomowymi i innymi
elektronami sg juz uwzglednione w E(k)i m

J przyspieszenie'

) 1 I B,
=7 = h - 4G )= V() i =V, V) F
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Elektron w polu zewnetrznym

| O°E O’E O’E
V.V. E(k)—— Ok,0k ok;  Ok,0k

O’E O’E
Ok,0k

jest to tensor odwrotnosci

dynamicznej masy efektywne;j;
definicja ta jest dobra dla
)

ok,0k,  Ok?

dowolnego wektora falowego

nie tylko w poblizu ekstremum
tensor symetryczny, dla punktu I jest tozsamy z tensorem odwrotnosci
masy efektywnej wprowadzonym przy omawianiu zaleznosci. E(k)
w poblizu ekstremum pasma

diagonalny w ukfadzie osi gtdwnych

i* 0 0
m,
: Lo L o
m, m,
1
dla krysztatow regularnych w k =0 masa 0 0 —
jest skalarna: m, =—m -1 ) )
([ J
identyczne m, =m
20.05.2026

w ogolnosci -

W przypadku pasma parabolicznego masy pedowa i dynamiczna sg
nie
f
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Przyblizenie masy efektywnej

Przyblizenie masy efektywnej (Effective Mass Approximation — EMA)
— J.M. Luttinger, W. Kohn, Physical Review 97, 869 (1955)

w celu wprowadzenia predkosci grupowej tworzylisSmy paczke falowg z
otoczenia ko , awiec tworzylis’my kombinacje Iiniowa funkcji BIocha cOw

przyblizenie masy efektywnej podaje przepis jak znalez¢ rozwigzanie
jednoelektronowego réwnania Schrodingera z wolnozmiennym na obszarze
komorki elementarnej potenqafem U(7), jesli znamy rozwigzania U, (r)

réwnaniadla U(7)=0 i k = k
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Przyblizenie masy efektywnej

2

Dla réwnania: (—§A+V(F)+U(7)j Y(r)=EY(¥)
m

gdzie:

V() — potencjat periodyczny sieci

U(r) - potencjat wolnozmienny (dodany)
u,,,,,;o(F) — rozwigzaniadla U(r)=0 i E:EO
En(l;) — energiedla U(#)=0

rozwigzaniami (dla n-tego pasma) sg funkcje: W (¥)=®, (¥)- u, ¢ (7)

@ () jest to tzw. funkcja enwelopy (obwiedni), spetniajaca

20.05.2026

rownanie masy efektywne;j:

E,(=iV)+U ()@, (7) = ED,(F)
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Przyblizenie masy efektywnej

Przykiad — pasmo sferyczne, paraboliczne, z minimumw % =0:
hk*

E(k)=E, (0)+—=
2m

prowadzi do rownania:

[ f (-ivy +U(f>] ,(7) =|E-E,(0)]®, (7)

m
i w konsekwenciji:

(— 2h2* A+ U(f”’)] ®,(F)=|E-E,(0)]®,F)

m

jest to, formalnie rzecz biorgc, rownanie Schrodingera dla kwaziczgstki o
masie rownej masie efektywnej m poruszajgcej sie w potencjale U (7).
Potencjat periodyczny sieci jest uwzgledniony poprzez mase efektywnaq.

Jeslinp. U(¥) jest przyciagajacym potencjatem domieszki, to enwelopa
bedzie funkcja zlokalizowana
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WLASNOSCI PASM CALKOWICIE
WYPEENIONYCH



Pasma catkowicie wypetnione

Liczenie sumarycznego wktadu catkowicie zapetnionego pasma do danej
wielkosci fizycznej  f (k) wymaga sumowania lub catkowania po wszystkich
k € SB (SB = strefa Brillouina):

(@)= f) > [fEk)pk) dik=p(k) [ fK)dk

keSB KeSB KeSB

Sumaryczny pseudoped znika:

<hl€> = p(/_é) J-h]_{ d.k =0 — bo SB ma Srodek inwers;ji
keSB

Jesli  f(¥) jest funkcjg okresowg z okresem sieci Bravais, to catkowanie jej po
obszarze komorki elementarnej Q2 daje wartosc stata:

I(r') = If(?+?') d,r = const
Q



Pasma catkowicie wypetnione

za$ pochodne I(7") znikaja:
V') = j V' f(F+7") dyr = j Vi +7) dyr=0
Q Q
V2 () = j V2 f(F+F) dyr = j VF(F+F)dy=0
Q Q
w szczegdlnosci dla 7'=0 otrzymujemy: ij(f:) d,r =0, szf(F) d,;r =0

Stosujac otrzymane wzory do E(k) ktora jest okresowa w sieci odwrotnej
oraz pamietajac, ze E (k) E (— k)

k - — k #
<‘7>=% [V, E(k) dik =0 (m >=p;§2) [ V.V, E(k) dy =0

/;eSB keSB

(7)=—e(7)=0 <$>=%<v>=o (5)=0
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Pasma catkowicie wypetnione

Elektrony cafkowicie zapefnionego pasma nie moga uzyskac
dodatkowego pedu pod dziataniem sity zewnetrznej — nie dajg wktadu do
zadnych wtfasnosci transportowych:

Niezapelnione pasmo

Ak

F F
rozklad elektronéw pod wplywem zaburzenia kazdy elektron pod wplywem zaburzenia
(np. pola elektrycznego) ulega zmianie. ,.dochodzacy” do granicy strefy
Calkowity ped ulega zmianie .przeskakuje” na druga powierzchnie.
Sumarycznie nic si¢ nie zmienia.
prof. R. Stepniewski - skrypt do wyktadu ,,Podstawy Fizyki <v>==0

Potprzewodnikéw”: http://www.fuw.edu.pl/~stepniew/PFP.pdf

20.05.2026
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POJECIE | WLASNOSCI DZIURY



Pojecie i witasnosci dziury

Jesli z zapetnionego pasma zabierzemy jeden elektron, to do opisu
sumarycznych wtasnosci uktadu pozostatych 2N-1 elektrondw wygodnie jest
wprowadzi¢ pojecie nowej kwaziczgstki — dziury.

Jesli f(l€) — jakas e#kstensywna wielkos¢ fizyczna charakteryzujgca elektron o
wektorze falowym £, to dla dziury odpowiadajgcej pasmu, w ktorym brakuje
elektronu w stanie j bedzie ona wynosita: - & -
IR% Y INGESIWACS
i=1

i#j -

Wektor falowy dziury (w pasmie brakuje elektronu z wektorem falowym £k ):

kd = Zkl = Zkl _ke = _ke
i=1 i=l
i#]j

Predkosc dziury: v, (1};) =V, (]_c;) =7 (k )= ‘Z(l;e)

Masa efektywna dziury:  m),(k) = —m_ (k)
masa dziury w wierzchotku pasma walencyjnego jest dodatnia (m: <0)
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Pojecie i witasnosci dziury

tadunek dziury jest dodatni gdyz w polu elektrycznym rownanie Newtona

daje: hl_éd :—hl_ée :®E

Energia dziury: N - -
E, =Y E(k)-E(k,) = E,~ E,(k)
i=1
rosnie, kiedy E, (a wiec energia brakujacego elektronu) maleje
Jesli liczymy energie elektrondw od dna pasma przewodnictwa, to
w pasmie walencyjnym mamy:
nk’ n’k’
Ee:_EG_z‘—* — Ed:EO+EG+
me

przy czym E, mozna poming¢ (przeskalowanie energii)

%k

2m,

Dziura jest fermionem (tak jak elektron, ktérego brakuje w pasmie)
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Pojecie i witasnosci dziury

. Jesli interesuje nas tylko pasmo walencyjne, wygodnie jest operowac
jezykiem dziur:

| —~
Va = %V;;Ed (ky)

hk, = +ek
. n’k’ (lub bardziej skomplikowana
B * zalezno$é dyspersyjna
Ed (kd) E(O) + Zmd | d )
. Czesto obecne sg rownoczesnie i elektrony w pasmie przewodnictwa i

dziury w pasmie walencyjnym. Trzeba wtedy brac oba pasma pod uwage.
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