W ZWIAZKU Z WIAZKAMI:
ROZWEOKNIENIA, TRYWIALIZACJE,
CIECIA, SNOPKI I REKONSTRUKCJE

(MAWF °25/26 2.I & 2.I1 [RRS])

F1Gc. 1. Snopowiagzatka McCormicka, bedgca adaptacja wynalazku Johna F. Ap-
pleby z 1858 r., ktora zrewolucjonizowata proces zniwny w Ameryce Poélnocnej w
koricu XIX w., podnoszac wydatnie jego wydajnos¢ (plakat reklamowy z 1884 r.).
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1. STRUKTURY OGOLNE

Mamy za soba Dhlugi Marsz przez kontynent struktur algebraicznych — od elementarnych struk-
tur liniowych i kwadratowych, poprzez rozmaite przydatne i porzadkujace wydatnie nasze myslenie
struktury uniwersalne, az po szczegdlows konstrukcje i kompletnag klasyfikacje algebr Clifforda oraz
nietrywialnych reprezentacji nieprzywiedlnych zidentyfikowanych w algebr onych tonie naturalnych
emulacji automorfizméw przestrzeni kwadratowych (czyli izometrii) — mitycznych spinoréw [w
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W zwiazku z wiazkami (MAWF ’25/26 2.1 & 2.11 [rrS])

tym momencie wyktadowca wykonuje anatomofizjo-to!l-patologiczny gest rekq od gtowy do. . . tytu,
ilustrujgcy alternatywng ,definicje” spinora spotykang na kursach prawa jazdy/. Zbrojni algebra
i intuicja, wracamy na macierzysty kontynent struktur fizykalnych, podbijany piedz po piedzi i
uci$niony przez ponure totalitaryzmy Nie-do-rygoru i Licz,man!stwa. JesteSmy gotowi na ladowanie
na czasoprzestrzennych plazach Normandii porosnietych gestwa wiazek spinorowych uginajacych
sie pod dziataniem wiazek Clifforda wyrostych na zyznej niwie stycznej. Nie znamy ich topologii,
lecz nie znamy tez leku. Jutro beda nasze! Topologia, snopy, stogi, wigzki, kompleksy, obstrukcje,
lek. .. Rygor. Orke czas zaczacC.

W dalszej czesci kursu podejmiemy (udana) probe sformalizowania nader naturalnej potrzeby
fizykalnej, jaka przynosi teoriopolowy paradygmat opisu zjawisk: Pozadamy ot6z konstrukeji ,,gtad-
ko indeksowanej” przez czasoprzestrzeri rodziny przestrzeni wewnetrznych (z punktu widzenia tejze
czasoprzestrzeni) stopni swobody — w interesujacym nas bezposrednio przypadku: algebraicznych,
spinorowych, przy czym owa, wymagajaca aksjomatyzacji, ,,gtadkos¢” nie jest tu ledwie fetyszem,
lecz ma stanowi¢ punkt wyjscia do naturalnego — tj. uzgodnionego ze struktura automorfizméw
uzyskanej tak geometrii nad-czasoprzestrzennej — rozniczkowania (w kierunkach czasoprzestrzen-
nych) zanurzonych w tejze geometrii gladkich rozkladéw tychze wewnetrznych stopni swobody,
zwanych w zargonie fizycznym ,,polami”; zgodnie z maksyma ,,R6zniczkowanie to zycie=dynamika!”

Intuicji matematycznej dostarcza kanoniczna konstrukcja ,rozmaito$ci ruchéw lokalnych” na
danej rozmaitosci r(’)Zniczkowalneﬂ

Stwierdzenie 1. Rozwazmy relacje réwnowaznosci na zbiorze Sciezek gladkich w rozmaitosci
gladkiej (M, 7) wymiaru n € N* przechodzacych przez jej punkt x,
v i ]-ey,ey[— M, e,>0, 7(0) =z,
okreslang przez warunek (wspol)stycznosci w x,
7(0) =z = v(0)

Yz e )

D(x 0 7)(0) = D(k07)(0)

wypowiedziany w terminach dowolnej mapy & : O — R*" 7 atlasu &/ okreslonej na otoczeniu
otwartym O > x. Zbiér P, klas abstrakcji $ciezek wzgledem powyzszej relacji jest nosnikiem
naturalnej struktury przestrzeni R-liniowej.

Dowdd: Zacznijmy od spostrzezenia porzadkujacego: Relacja wspolstycznosci nie zalezy od wyboru
lokalnej mapy — istotnie, jesli ¢ : U — R*™ jest lokalna mapa na otoczeniu otwartym U > x, to
dla Sciezek v i ¥ z tresci stwierdzenia zachodzi tozsamosé

D(¢ 0 7)(0) D(¢o™") (9 07(0)) o D(po¥)(0) =D(¢ o™ ")(p(x)) o D(¢ o F)(0)
D(¥ o) (¢o7(0)) o D(¢o7)(0) = D(t o ¥)(0).

Oznaczywszy nastepnie vy := D(k07)(0) e R*™ dla skrotu, okreslamy na P, operacje binarna

P, xP, — P,

(e, m2len) = [1- el t o w7 (8(2) + 8> (0g, +05,)) € O] =[], +[r2]-,

z elementem neutralnym danym w postaci klasy [v;]~, Sciezki stalej
r:R—M : t—zx,
a nastepnie dzialanie ciala R

RxP, —P, : (/\,[7]%)'—>[]—6,6[9tl—>n_1(m(a:)+t~/\>%)GO] )

~x

1Precyzyjne i szczegblowe wprowadzenie do teorii rozmaitosci rézniczkowalnych w nieodzownym zakresie, tudziez
rozwiniecie przywolywanej tu intuicji, mozna znalezé w notatkach do wyktadu Autora pt. ,,Geometria rézniczkowa”
(patrz: materialy pomocnicze do wykladu niniejszego).
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W zwiazku z wiazkami (MAWF °25/26 2.1 & 2.1I [rrS])

przy czym w obu przypadkach € > 0 jest dobrane tak, azeby Sciezka bedaca wynikiem dzialania
lezata w catosci w O.

Bez trudu sprawdzamy upewniamy sie o niezaleznosci otrzymanej tym sposobem definicji struk-
tury R-liniowej na zbiorze $ciezek od wyboru mapy, a to za sprawa tozsamosci

¢ (W(@) + > (A e D(¥o71)(0) + A2 2 D(¥071)(0))) hio = ¥ 0(2) =

= k' (s(@) +teD(Yor")(k(x)) (A1 > D(ko71)(0) + A2 > D(k071)(0))) teo

oraz

Chcot (v () + > (A1 > D(¥041)(0) + A2 > D(¥ 041)(0))))
= A >D(¥o71)(0) + A2 > D(¢0y1)(0) =D(¥ o) (k(2)) (A > D(k071)(0) + Az & D(k 0 71)(0))

= % Mook (57 (k(z) +t > D(v o) (k(z)) (A1 > D(k071)(0) + A2 > D(k0741)(0)))) .
U

wlasnie ,yuchow lokalnych”), ktora doprowadzi nas do opisu przestrzeni totalnej wiazki (wtoknistej)
stycznej TM nad M.

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Rozmaitos$é¢ styczna albo wigzka styczna nad

rozmaitoscia gtadkag M wymiaru n € N* o atlasie o zlozonym z map lokalnych x; : O; =
U; cR*™ i el to caworka (TM, M,R*" wr)r) o skladowych:
e zbidr
TM:= | | P,
xeM
o strukturze rozmaitosci opisanej ponizej;
e zbior R*™ o kanonicznej strukturze rozmaitosci gladkiej;
e odwzorowanie

v 2 TM — M : ([v].,,2) — 2.
Przy tym odwzorowania

Thi © TO; = 153,(0;) = |_(|9 P, — U x R*" : ([’y]NI,x) — (/{Z-(x), D(k; 07)(0))

indukuja na TM mocna topologie cofnieciows z topologii produktowej (podprzestrzeni) na zbio-
rach U; x R*™ c R*2" | tj. taka, w ktorej podzbior V c TM jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spelniony warunek

Vier = Ti(WnTO;) € 7 (U x R*™).

W tej topologii odwzorowania Tk; sa tautologicznie homeomorficzne, stanowia przeto mapy
lokalne, zwane mapami naturalnymi, dla ktérych transformacje wspotrzedniowe to

Tt;j:=Tk;o (ij)_l : ’fj(oz‘j) x R*" 2, ’ii(oz‘j) x R*™
(#5(2),D(r;j ©7)(0)) — (ri(2), D(ri 0 7)(0))
= (tij(r5(2)),D(tij 0 £ 2 7)(0))

= (tij (5 (2)), Dti; (155 (2) ) (D ©7)(0)))-
Zalezno$¢ punktu w obrazie od argumentu z dziedziny jest gltadka w sktadowej bazowej (z zaloze-
nia),
tij € Diff (r;(0y), #:(035))
3



W zwiazku z wiazkami (MAWF ’25/26 2.1 & 2.11 [rrS])

i gtadka w sktadowej z widkna w argumencie bazowym,
Dtij € Coo(lij(oij)7Rxn2) s
a nadto liniowa, wiec takze gtadka w argumencie z wldkna D(x;0v)(0), czyli ostatecznie gltadka w
og6lnosci, i jako taka zadaje na TM strukture rozmaitosci gladkiej. Zarazem odwzorowania Tk;
pelnia tez role lokalnych strukturalnych modelowan tejze rozmaito$ci na produkcie kartezjariskim
elementu topologii bazy M z globalnym modelem przeciwobrazu punktu w tejze wzdtuz mr,y,
czyli trywializacji, tautologicznie gtadkich wzgledem zdefiniowanej tu (przy ich uzyciu) struktury
rozniczkowej. Wreszcie tez rzut na baze jest gladka surjektywna submersja jako — lokalnie —
superpozycja odwzorowan tego samego typu,
mrmbro, = ;' opry o Tk;.
Stosownej abstrakcji powyzszej konstrukeji kanonicznej dostarcza nam
Definicja 2. Wigzka wloéknista klasy C* to czworka
(E7 B7 Fa 7TE)
zlozona z rozmaitosci gtadkich:
e FE, zwanej przestrzenia totalna (wiazki);
e B, zwanej baza (wiazki);
e F, zwanej wldknem typowym (wiazki);
oraz odwzorowania surjektywnego klasy C'*°
g + B — B,
zwanego rzutem na baze (wigzki), dla ktorych istnieje pokrycie otwarte Op = {O; };c; bazy B
wraz ze stowarzyszong z nim rodzing dyfeomorfizméw klasy C*°
7 15 (0;) = Oix F,

zwanych trywializacjami lokalnymi (wigzki), domykajacych diagramy przemienne

1((9)%—0 x F

N

Pokrycie o powyzszej wlasnosci okreslamy mianem trywializujacego. Odwzorowania
ot Oij —> Aut(F) c Dlﬂ‘m(F,F)

okreslone, dla wszystkich par indeksow (4,7) € I*2, dla ktorych 0;; = 0;n O; # @, przez super-
pozycje dyfeomorfizmdow

Tij=TioT; oyxr + Oy xF O (x,f) — (2,9:;()(f)),

gdzie odwzorowanie O;; x ' — F : (z, f) > g;j(2)(f) jest z zalozenia klasy C*°, sa nazy-
wane odwzorowaniami przej$cia (wiazki), a grupa automorfizméw Aut(F') widkna typowego
(ktorej ewentualne zawieranie sie wlasciwe w grupie Diff (F, F') dyfeomorfizmow widkna typowego
wyraza zgodno$¢ z dodatkows na nim struktura, jak np. struktura liniowa lub struktura grupy)
zyskuje miano grupy strukturalnej (wiazki). Wiazke bedziemy nieraz reprezentowaé¢ przy uzy-
ciu diagramu
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sygnalizujac za posrednictwem falujacej strzatki osobny status ontologiczny widkna typowego (tj.
generyczny brak kanonicznego jego wlozenia w przestrzen totalna).
Przeciwobraz punktu x € B wzgledem rzutu kanonicznego,

w5 ({x}) = B,
nazywamy wléknem wigzki F nad z.

Podwiazka wiazki wioknistej (E, B, F,mg) to wigzka wldknista (E,B,F,ng) o sktadowych
wlozonych w odnosne sktadowe F, tj. E - E, B - B i F < F, oraz trywializacjach lokalnych
respektujacych te wlozenia.

Morfizm wigzek wloknistych miedzy dwiema wiazkami wioknistymi (Ey, By, Fo, 7R, ), @ €
{1,2} to para (@, f) odwzorowan klasy C*°, ktore czynia przemiennym ponizszy diagram

Ey b,
7"E1 TK'E2
By By

i sg lokalnie modelowane na C*°(Fy, Fy) — wzgl. ilekro¢ oba wlokna typowe naleza do wspolnej
podkategorii C kategorii gtadkiej Man, wowczas modelem jest podklasa C(Fy, Fy) ¢ C*°(Fy, Fy)
— wedle nastepujacego schematu: Niechaj Op_ = {O§g)}ia51a7 a € {1,2} beda pokryciami try-
wializujacymi baz B,, z odnosnymi trywializacjami lokalnymi Ti(f ) W]_i‘i ((953 )) =, (’)Z(iY ) x Fy.
Odwzorowanie f okresla rozdrobnienie (9};1 = {O{j27i1)}(j2,il)ej2><]1 pokrycia Op, o elementach

O{jz iy = f*l(OJ(s)) N Og). Zachodzi wowczas

® : Byomgh (06 1) — B o 707 (@,0) — 77 (@), hgr iy (2)(0))
dla pewnej rodziny odwzorowan
h(j2,i1) : O{jZ’,L'l) - Coo(FlvFQ) )

dla ktorych odwzorowania O{j%l) x Iy — Fy t (2,0) — hj2 1y(2)(9) sa gtadkie.

Morfizmy pokrywajace identyczno$é na bazie, czyli spelniajace warunek f = idpg, nazywamy
wertykalnymi. Ich prezentacja lokalna w obrazie trywializacji lokalnych Ti(a)
wspottrywializujacym Op = {O; }ie; dla obu wiazek to

®: E o 7r,_311((9i) — Ey T.(l)_l(x,d)) — Ti(2)_1(aj,hi(x)(¢))

?

nad pokryciem

dla rodziny odwzorowan
hi : Oz e OOO(F17F2),

dla ktorych odwzorowania O; x Fy — Fy : (z,¢) —> h;(x)(¢) sa gladkie.
Wertykalny izomorfizm wiazek widknistych nosi miano réwnowazno$ci wiazek wtéknistych.
Opisang powyzej kategorie wigzek wléknistych nad bazg B bedziemy oznacza¢ symbolem

Bun(B).
Przyklady 1. (1) Wigzka trywialna to czworka
F——BxF
pry
B

a wiec np. 2-torus T? = S! x St — S!, walec S! x R — St
(2) Wstega Mobiusa jako wigzka nietrywialna nad S* o wioknie typowym R.
)
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(3) Wiazka Hopfa (S3,S?,St, ), przy czym rzut na baze 7y we wspotrzednych (z1,20) =
((z0,21), (z2,73)) na C*2 =R > { (wg,21,79,23) e R** |22+ 23+ 25 +23 =1} =83
przyjmuje postaé¢ g (21, 22) = (22122, |21 - |22[*) € S? c R*3.

(4) Niechaj (E, B2, F,7g) bedzie wiazka wtoknista o lokalnych trywializacjach =; : 75 (O;) =
O; x F stowarzyszonych z pokryciem trywializujacym Op, = {O;}ic; bazy Bs, a f
By — By — odwzorowaniem klasy C*. Wéwczas czworka

(f*EE Bl X By E7BlaF7pr1)7

jest wiazka, zwang wiazka cofnieta (wzdluz f), o
e przestrzeni totalnej w postaci produktu Wléknisteg(ﬂ

Bixp, E — E
pry TE ,

B B

1 f 2

ktory wyposazamy w topologie podprzestrzeni indukowang z topologii produktowej
na Bl><EDBl XB2E;

e rzucie na baz¢ m+g = pry PBixp, B¢ B; xp, E — B; danym jako (odpowiednio
ograniczony, a jawnie surjektywny) rzut kanoniczny na pierwsza sktadowa;

e wloknie typowym tozsamym z widéknem typowym FE i wiéknie nad punktem bazy
x € By danym w postaci {z} x 75" ({f(2)}) = Efa;

o trywializacjach lokalnych

Tzlf* = (idf-l(oi) X (pr2 OTi)) rprIl(f‘l(Oi)) : prIl(ffl(Ol)) i) ffl(Ol) x F

stowarzyszonych z pokryciem trywializujacym f*Op, = {f71(O;)}ier (jego otwartosé
jest konsekwencja ciaglosci f).
Trywializacje sa w oczywisty sposob dobrze okreslone, oto bowiem mamy tozsamosé

prqf le32 (f (O; )) prof leB2 (WTEI(Oi))Eprgl(Ti_l(oi ><F)),

wynikajaca z przemiennosci powyzszego diagramu. Ponadto gltadkosé odwzorowan struk-
turalnych: mpp i Tzif ’ jest konsekwencja submersywnosci wg. Oznaczywszy rzeczone
wlozenie (klasy C*) jako i+ : By xp, E = By x E, mozemy zapisa¢ oba odwzorowania
jako superpozycje odwzorowarni gladkich:

*

Tf+g = Py O Lf, Tif (ldf 1(o)x(pf2°Tz))°Lf* ( 1(@))

Bez trudu wyznaczamy odwzorowania przej$cia wiazki cofnietej,

gZJ; = glJ o frf—l(ow) : f_l(OLJ) —> Aut(F) .
(5) Niechaj (Ea,B,Fa,mg,), Ac{1,2} beda wiazkami wioknistymi o trywializacjach lokalnych
TAi ¢ W,ﬁ;lA(Oi) — O; x F4 1 odno$nych odwzorowaniach przejscia ga;; : Oi; x Fa O
: (x, fa) — (z,94;(x)(fa)) stowarzyszonych ze wspoluym pokryciem trywializujacym
Op ={0;}icr bazy B. Wowczas czworka
(7p, B2 =g, By = Ey xp B, B,Fy x Fy,mp, opry = Tg, o pry)

jest wiazka nad wspding bazg obu wiqze/ﬂ okre$lang mianem produktu wléknistego
wigzek wldknistych, o

2Struktura do samodzielnego opracowania na podstawie [Sus23|.
3To eksponuje zasadniczg réznice miedzy ta wiazka a rozwazang poprzednio wiazka cofnieta.
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e przestrzeni totalnej w postaci produktu wtoknistego

pra
FEixp by ———— = F)

pry TEy |

E B

TrEl

bedacego podrozmaitoscia wlozona w FEy x Ey [struktura do samodzielnego opracow-
ania na podstawie dostarczonych materiatow;

e rzucie na baze wg, opr; =g, opry, : Ej xp Ey — B danym jako rzut kanoniczny
obliczony na dowolnej sktadowej kartezjanskiej;

e wloknie typowym tozsamym z produktem kartezjariskim wtokien typowych obu sktad-
owych, E; x Ey, i wtoknie nad punktem bazy x € B danym w postaci E7. x Fa,;

o trywializacjach lokalnych

-1 ~
T2 (71'E1 oprl) (0;)) — O; x Fy x Fy : (e1,e3) —> (Til(el),prQ orf(eg)).
Trywializacje lokalne sa w oczywisty sposob gtadkie (klasy C*°), podobnie jak ich
odwrotnosci

sl2-1 O; x Fy x Fy N (71'E1 oprl)_l(Oi)

K2

(x=f13f2) > (Til_l(x>f1)77—i2_1(xﬂf2))-

Znajomosé tych ostatnich pozwala nam ustali¢ odwzorowania przejscia:
Tim 07']-12_1 2O x Fix Fy O (x, f1, f2) — (95;Q}j(f)(fl)agfj(x)(fz))-

Jak przekonuje chwila zastanowienia nad struktura lokalna wiazki w obrazie trywializacji lokalnej,
rzut na baze jest surjektywna submersja. Prosta, acz nader istotna fizykalnie konsekwencje tego
faktu wystawia

Twierdzenie 1. Niechaj M4, A€ {1,2} beda rozmaitosciami gtadkimi i niech f : M; — Mo
bedzie odwzorowaniem submersywnym w punkcie x € M;. Istnieje wéwczas otoczenie Oy (,y ¢ Ma
punktu f(x), na ktérym jest okreslone odwzorowanie o : Oy(,)y — My klasy C* o wlasnosciach

foo=ido,,, A oo f(x) ==z,

zwane cieciem lokalnym odwzorowania f przez x.

Dowdd: Teza ma charakter lokalny, mozemy zatem ograniczy¢ rozwazania do pewnego otoczenia
O, 3 ¢ bedacego dziedzing lokalnej mapy ki : ~(’)z = Uy, Uy ¢ T(R*™), ny = dimM;, w
ktorej k1(x) =0, a takze — do pewnego otoczenia Oy(,) > f(z) bedacego dziedzing lokalnej mapy
Ko : (5f(z) =, Us, Us € T (R*™), ny = dim My, w ktorej koo f(z) =0. Submersywnosé¢ f w x
oznacza, ze odwzorowanie styczne

Tn(m)=0(f€2 o f o I{Il) : THI(I)=ORX7L1 =R"™ — THQOf(E)ﬂ)RXHQ =R

jest epimorfizmem przestrzeni R-liniowych. Niechaj zatem V; ¢ R*™ bedzie (dowolna) pod-
przestrzenig izomorficznie odwzorowywang w R przez (ograniczenie) T,(,) (k2o fo k'), a
wtedy odwzorowanie styczne do odwzorowania klasy C°

Fi=rgo fori lyyny, : UhnVi — Uy c R,

o jawnie niepustej dziedzinie (wszak V; jest podprzestrzenia w R*™1, a U jest otoczeniem wektora
0), jest odwracalne. Istotnie, wobec tozsamosci ToVy = Vi dziedzina ToF przyjmuje postac
ToUy nToVp =R*™ nVy = V4, co oznacza, ze ToF jest izomorfizmem

ToF =To(kao fo /ﬁl)h/l .
7
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W odwotaniu do Twierdzenia o Lokalnej Odwracalno$ci Odwzorowan wnioskujemy zatem, ze
F=kgofory! lu, Ay, ma pozadang lokalng odwrotnoéé ki oo o Kyt 'Fu,) klasy C% na pewnym
otoczeniu Uy c F(Uy nVi) wektora 0 = kg o f(x). Homeomorficzny przeciwobraz k5! (Uy) tego
ostatniego jest postulowanym otoczeniem punktu f(z), na ktorym jest okreslone lokalne ciecie o
klasy C*. O

Dodamy w tym miejscu rzut oka na wlasno$é submersji, ktéra objawia ja jako byt pokrewny
dyskutowanym w pierwszym semestrze algebraicznym strukturom uniwersalnym.

Stwierdzenie 2 (Kwazi—uniwersalnaﬁ wlasnosé submersji). Niechaj f : M; — My bedzie sur-
jektywna submersja klasy C'°°. Ponadto niech N bedzie C*-rozmaitoécia, a F' : My — N dowol-
nym odwzorowaniem. Odwzorowanie F jest klasy C* wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie
ztozone F o f : M; — N ma te wlasnosé. W szczegélnosei kazdemu C*-odwzorowaniu F

M, — N stalemu na poziomicach f odpowiada doktadnie jedno odwzorowanie E € C*(My, N)

o wlasnosdci wyrazonej — wraz z rzeczona wlasnoscia f — przez diagram przemienny

My xpp, My
pry pr,
M1 Ml
f /
My
F [ F
| F
\
N

Dowdd: Tlekro¢ F jest klasy C*, takze I o f ma te wlasnosé¢ jako superpozycja odwzorowari
klasy C*.

I odwrotnie, niechaj F o f € C*(M;,N). Wobec surjektywnosci f dowolny punkt w Ms
mozemy przedstawi¢ w postaci f(z) dla pewnego z € M;. Wybierzmy zatem (dowolnie) punkt
f(x) € My oraz jego otoczenie Oy .y c My, na ktérym jest okreslone ciecie lokalne o : Op(,) —>
M, odwzorowania f spelniajace warunki z tezy Tw.[[] Przyjawszy zapis dowodu rzeczonego
stwierdzenia, otrzymujemy tozsamosé

Ft EFOid@f(m):(FOf)oo,

ktora dowodzi C*°-gltadkosci Frof(z)
ze TW.C *-gladkosci ciecia lokalnego . Dowolnosé wyboru f(z) pozwala wnioskowaé o globalnej
C>-gladkosci F.

Wreszcie na koniec zajmiemy sie udowodnieniem istnienia i jednoznacznosci odwzorowania E' €
C* (M, N), spelniajacego tozsamosé

Of(x)

na gruncie zatozenia o C*-gladkosci Fo f oraz wynikajacej

F=Fof.

Po pierwsze zauwazmy, ze kazde dwa takie odwzorowania pokrywaja sie na zbiorze f(M;y), ktory
z racji surjektywnosci f jest tozsamy z My, przeto odwzorowanie F moze by¢ co najwyzej jedno.
Wykorzystujac raz jeszcze surjektywnosé f, postulujemy F w postaci jawnie gladkiej

FiMy— N ¢ f(z) — Foo(f(x))= F(x),

uzywajac przy tym dowolnego ciecia o opisanego w tezie Tw.[I] Zalozona przez nas stalos¢ F na
wloknach f przesadza o sensownosci powyzszego postulatu (F'(z) nie zalezy od wyboru reprezen-
tanta wtokna f~1({f(x)}), tj. nie zalezy od wyboru ciecia o, ktérego istnienie gwarantuje rzeczone

4Powodem, dla ktérego wzbraniamy sie przed nadaniem tej wlasnosci submersji miana ,uniwersalnej”, jest to, ze
klasa obiektow, posrod ktorych para (Ma, f) odgrywa role ,inicjalng”, jest zdefiniowana w terminach odwzorowania
f (chodzi o stalo$¢ na poziomicach tego odwzorowania).

8
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twierdzenie), a do tego wprost z definicji zachodzi pozadana tozsamosé
Fof(x)=F(x).
O

Powyzsza analiza elementarnych wtasnosci surjektywnych submersji odniesiona do rzutu na baze
wiazki prowadzi do wyroéznienia zbioréw odwzorowan z
Uwaga 1. Zbior cieé lokalnych wiazki (E, B, F,ng) bedziemy oznacza¢ symbolem
FIOC(E) )
a zbior jej cie¢ globalnych — symbolem
I(E).

Z Def.2] wytania sie obiekt geometryczny dostarczajacy rygorystycznego modelu gladkiego
rozkladu przestrzeni wewnetrznych stopni swobody F nad baza czasoprzestrzenna B (ewen-
tualna obecnos$é dodatkowej struktury rézniczkowej na B, tudziez na TB, jak np. tensora me-
trycznego, nie ma na tym etapie zadnego znaczenia). Zarazem istnienie trywializacji lokalnych
wskazuje wyraznie na mozliwosé zakodowania informacji o strukturze wigzki w lokalnie gltadkich

odwzorowaniach przejscia g;;. O tym, jak bogata i jak wiernie przez nie kodowana jest to infor-
macja, moéwi

Twierdzenie 2 (O rekonstrukeji (izotypu) wiazki wioknistej). Przyjmijmy zapis Def. Odwzo-
rowania przej$cia wiazki wloknistej (F, B, F,7g) o pokryciu trywializujacym Op = {O; };c; bazy
B spelniaja warunek 1-kocyklu

(1) Vi, ve0s ¢ 9 (%) 0 grj(2) ™" o gri(x) = idp .

I odwrotnie, niechaj Op = {O;}ie;r bedzie pokryciem otwartym rozmaitosci gladkiej B i niech
F bedzie dowolna rozmaitoscia gltadka o grupie automorfizméw Aut(F) ¢ Diff (F, F'). Dowolna
stowarzyszona z Op rodzina odwzorowan

gij * Oij — Aut(F) s Z,] el
indukujacych odwzorowania klasy C*
Oix F— F = (x,f) — gi(x)(f)

i spelniajacych powyzszy warunek okresla wiazke wloknista o odwzorowaniach przejécia stowa-
rzyszonych z O;; tozsamych z g;;. Illekro¢ odwzorowania te s3 odwzorowaniami przejécia pewnej
wiazki wloknistej nad B o wldknie typowym F', ta ostatnia wiazka jest izomorficzna z wiazka
zrekonstruowang na podstawie odwzorowan przejscia g;;.

Dowdd: Pierwsza czeié tezy jest bezposrednia konsekwencja nastepujacej réwnosci, stusznej dla
dowolnej trojki (4,4, k) € (IX3> oraz (x, f) € Ok x F:

(Z‘,f) = (idoi]’kXidF)('rmf):((TioTj_l)o(TkoTj_l)_lO(TkoTi_l))(x’f)

= (2.945(2) 0 grj (@)™ o gri(z)(f))-
Punktem wyjscia do dowodu drugiej jego czesei jest konstrukcja sumy roztacznej |ier (O; x F),
na ktorej okreslamy relacje
Yy=xE¢€ Oij
g9=95:(x)(f)
Warunek 1-kocyklu spetniony przez odwzorowania przejscia sprawia, ze jest to relacja rownowaznosci,
oto bowiem dla i = j = k dostajemy

($7f7i) ~g. (y7g7]) — {

gii(2) = gii(z) 0 gis(2) ' 0 gis(z) = idp,
9
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zatem ~, jest zwrotna, a dalej tenze warunek w polaczeniu z poprzednia konkluzjg implikuje
skos$ng symetri¢ g;;,

95i() 0 gij(x) = gji(x) 0 gii () 0 gij(w) = idp,
ktora pocigga za soba jej symetrie, i wreszcie stosownie przepisany warunek 1-kocyklu,
9ij () 0 gjk(x) = gi(x) 0 grj(x) ™" = gi2) ™" = gir(2) ,
oznacza, ze jest ona przechodnia. Mozemy zatem przejs¢ od | J;er (O; x F') do zbioru klas abstrakeji
‘%94,- = (l_l (Oi x F))/g s
iel
na ktéorym okreslamy surjekcje

TR,.. * '@g > B : [(x7f7i)]Ng.. .

Zauwazmy, ze dowolna klasa [(z, f,i)]., zawiera dokladnie jednego reprezentanta o ustalonym
indeksie, (z, f,i) € O; x F x {i}, gdyz — wprost z definicji —

(,9,9) € [(z, f.D)].,. = (9,9) = (2,9:(2)(f)) = (2,idr(f)) = (2, f),

a poniewaz takze

v(z,f)eoixF : (il', f7 l) € [(.’L', fai)]Ng“ )
przeto otrzymujemy bijekcje

[r] = 7, (0) =5 Oix F : [(@, )., — (a.f).

Nastepnie wprowadzamy na %, . topologig ilorazowa nazywajac otwartym dowolny podzbiér O c
Ry, ktorego przeciwobraz wzgledem rzutu
(2) . | J(Oix F) — Z,.

iel
jest otwarty w @g_( w topologii sumy rozl@czne przestrzeni O; x F, i € I, z ktorych kazda jest
nosnikiem topologii produktowej. W rzeczonej topologii ilorazowej bijekcje [7;] sa homeomorfiz-
mami, a rzut mgp, ~jest ciggly. Otrzymana tu topologia jest hausdorffowska. Istotnie, ilekro¢
[(z1, f1,91)]~,. # [(x2, f2,i2)]., , mamy dwie mozliwosci: albo x5 # x1, a wtedy rozdzielamy
punkty z; i @9 zbiorami otwartymi — odpowiednio — O1 ¢ O;; i O3 ¢ O;, w hausdorffowskiej (z
zalozenia) bazie, po czym tworzymy jawnie roztaczne otoczenia otwarte m.(O4 x F x {in}), « €
{1,2} obuklas w %, . (7. utozsamia punktu we wioknie nad wspdlnym punktem w bazie!), albo
tez xg = xq przy is =141 (jako Ze mg = x1, mozemy wybraé iy = i1, ewentualnie za cene zmiany f3),
a wtedy rozdzielamy punkty f; i fo zbiorami otwartymi — odpowiednio — Uy i Us w hausdorf-
fowskim (takze z zalozenia) wldknie F' i na zakonczenie tworzymy rozlaczne otoczenia otwarte
T.(Os x U x {i1}), a € {1,2} obu klas w %, (tym razem utozsamienia dotycza punktow w
Llier (O; x F) o indeksach pokrycia innych niz iy).

Mozemy juz teraz skonstruowaé atlas na tak okreslonej przestrzeni topologicznej. W tym celu
ustalamy atlas na zbiorze O; poprzez ograniczenie dowolnego atlasu na bazie B, otrzymujac tym
sposobem mapy lokalne & 4 : O; 4 —> U; 4, A €J; na podzbiorach O; 4 € 7(0;) (w topologii
podprzestrzeni) modelowanych na U; 4 € J(R*"), n = dimB, a do tego — atlas na wioknie
zlozony z map lokalnych (, : Vo —> W,, a € K na podzbiorach V, € 7 (F) modelowanych na
Wy € 7(R*™), m =dim F. To uczyniwszy, definiujemy atlas na %, jako zbiér map lokalnych

Ri, Ao : Qi,A,a = 7T~(Oi7A X Va) _;_) Z/{i,A x Wa c RXn+nL
[(z, f,1)].,. — (&.a(2), (),

5Topologiv; sumy rozlacznej tworza zbiory, ktérych przeciwobrazy wzgledem wszystkich injekcji kanonicznych
O; x F — |jer (O x F) sa otwarte.
10
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ktore sa dobrze okreslone, jako ze — w $wietle wezesniejszych naszych ustalenn — istnieje jedyny
reprezentant (z, f) € O; 4 x Vo € O; x F' klasy [(z, f,i)]., o ustalonym indeksie pokrycia i € I.
Na przecieciu ich dziedzin znajdujemy transformacje wspotrzedniowe

Ki,Aaj,B,f = KiAa®Kjpg Hj,B,ﬂ(Oi,Aj,B x Vag) = Kia,a(O0iaj B % Va/i)
(&.8(2),¢s(f)) — (&,4(2),Ca 0 gi5(2)(f))
= (&4 0&B(4.8(2)), Ca o (950 8) (&8 () 0 51 (Cs(S))) -

Zwazywszy, ze odwzorowania &; 4 o {;13 sa transformacjami wspolrzedniowymi (rozdrobnionego)
atlasu na B, C'-gtadkimi z zalozenia, a ponadto gijong sg lokalnymi prezentacjami odwzorowari
przejicia, takze C*-gladkimi (w dzialaniu na F, w rozumieniu opisu odwzorowan g;; podanego w
tresci dowodzonego twierdzenia) z zalozenia, i wreszcie (4 06;;(x) 0%1 s lokalnymi prezentacjami
automorfizméw g;;(z) wiokna F, réwniez C*-gladkimi z zalozenia, stwierdzamy, ze transforma-
cje Ki A,aj,B,8 sa C*-gladkie, zatem mapy lokalne r; 4o okreslaja na %g‘_ﬁ strukture rozmaitosci
rozniczkowalnej klasy C*°. Wzgledem tejze struktury odwzorowania [7;] sg (tautologicznie) dyfeo-
morfizmami klasy C*° (takze rzut na baze, 7%, 1o, , . =Ppryo[7i], jest klasy C*) i okreslaja na
Rq... strukture wigzki wioknistej klasy C. -

Na zakoniczenie wykazemy réwnowaznosé struktur wiazki widknistej: wyjsciowej na danej wiazce
wloknistej (E, B, F,7g), o lokalnych trywializacjach 7, : 7' (O;) =5 O;xF, iel, itej zrekon-
struowanej w sposob opisany wyzej z jej odwzorowan przejscia g;;. W tym celu rozwazymy od-
wzorowania dane lokalnie w postaci

(3) L = [Ti]_loTi . WEI(OZ)i)OZXFi’iT;’?}g(Oz)7 iel

i zauwazamy, ze te lokalne dyfeomorfizmy w dowolnym punkcie y € 75 (0;;), zadawanym przez
pewne x € O;; oraz f e F w postaci y = 771(z, f), speliaja relacje

(N @, ) =[] oror Ha, f) = 1517 (2, 95i(2) () = [m] o [mi] o [15]7 (2, 956 () (f))
[7:]7 (2,955 (x) 0 gji(@)(f)) =[] " (2, f) = [1] T omior  (a, f) = uiy)

czyli ze stanowia ograniczenia okre$lonego globalnie dyfeomorfizmu

i (y)

L F — <%gu )
dane wzorem
Llast(o;) = tis
o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

Bt %,

TR W.@g_ﬁ,
)

idp

ktora pozwala nam zidentyfikowaé ¢ jako postulowany izomorfizm wiazek. O

Powyzszy wynik rekonstrukcyjny uogolnia sie w naturalny sposéb na morfizmy wiazek.

Twierdzenie 3 (O rekonstrukeji morfizmu wiazek wtoknistych). Przyjmijmy zapis Def. Dane
lokalne h(;2 ;1) morfizmu wiazek (®,f) : (Ei, By, F1,7g,) — (B2, By, F>,mg,) o odwzorowa-

niach przejscia g-(a) C’)gf;a —> Aut(F,) stowarzyszonych z trywializacjami lokalnymi Ti(f )

jajo
11



W zwiazku z wiazkami (MAWF ’25/26 2.1 & 2.11 [rrS])

nad pokryciami trywializujacymi Op_ baz B, spelniaja na O{ 2 41)(12, k1) = (9(] 251N O(l2 g1y >
warunek

(4) h(l2 kl)(x) f 912 Q(x)oh’(]2 11)(x)°g 1k1(£ﬂ)
I odwrotnie, niechaj (Ey, Ba, Fo,7g,) 1 Op, oraz f : By — Bs i Olfal beda jak w tresci Def.

Dowolna stowarzyszona z Oél rodzina odwzorowan

h(jz,’il) : O(sz,’il)

indukujacych odwzorowania klasy C'*

O(fj27il) xFy — Iy (I,¢) — h(jz’,il)(x)(qs)

— C®(F,Fy), (§%iY)el*xI!

i spelniajacych powyzszy warunek okresla morfizm wiazek wtoknistych (@, f) : (Fy, By, Fi,7g, ) —
(E27 B27 F27 TEs )

Dowdd: Dla danego morfizmu (@, f) o danych lokalnych hjz ;1y stwierdzamy réwnosé, spetniona
dla dowolnych (z,¢) € Of

Gz e < 1

(/@) hz oy (@)(@)) = (57 0 @ o ™) (2,0)

(2 02 ) o (1 o onD ) (oD,
(72 07 Yo (r@ 0 ® 0 rD 1)) (2,911, (2)(6))
(2 07D (F (@), (hgz.any (@) 0 950 () (9))

(£(@). (g52): (£ (@) 0 hgzany (@) 0 g0 (1)) (9))

ktora odtwarza warunek postulowany.
I odwrotnie, niechaj {h(;2 1) : O{ﬁ 1y C*(F1, F2)}(j2,i1)er2xp bedzie dowolng rodzing

odwzorowan spelniajaca powyzszy warunek dla ustalonych odwzorowan przejscia rozwazanych
wiazek. Definiujemy gtadkie odwzorowania lokalne

D21y WEl(O(J 11))_)7TE2(O(2)) : Ti(ll)_l(xvgb)'_’T;S)_l(f(x)ah(jQ,il)(m)(Qs))» (j2,i1)EI2XIl,

po czym bez trudu przekonujemy sie, ze sa one ograniczeniami odwzorowan globalnie gladkich
¢ : By — FEy,

)

(I)(j2’i1):¢r”51 (O{ 1))
1 ] N

oto bowiem w x € O{jf‘,‘il) (12.41) Stwierdzamy
) (757 (@,0)) = @z () T (2, 940h (2)(9)))
= DT (@) by (@) (9500 (2)(9))) = 72 T (F(@), 98k (F)) (hazany (@) (9501 (2)(8))))
czyli — w $wietle () —
(e gy (75) 7 (2,6)) = e (7 (2,9)).

Dotychczasowa dyskusja przygotowuje nas do geometrycznie lub fizykalnie uzasadnionych spec-
jalizacji nader pojemnego pojecia wiazki widkniste;j.
12
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2. WIAZKI WEKTOROWE

Geometrycznie absolutnie naturalnym, a wrecz kanonicznym i — takze, cho¢ nie wylacznie z
tego powodu — modelowym przykladem wiazki wioknistej jest wiazka styczna nad rozmaitoscia
rozniczkowalng (M ,.@7) klasy C*, ktora wprowadziliSmy w Def. Nie jest to bynajmniej je-
dyna jej definicja. Ta, ktora przedstawimy ponizej, bazuje na Tw.[2 i eksponuje zupelnie wprost
fundamentalng ceche wiazki stycznej, jaka jest obecnos$é struktury R-liniowej we witoknie.
Definicja 3. Wigzka styczna gladkiej rozmaitosci (M,JZZ) wymiaru n € N*| o atlasie o =
{Ki}ier stowarzyszonym z pokryciem otwartym Ops; = {O; }ier rozmaitosci M, to wigzka wioknista
(TM, M,R*",wrar) okreslona przez 1-kocykl Dt = D(kiok; " )okjlo,, + O — GL(n;R) wedtug
schematu z Tw.[2] zatem jak nastepuje:

- przestrzenia totalna wiazki jest zbior klas abstrakcji
TM = (|| O; xR*™)/ ~py.

iel
relacji
i . Tr=1YE€ Oij
z,v,1) ~ (y,w, — - _ )
( )~ (y:w.5) { v= D(mi o mjl)(mj(x))(v) = Dt;;(z)(v)
- rzutem na baze jest odwzorowanie
v 2 TM — M [(z,0,1)]

ktorego poziomica

—
~Dt.. T,

T M := W}}w({m})
nosi miano przestrzeni stycznej w punkcie x;
- topologia zbioru TM jest topologia ilorazowa indukowana wzdtuz surjektywnego rzutu

TN ot |_| (91 X Rxn — (I_l Oz X Rxn)/ ~Dt.. * (CC,U,i) — [(‘r’v7i):|~0t“

i€l i€l
z topologii sumy roztacznej przestrzeni O; x R*™, o injekcjach kanonicznych

Ji + O xR — | | O; xR & (z,v) —> (x,v,1), i€l

jel
z ktorych kazda jest no$nikiem topologii produktowej,
FT(OM):={O0cTM | Vs : 3;(77(0)) e 7(0; x R*")} ;
- strukture r6zniczkows na przestrzeni topologicznej TM definiuja (tautologicznie homeo-
morficzne) odwzorowania
Tk; W}}V[(Oi) iﬂ/{i xR*™ ¢ [(2,0,0)]ap,. — (m(w),v), 1€l

zwane mapami naturalnymi (wspoétczynniki rozktadu wektora v w (dowolnej, wiec np.
standardowej) bazie sa wspolrzednymi globalnymi na R*™), ktore okreslaja transformacje
wspoélrzedniowe

Tkjo (T"ﬁj)_l rnj(Oij)x]RX" : "ij(oij) x R*™ i> HZ(O”) x R*™

(5j(2),0) — (ki(2), Dti;(x)(v)),
w oczywisty sposob gltadkie — mamy tu zatem do czynienia z gtadkim dzialaniem grupy
strukturalnej GL(n;R) 3 Dt;;(x).
Klase abstrakcji
(5) Vi(z) =[(2,v,0)], € TaM

okreslamy mianem wektora stycznego do rozmaitosci (M, 2 ) (zaczepionego) w punkcie x € M.
Odwzorowanie gtadkie

Ory : M—TM : z+— [(x,0",4)]
13
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nosi miano ciecia zerowego wiazki stycznej TM.

Struktura liniowa, ktorej oczekujemy od modelu ,przestrzeni ruchéw infinitezymalnych”, jest w
tym ujeciu zakodowana wprost w przemyslnym wyborze lokalnego modelu wiokna R*dmM o
naturalnej interpretacji w terminach lokalnych wspoétrzednych.

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Wybierzmy dowolny punkt =z € O; ¢ M
rozmaitosci (M,.o/) wymiaru n € N*, a wowczas odwzorowanie
Tk X X
Tori © ToM —s iy x R*™ 22, pxn
[(2,0,0)]ep,, = (Ki(2),0) — v,

bedace ztozeniem lokalnej mapy naturalnej na TM z kanonicznym rzutem na druga skltadowa
iloczynu kartezjanskiego, jest bijekcja i jako takie w kanoniczny sposéb indukuje na T, M strukture
przestrzeni R-liniowej,

T.M = R,
R-lin.

okres$lana mianem przestrzeni stycznej do rozmaitosci M w punkcie z.

Dowdd: Strukture R-liniowa, o ktorej mowa w tezie stwierdzenia, okresla formuta

)\1 > [(IIJ,’Ul,Z')]NDt" + )\2 > [(m,vg,i)]NDt__ = [(3’,‘,)\1 > v+ )\2 > Ug,i)]NDt__ s

zapisana dla dowolnych Aj, A2 € R. Wobec R-liniowego charakteru relacji z Def.[3] struktura ta jest
dobrze okreslona. Istotnie, niechaj x € O;; imniech w, = Dt;;(x)(va), a€{1,2}, a wtedy

A1 > [(wilvj)]wn,. + Az > [('T’wQ’j)]NDtA, = [(x’/\l > wiy + Az D w27j)]~m,.

[(SU,)\l > Dtji(x)(vl) + )\2 > Dtji(x)(vg),j)]NDt" = [((E, Dtﬂ(fﬂ)()\l > v+ )\2 > v2),j)]~

= [(z, M1 > v+ A > w2,4)]ep, =M1 D [(2,01,0)]ap,. + A2 D [(2,02,1)]0p, -

Uwaga 2. Réwnowaznos$é (izomorfizm) miedzy oboma opisami wiazki stycznej — tym z Def.i
tym z Def. — zgodng z naturalng struktura liniowa na wioknach TM (patrz: Stw. okreslaja
odwzorowania

(6) Ve [, — [(3(0).D(x:09)(0).0)]
o odwrotnosciach

Lo o [(@,0,0)]e, — [1-ecl3t 0 7 (ri(2) +tpv) € O]
W szczegolnosdci bez trudu wskazujemy nad kazdym punktem B baze w wiazce przestrzeni R-
liniowych w opisie pierwotnym, a mianowicie — dla x € O; i pewnego € >0 —

n

Px:]@l([%]mm, Ve ] —emer[— Mt 1 (Ti(z) +t>ey),

gdzie {ex},q5 jest baza standardows R*".
Zaobserwowana powyzej strukture wiazki przestrzeni liniowych formalizujemy w

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, ustalmy (dowolnie) n € N i rozwazmy K € {R,C}
ze standardowa topologia (euklidesowa) i struktura rézniczkowa klasy C'*°. Wigzka wektorowa
rzedu r nad cialem K klasy C* to wiazka wloknista (V, B, K*", my) o wlasnosciach

o Vuep : Vy=mt({z}) € ObVect]ggw);
14
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e ograniczenia dyfeomorfizmow klasy C'* (lokalnych trywializacji)
prooTily, : Vg i)er’ reB
sg izomorfizmami przestrzeni K-liniowych,

przy czym odwzorowania definiujace strukture K-liniowa na widéknach V sa klasy C*°, w szczegol-
nosci wiec mamy odwzorowanie gtadkie

(7) A:VxpV—YV

modelowane na definiujacej operacji binarnej A" : KX x K*" — K*" w rozumieniu diagramu
przemiennego

7' (1) x5 77 (O3) . ' ()
(8) Ti XT; Ti
(Oz > ]er) X0, (Oz > er) Oz x KT

(Prl’AroprzA)
oraz rodzine dyfeomorfizméow
(9) K* — Diff*(V) : A — L,

o K-liniowych ograniczeniach do wldkien, uzupelniana przez odwzorowanie K-liniowe Lg,, mode-
lowanych na definiujacym dziataniu ¢ : Kx K*" — K*" w rozumieniu diagramu przemiennego

T (0) — = 11(0))

O; x K*" — 0; x K*"
A
W przypadku K = R moéwimy o rzeczywistej wigzce wektorowej, gdy zas K = C — o ze-
spolonej wigzce wektorowej.
Rzad wiazki bedziemy oznacza¢ symbolem rkV. Ilekro¢ rkV = 1, wigzke okreslamy mianem
wigzki liniowej i zwyczajowo oznaczamy symbolem L,

Ko~ L
L .

B
Odwzorowanie (rozniczkowalne klasy C*)
Oy : B—V : az+—71(z2,0"), zecO;,

nosi miano ciecia zerowego wiazki wektorowej V. Jest ono cieciem globalnym V w rozumieniu
Uwagi [} przy czym zaréwno zbior cieé lokalnych T (V), jak i zbior cie¢ globalnych T'(V) niosa
naturalnag (punktowa) strukture modutu nad pierscieniem C*°(B,K).

Podwiazka wektorowa rzedu s < r wiazki wektorowej (V, B,K*", 7y) to podwiazka (W, B,
K** mylw) tejze wiazki (wloknistej) o tej wlasnosci, ze nad dowolnym punktem bazy x € B jej
wlékno W, cV, jest podprzestrzenia K-liniowa.

Morfizm wigzek wektorowych (nad cialem K) (V,, Bo,K*™ 1y ), 7o € N, a €{1,2} to
dwojka (@, f) zlozona z morfizmu wiazek wioknistych

((I)a f) : (V17Blaerl77TV1) - (VQaBQaer277TV2) )
ktorego ograniczenie do wiokna nad dowolnym punktem bazy x € By,

(11) Ply,, : Vie —Vorw,
15
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jest odwzorowaniem K-liniowym. Rzad morfizmu wiagzek wektorowych (@, f) to odwzoro-
wanie

tk(®,f) : By — N : z+—1k(®ly,,).

Wiazki wektorowe skoriczonego rzedu nad cialem K o bazie B wraz z morfizmami wigzek
wektorowych miedzy nimi tworza kategorie wigzek wektorowych skoriczonego rzedu nad
cialem K nad B, ktérg bedziemy oznaczaé¢ symbolem

VectBun]ggw) (B).

Ponizsze stwierdzenie ustanawia intymna relacje pomiedzy bazami przestrzeni cie¢ i trywializa-
cjami wiazki wektorowej.

Twierdzenie 4. Przyjmijmy oznaczenia Def.[d] Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$é
miedzy trywializacjami lokalnymi wiazki wektorowej (V,B,K*" mwy) i zbiorami r nigdzie nie-
znikajacych cie¢ lokalnych definiujacymi nad kazdym punktem bazy x € B (w ich wspélnym
nosniku) r wektoréw liniowo niezaleznych o*(z), k € T,7 w odnosnych wloknach V,. W szczegol-
nosci wiazka wektorowa jest globalnie trywialna, tj. izomorficzna z wiazka (B x K*", B,K*" pry)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 7 jej cie¢ globalnych o tej wlasnosci.

Dowdd: Dla odciazenia zapisu rozwazymy warunki globalnej trywializowalnosci V (tj. trywiali-
zowalnosci nad B).
Niechaj

v pry

B

W

idp
bedzie trywializacja (globalna) V. Wowczas dyfeomorficznym obrazem zbioru {¢, : B — B x
K"+ 2 — (2,€4)},5 liniowo niezaleznych cig¢ zadanych przez dowolng baz¢ {e.} 57 we
wloknie K*” jest gladko indeksowana przez B > x rodzina baz we wloknach V, > (77! o g,)(z).
Mamy przeto rodzine pozadanych cie¢ 7% og, € I'(V). Istotnie, wobec wertyklnosci 7 zachodzi

71'\\/0(7’7106(1):(WVOT?I)Oga:prlosa:idB’

a przy tym 7! jest liniowe we wioknie i odwracalne, zatem wektory (77! o g,)(2) sa liniowo
niezalezne.

I odwrotnie: Niechaj o, € I'(V), a € 1,7 bedzie zbiorem cieé¢, o ktérym mowa w tresci twierdzenia.
Wowczas dowolny wyboér bazy {e,} w przestrzeni K*" daje nam do dyspozycji definicje odw-
zorowania (jawnie gladkiego)

P : BxK : (2,0" > eg) — 0" > og(2).

ael,r

W obrazie dowolnej (K-liniowej) trywializacji lokalnej 7o : 7' (O) =5 OxK*" (a takowe istnieja)
nad O € 7 (B) otrzymujemy, w x € O,

(7’0 o @)(m,va > ea) = (x,va €Z(LE) > eb)

dla pewnych gtadkich odworowan €2 : O — GL(r;K) — istotnie, {oa(®)} 77 Jest baza w

Ve, zatem {(pry o 70 0 04)(x)} 15 jest baza w (pry 0 70)(V,) = K*", mamy wiec odwracalnag

1,r
1,r

transformacje bazy (gg(x))l; . W naturalnych wspoélrzednych (lokalnych) zadawanych przez

To i mape lokalng ko = (z#)*LdmB na O (ktorej istnienie mozemy zalozyé¢ bez straty ogol-
nosci rozwazaii) odwzorowanie ¢ jest w oczywisty sposob gtadko odwracalne — wszak odwracanie

1,r
1,r
od ktorego sama wyjsciowa macierz £(x) zalezy gladko wprost z konstrukeji; z kolei zaleznosé¢ od

16
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wspoélrzednych v® we wldknie jest liniowo odwracalna, wiec takze gladka. Méwiac wprost: mamy
reprezentacje wspolrzedniowa ® w postaci

(#,0%) — (&, (o)} ")
wiec tez reprezentacje odwzorowania odwrotnego w postaci
(e, w?) > (2, ((eox”) ) u®).

To w sumie oznacza, ze 1y € DIff (O x K*", V1), zatem — wobec dowolnosci wyboru O (i 7o) —
takze ® € Diff(B x K", V). O

Podobnie jak same wiazki wektorowe, morfizmy tych wiazek pokrywajace dyfeomorfizm iden-
tycznosciowy na bazie maja prosty opis lokalny, z ktérego przyjdzie nam skorzystaé¢ w przysztosci.

Twierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.[d Dowolny morfizm (wertykalny) (®, idg) wigzek wek-
torowych (Vo, B,K*"*, 7y, ), a€{1,2} oodnosnych trywializacjach lokalnych 7 : 75! (O;) =
O; x K*"e (stowarzyszonych z pokryciem wspottrywializujacym Op = {O; }ier) 1 odwzorowaniach
przejscia gi; : O — GL(r4;K), opisany przez diagram przemienny

<]
Vi——V;
7'I'\y1 7Tv2 ,
B——20B
ldB

zadaje rodzing {h;};e; odwzorowan macierzowych (lokalnie) klasy C*°
hi : Oi—>Mat(r1><r2,K), iel
o wlasnosci
(12) Veeo, + 9j(x) - hy(2) = hi(z) - gj; ().
I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.
Dowdd: Wybierzmy (dowolnie) baze {e,}
ciecia lokalne

(13) e 0, — V27N (2e,).

acToiy W przestrzeni K*™ i na tej podstawie zdefiniujmy

Zauwazmy, ze odwzorowanie ® jest w pelni okreslone przez wartosci przyjmowane przezen na
powyzszych cieciach, oto bowiem wobec zalozonej K-liniowosci 7; oraz ® w dowolnym punkcie

v=7 (0" oy ea) SLE (D (@), e O

otrzymujemy
(v) = B(Ly (e (1)) = Ly 0 B(= ().

Wybierzmy zatem (dowolnie) baze {f,} w K*™2, o bazie dualnej {f}}

odnosne ciecia lokalne Vg jako

¢ Oy — Vs sz 17N (a, fa),

ey relrys 1 Oznaczmy

po czym zdefiniujmy
Riga = floprgorio®or! (- e,) + Of — Mat(ry x 9;K),
czyli poprzez formute

(14) L3,y (88 (@) = 2(c ().
17
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Powyzsze dane lokalne morfizmu ® mozemy zapisa¢ w postaci macierzy (4 to stosowne kano-
niczne izomorfizmy V} ®x W4 = Homg (Va, Wy))

hi(x) = hjga(z) > e1(e; ®k fo), x€0;,
podobnie reprezentujemy tez odwzorowania przejscia:
955(@) = gijap(2) > (e B 1), 95;(2) = 93 a5 (x) > e3(f2 ®x f3)-
Przywotawszy definicje tych ostatnich, ustalamy relacje
7 @ hy() (ea)) = 787 (@, 975 (2) - hy(2) (ea))
a jednoczesnie, wobec K-liniowosci 7;* oraz ®, znajdujemy

sz_l(w,hj(x)(ea)) CI)(le_l(xvea)) = (I)(Til_l(x’gilj(x)(ea))) = ]L-‘Qiz‘ljab(m) ° (I)( (x eb))

= L% or (@ hi(@)(en)) =77 (2 hil) - gij () (ea))

ua

Niechaj teraz (V,,B,K*" my_ ), a € {1,2} beda wigzkami wektorowymi o trywializacjach
lokalnych 7 @ 7! (0;) — O; x K*™ i odwzorowaniach przejécia g5y : Oj; — GL(rq;K).
Niech tez h; : O; — Mat(ry xr9;K), i € I bedzie rodzina odwzorowan jak w tezie dowodzonego
twierdzenia, przy uzyciu ktorej okre§lamy odwzorowania lokalne

Q; oy, YO — 7y ((9) Ha,v) — 7P 1(33/1(36)(1)))
ktore w Swietle tozsamosci, spelnionej dla dowolnych €0 i veK,

(7~ (,v)) ®;(7; " (2,95:(2)(v))) = 777 (2, by (2) - gjs () (v)

Tfil(xvg?j(x) (IL’) g]l(x)(v)) _7_2 1(% h (ZL’)(”U)) ( 11 1(1.31]))3
jawia sie ograniczeniami odwzorowania globalnie gtadkiego

SV —V,, ‘bfﬂﬁ(oi):‘b

Odwzorowanie to jest w oczywisty sposoéb K-liniowe i zachowuje wtdkna. O

3. GEOMETRYZACJE PODSTAWOWYCH KONSTRUKCJI LINIOWYCH

Definicja wiazki wektorowej nad rozmaitoscia dostarcza schematu geometryzacji czysto alge-
braicznej struktury przestrzeni wektorowej. W slad za nia mozemy — na gruncie Tw.[2] - dokona¢
geometryzacji rozmaitych naturalnych operacji na przestrzeniach wektorowych. Ponizej przedsta-
wiamy kilka z nich, ktére napotkamy w dalszej czesci kursu.

3.1. Suma prosta wigzek wektorowych.

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. Suma prosta (Whitneya) wigzek wektorowych
(Vo, B,K*" my ), a€{1,2} nad K, o wspdlnej bazie B to wiazka wektorowa

(Viog,p V2=V xp Vo, B K @ K2 = K**"2 ry, 0 pry My, x5, ) 5

w ktorej Vi xpg Va jest produktem witoknistym rozmaitosci V,, a € {1,2} opisywanym przez
diagram przemienny

Vi xp Vs

pry fvifs/ &V\mw



W zwiazku z wiazkami (MAWF °25/26 2.1 & 2.1I [rrS])

i wyposazonym w strukture podrozmaitosci gtadko wlozonej w rozmaitosé produktowa Vi x Vo,
zgodnie z tezg [Sus23, Tw. §].

Wi6kno sumy Whitneya nad dowolnym punktem bazy x € B przyjmuje postaé
(Vi ek, 5 Vz)m =Vi®Vy,,

stanowi wiec suma Whitneya naturalng adaptacje konstrukcji sumy prostej przestrzeni wektorowych
do geometrycznej kategorii przestrzeni modelowanych lokalnie na produktach (elementéw topologii)
rozmaitosci rézniczkowalnej z topologicznymi przestrzeniami wektorowymi K*", r e N.

Wiazke te mozna réwniez opisa¢ — w duchu Tw.[2] - w terminach danych lokalnych jej sktad-
nikow, tj. wspolnego pokrycia trywializujacego € = {O;};e; wiazek V,, «a € {1,2} (otrzymanego
np. poprzez wspolne rozdrobnienie odnosnych pokry¢ trywializujacych) wraz z okre§lonymi dlan
odwzorowaniami przejscia gi; : O — GL(ra;K), (4,]) € (IX2)0. Odwzorowania przejscia
sumy Whitneya obu wiazek, stowarzyszone z tym samym pokryciem trywializujacym i stanowiace
podstawe rekonstrukeji (klasy rownowaznosci) wiazki Vi @k g Vs, to

922 =g, @9, + Oij — GLx(r1) ® GLk(r2) ¢ GLx(r1 +72).
Z sumag Whitneya wiazek wektorowych stowarzyszona jest para epimorfizméw wiazek wek-
torowych
pry,. - % GBK,BVZ_»VOH a€{1a2}
przyjmujacych nad (dowolnym) punktem z € B postaé
praac : Vlw ®V2z - Vaw : (1)1,1}2) > Vq -
3.2. Iloczyn tensorowy wiazek wektorowych.

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def. Tloczyn tensorowy wigzek wektorowych (V,, B, K*"~,
my, ), a€{1,2} nad K, o wspolnej bazie B i odnosnych odwzorowaniach przejscia gi5 ¢ O;; —
GLk(r,) stowarzyszonych ze wspdlnym pokryciem trywializujacym {O;}icr to dowolna wiazka
wektorowa

(V1 ®k,5 Vo, B, K" @ K*"? 2 K*""2 7y, o pry )

izomorficzna z wiazka zrekonstruowana, w rozumieniu Tw.[2] z danych lokalnych
9i7% =g ©93 ¢+ O — GLg (K" @x K"?) = GLg (r1 - 72) -

Tloczyn tensorowy wigzek wektorowych mozna w szczegoélnosci utworzyé dokonujac stosownej

topologizacji sumy roztacznej wlokien nad punktami bazy B > x, wybierajac je w postaci
(Vi ®k,5 Vz)w =V, ®k Vaou.

Mamy tu zatem do czynienia z naturalng adaptacja konstrukcji iloczynu tensorowego przestrzeni
wektorowych.
3.3. Wiazka homomorfizméw i wigzka dualna.

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Def.dl Wigzka homomorfizméw (zwana takze wigzka Hom)
wiazek wektorowych (V,, B,K*" 7y_), a € {1,2} nad K, o wspdlnej bazie B i odnosnych odw-
zorowaniach przejscia gi; : O —> GLk(rs) stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem trywial-
izujacym {O; }ier to dowolna wigzka wektorowa
(HOHI]K’B (Vh V? )7 B7 HomK(KXTI ; K" ) x KT » THomg (V ,Vg))
izomorficzna z wiazka zrekonstruowana, w rozumieniu Tw.[2] z danych lokalnych
95”2 = Homg (K", g7;(-)) o Homg (g;; ()™, K"

: 05 — Endg (Homg (KX, K*™)),
zapisanych w terminach odwzorowainl K-liniowych, ktére w dowolnym punkcie x € O;; przyjmuja
postaé¢ — odpowiednio —
HomK(g}j(z)fl,KX”) : HomK(KX”,KX”) @)
19
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X — xog;(x)",
oraz

HomK(KX“,g?j(x)) : HomK(KX“,KX”)O

X > gi;(@) o X
W1okno wigzki homomorfizméw nad dowolnym punktem bazy x € B jest postaci
HOHI]K(Vl, VZ)CE = HomK(Vl m»V2 x) 9

mamy przeto do czynienia z naturalng adaptacja konstrukeji przestrzeni K-liniowej homomor-
fizméw miedzy (ustalonymi) przestrzeniami wektorowymi.

Definicja 8. Przyjmijmy zapis Def. Wiazka dualna (zwana takze wiazka dwoista) wigzki
wektorowej (V, B,K*",my) to wiazka Hom (o oczywistym rzucie na baze)

(V* = Homg 5(V, B xK), B,K*"* = K", 7y,

w ktorej definicji (B x K, B,K,pry) jest trywialna wiazka wektorowa rzedu 1 nad K. Innymi
stowy, mamy tu do czynienia z wiazka wektorowa zadana przez 1-kocykl przejscia (gi;(-)™*)*
(gdzie g;; : O;; — GL(7;K) jest 1-kocyklem przejscia V).

3.4. Kompleksyfikacja rzeczywistej wigzki wektorowej.

Definicja 9. Przyjmijmy zapis Def.[d] zakladajac przy tym, ze K = R. Kompleksyfikacja wigzki
wektorowej (V,B,R*" my) to wiazka C-liniowa (0 oczywistym rzucie na baze)
(VE=Vepp (BxC),B,C*" myc),

w ktorej definicji (B x C,B,C = R*? pr;) jest trywialna wiazka wektorowa rzedu 1 nad C, z
naturalng struktura trywialnej wiazki wektorowej rzedu 2 nad R (indukowanej przez kanoniczne
wlozenie gg : R — C : r > (1,0)). Dzialanie ciala bazowego C na V® jest przy tym
dziedziczone z naturalnego dzialania

idgxt; : BxC QO : (z,2) — (2,(-2)
tegoz ciata na czynniku trywialnym B x C wedle schematu

]chidv®(id3><€<), CeC.
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