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Fic. 1. Rzezba rzymska z I w. wykuta w marmurze pentelickim wg greckie-
go pierwowzoru autorstwa Praksytelesa, zw. “ Torso Sassi” (Museo Archeologico
Nazionale di Napoli, Wlochy).
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Ostatnim brakujacym elementem wiedzy og6lnej, ktérego potrzebujemy do wprowadzenia po-
jecia centralnego niniejszego kursu, sa rudymenty teorii algebr, do ktérych oméwienia przejdziemy
obecnie.

1. ALGEBRY

Pojecie podstawowe wprowadzamy w
Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niech R € Ob AbRing. Algebra nad piers-
cieniem R (albo inaczej R-algebra) to kolekcja (((Ql, +o, Py, @ —> OQ(),EQ[),mg[) zlozona z
R-modutu ((Ql, +o1, Py, @ —> Ogy(), Eg[) oraz odwzorowania dwu-R-liniowego

me - AxA — A (a,b).ﬁa-mbzmm(a,b),
1
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zwanego mnozeniem. Réwnowaznie mozemy traktowaé mnozenie jako odwzorowanie R-liniowe
meg : AR A— A,

przeto w dalszej czeéci wyktadu bedziemy obu wersji definicji uzywaé zamiennie, o ile nie bedzie to
prowadzi¢ do nieporozumieri. Podobnie, jesli tylko struktura rozwazanej algebry nie bedzie budzié
watpliwosci, bedziemy czasami gwoli odciazenia zapisu uzywaé skrotu

mg(a,b) =a.b.
Algebra  przeciwna do (((Ql, +o1, Py, @ — 0g), Zgl), mgl) to  R-algebra
(((Ql, +or, Po, @ —> Om),ﬂm),mg‘pp) z mnozeniem danym wzorem

mg Y = mg o Ty .

Bedziemy ja oznaczaé symbolem 2(°PP.
Algebra przemienna to taka, w ktorej

msg = Mg O TY -

Algebra laczna to taka, w ktorej mnozenie jest operacja taczna.

Algebra unitalna (zwana takze algebra z jednoscia) to kolekcja (((QL +90, P,
°—> Om),ﬂm),mm,o — 191) ztozona z R-algebry (((EZl, +o(, Po, @ —> Om),ém),mm) oraz stalej
19 €A bedacej elementem neutralnym mnozenia, zwanej jednoscia lub jedynka.

Podalgebra ‘B algebry 2 to taki jej podmodul, ktéry spelnia warunek domknietosci wzgledem
mnozenia,

my (B xB) cB.

Homomorfizm R-algebry (((Qll, +o1,, Pary, @ —> 09, ), fary ),mg‘l) w R-algebre (((912, +90ys
Py, 0 — 0g,), lay, ), mgz) to odwzorowanie x € Hompg(241,%2) o dodatkowej wlasnosci wyrazonej
przez diagram przemienny

may
9[1 X Q[l E—— 9(1

9[2 X Q[Q %‘m% 2(1

Homomorfizm R-algebr z jednoscig nazwiemy unitalnym, jesli obrazem jednosci w jego dziedzinie
wzgledem tego homomorfizmu jest jedno$¢ w jego przeciwdziedzinie.

Algebry nad pierscieniem R wraz z odnoSnymi homomorfizmami tworzg kategorie algebr
nad pier$cieniem R, ktora bedziemy oznaczaé¢ symbolem

Algp.
Kategorie R-algebr lacznych oznaczymy symbolem
AssAlgp,

natomiast kategorie R-algebr unitalnych (z unitalnymi homomorfizmami R-algebr jako mor-
fizmami) — symbolem

uAlgp.
Wreszcie kategorie unitalnych R-algebr lacznych oznaczymy symbolem
uAssAlgy.
Przyktady 1.
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(1)

Macierze kwadratowe Mat(n; R) = R(n) (rozmiaru n xn, n € N~ {0}) o wspolczyn-
nikach z pierscienia przemiennego R z dodawaniem po wspoélrzednych i takimz braniem
przeciwnosci, a takze macierza zerowg w charakterze elementu neutralnego tworza grupe
przemienng, na ktorej jest okreslone naturalne dzialanie (po wspolrzednych) pierscienia
R, czyniace z rzeczonej grupy modul nad R, a nadto — mnozenie (macierzowe), nada-
jace temu R-modulowi strukture R-algebry (nieprzemiennej dla n > 1), zwanej algebra
macierzowq. Naturalng (standardowa) baze tej algebry tworza macierze {E;;} 0
wyrazach

i,jel,n
(E(n))k _ R .sR
ij )1~ Yk Yl
spelniajace prosta algebre
(n) (n) _ K (n)
E /oE ) = Op; & E;7
Endomorfizmy Endg(G) modulu G nad pierScieniem przemiennym R z okreslonym
punktowo dodawaniem i braniem przeciwnosci, a takze endomorfizmem zerowym w charak-
terze elementu neutralnego tworza grupe przemienna, na ktoérej jest okreslone punktowe
dzialanie pierscienia R, czyniace z rzeczonej grupy modul nad R, a nadto — mnozenie
zadawane przez superpozycje endomorfizméw, nadajace temu R-modulowi strukture R-
algebry (w ogolnosci nieprzemiennej), zwanej algebra endomorfizmow.
Dowolny pierscieri jest algebra taczna nad swym centrum.

Unitalna R-algebra kwaternionéw H, czyli przestrzen R-liniowa R** z iloczynem
Hamiltona (zapisanym dla dowolnych r;,s; € R, i€{1,2,3,4})

mH((7“177“277“377“4)7(51782783,84)) = (r1,72,73,74) ‘H (51,52, 53, 54)
= (7’1'81—7"2'52—T3'53—7"4'54,T1'52+T2'51+T3'54—7'4'537

7183 —To S4+73:81 +T4 82,71 S4+72 83 —T3-So+74-81)
o elemencie neutralnym
1g == (1,0,0,0).

Tak jak w przypadku liczb zespolonych istnieje monomorfizm pierscieni

Ja o R»H : r— (r,0,0,0),
ktory pozwala zdefiniowaé dziatanie R = g5 (R) na H,

£ RxH»H : (r,q)— ) uq,

i uzasadnia zapis

H> (a,b,c,d) = a+bi+cj+dk.
Wyréznione wektory

i=(0,1,0,0), j=(0,0,1,0), k=(0,0,0,1)

spelniaja relacje

imi=-1=jmj=kmk,

) =k=-jHI, kmi=j=-imk, jmk=i=-kmj.
W analogii do liczb zespolonych definiujemy R-liniowe, antymultyplikatywne i inwolutywne
sprzezenie kwaternionowe

S H O a+bi+cj+dk— a-bi—cj—-dk
i przy jego uzyciu norme kwaternionowa

[z : H—Rso: g—\/q-q*,
3
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ktora dystrybuuje wzgledem mnozenia,

Vi qoell lgr mg2lm=lqlm- lg2]m-

Mamy zatem oczywista tozsamosé

o 4
V ek {(0,0,0,00} * 4 "B
H

ktora pokazuje, ze kwaterniony tworza pierscien z dzieleniem. Mozna je otrzymac z uniwer-
salnej konstrukcji Cayleya—Dicksona zastosowanej do liczb zespolonych. Sa to wiec pary
liczb zespolonych (czyli przestrzen C-linjowa C@C = (1) @ (j)¢) z mnozeniem okreslonym
przez sugestywny zapis

H3a+bi+cj+dk < (a+bi)>p1+(c+di)pjeCaC.
W tym ujeciu pojawia sie naturalnie monomorfizm R-algebr
Jo i C»H : a+bi— (a+bi)>1+(0+0i)>].

Warto tez zauwazy¢, ze algebra kwaternion6w ma naturalng interpretacje geometrycznag —
oto w obrazie izomorfizmu przestrzeni R-liniowych

w ot H->R@R™ : a+bi+c+dk—s (a,(bec,d))
iloczyn Hamiltona tlumaczy sie, jak latwo sprawdzi¢, na mnozenie

MReR*3 ‘= LF © M © (Lﬂfﬂl X Lﬁl) : (R ® RX?’)Xz — RoR"®
((r,v)(s,w)) — (7"-5—<I>51(33.)(v7w)7

VXWHT D WS DY),

gdzie @) : R*3 x R*3 — R jest standardows (euklidesowa) niezwyrodnialy 2-liniows
E

forma symetryczng (czyli iloczynem skalarnym) na R*3) symbol v x w oznacza iloczyn
wektorowy v i w, natomiast > jest kanonicznym dzialaniem ciala bazowego R na grupie
przemiennej R*3. Tym samym kwaterniony w zgrabnej postaci koduja petng informacje
o elementarnej strukturze metrycznej i orientacji przestrzeni R-liniowej R*3.

Mnozenie punktowe funkcji wraz z okreslonym punktowo dzialaniem R nadaje pierscienio-
wi funkcji ciaglych na danym zbiorze o wartosciach rzeczywistych strukture przemiennej
i tacznej R-algebry unitalne;j.

7 kazda grupa skonczona G mozna stowarzyszy¢ C-algebre, w ktorej nosnikiem struktury
jest zbior CY funkcji na G o wartosciach zespolonych z punktowa struktura C-liniowsa
(j/w) oraz mnozeniem okreslonym wzorem

x : CCxCC¢ — CC . (f1, f2) — Z fl(g)pﬁ;lfg
geG

i noszacym miano splotu funkcji. Algebre te okreslamy mianem algebry grupowej nad
G. Dyskusje funktorialnosci tego przyporzadkowania, jak rowniez szczegdtowy opis do-
datkowych wlasnosci tak okreslonego obiektu algebraicznego, mozna znalezé w notatkach
do wyktadu z Teorii Grup I Autora pt.,,Algebra grupowa, kategorycznie”.
Zbior R?® ze standardows struktura przestrzeni R-liniowej oraz iloczynem wektorowym
jest algebra nietaczna bez jednodci.
Z dowolnym zbiorem S mozna stowarzyszyé¢ R-algebre wolng na S, dana jako R-modut
wolny na stowniku na S, czyli na zbiorze skoriczonych ciagoéw elementéow S, zwanych
stowami, z mnozeniem okreslonym jako konkatenacja stow.
Dowolna R-algebra 20 z mnozeniem myg okresla algebre przemienna o no$niku 20 z mnoze-
niem

{'7'}mm =My +Mmg o Ty,
4
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okre$lanym mianem antykomutatora, jak rowniez algebre antyprzemienng o nosniku 2A
Z mnozeniem
['7 ]’mg; =My — Mg 0 TY 9

okreslanym mianem komutatora.

(10) Jadro homomorfizmu algebr jest podalgebra jego dziedziny, obraz zas — podalgebra jego
przeciwdziedziny.

(11) Przeciecie wszystkich podalgebr algebry 21 zawierajacych podzbior S c 2 zwany jest
podalgebra generowana przez S. Podzbior S nazywamy w tym kontekscie zbiorem
generujacym.

(12) Podalgebra S’ = Cy(S) algebry lacznej 2 zlozona z elementéw 2 komutujacych (czyli
przemiennych) ze wszystkimi elementami podzbioru S c 2,

Cy(5) := { a€d | Vs : [ 8]my =0q },

jest nazywana centralizatorem S (w ). Ilekro¢ S jest podalgebra, to S n Cy(S)
okreslamy mianem centrum S. W szczegolnosci gdy S = 2, moéwimy o centrum algebry
A i piszemy Z(2A) = Cy ().

Obecnosé jednosci w algebrze pozwala ustali¢

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.i Przykl. (3), zaktadajac przy tym, ze R-algebra 2A
ma jednosé 1g € A. Odwzorowanie

Rt R—2A : r—rply

jest homomorfizmem R-algebr.

Dowdd: Oczywisty. O

Uwaga 1. Monomorfizm, o ktérym mowa w Stw.[I} pozwala utozsamié pierscieii bazowy R z
podalgebra przemienna jr(R) c Z(2) (w notacji Przykl. (11)), co tez bedziemy czynié¢ w dalszej
czesci wykladu.

Elementarne przejécie od algebry nieunitalnej do algebry unitalnej opisuje

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj 2 bedzie R-algebra bez jednosci. Na
sumie prostej R-modultéow A @ R istnieje kanoniczna struktura R-algebry unitalnej z mnozeniem

masr : (ASR)? —AeR

((a,r), (b, s)) — (mm(a,b) +o 7T Doy b+o Sy a, TR s)
i jednoscia

lagr = (0,1R).

Dowdd: Oczywisty. O

Nakresliwszy kontekst naszych dalszych rozwazar, mozemy obecnie przystapi¢ do omoéwienia
w tymze kontekscie podstawowych konstrukeji algebraicznych napotkanych w dyskusji modutow
nad pierscieniem (lub ogodlniej: w kategorii przemiennej) takich jak iloraz algebraiczny, produkt i
suma prosta oraz iloczyn tensorowy. Zaczniemy od koniecznej rafinacji pojecia podalgebry.

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def.[I i niechaj J c 2 bedzie podalgebra R-algebry 2A. Powiemy,
ze J jest idealem lewostronnym, jesli spelnia warunek
AJcT,
5
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jezeli za$ spelniony jest warunek
JACcT,

to mowimy o ideale prawostronnym. Ideal, ktéry jest zarazem lewo- i prawostronny, nazywamy
idealem obustronnym. Ideal minimalny (lewostronny, prawostronny lub obustronny)
to taki, ktory nie zawiera niezerowych podidealéw wlasciwych (tego samego typu).

Algebra prosta to taka, ktora nie zawiera idealéw obustronnych innych niz {0y} oraz 2 i w
ktorej mnozenie jest nietrywialne, 2.2 # {0g }.
Przyktady 2.

(1) Podzbior R(n) zlozony z macierzy, ktorych ostatni rzad tworza same Og, jest (nieobu-
stronnym w ogoélnosci) idealem prawostronnym w algebrze z Przykl. (1). Podobnie
podzbior zlozony z macierzy, ktorych ostatnia kolumne tworza same Og, jest (nieobu-
stronnym w ogolnosci) ideatem lewostronnym w tejze algebrze.

(2) Zbior funkeji przyjmujacych wartos¢ 0 w ustalonym (dowolnie) punkcie dziedziny jest
idealem (z koniecznosci obustronnym) w algebrze z PrzykL[l] (4). Idealem takim jest
takze

Cu(R;R):={ fe C(R;R) | 3pso Vjupr : f(z)=0}.

(3) Jadro homomorfizmu R-algebr jest idealem obustronnym dziedziny.

(4) Przeciecie wszystkich idealow lewostronnych (wzgl. prawostronnych, wzgl. obustronnych)
zawierajacych podzbior S c 2 algebry 2 nad pierécieniem R jest ideatem lewostronnym
(wzgl. prawostronnym, wzgl. obustronnym), zwanym idealem generowanym przez S,

Js=(S)e= [ J.
JoS
JcA ideal
Waznej egzemplifikacji pojecia algebry prostej dostarcza
Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Algebra endomorfizméw Endg (V) dowol-

nej skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad cialem K jest K-algebra prosta. W
szczegblnosci jest nia algebra macierzowa

K(n) = Endg(K*"), neN~x{0}.

Algebrami prostymi nad cialem R sg takze pierscienie R(n) macierzy kwadratowych wymiaru n
o wspoétezynnikach z pierscienia R € {C,H}.

Dowdd: Zatozmy, ze T ¢ Endg (V) jest nietrywialnym idealem obustronnym i wybierzmy zen
dowolny element o € J\ {0}, a wtedy istnieje vy € V' o wlasnosci xo(vg) # Oy, ktory ustalamy.
Wzigwszy dowolng baze &£ := {e;}, 7, N =dimg V' w przestrzeni V, definiujemy endomorfizmy
{Xi}tirw © Endk (V) bedace (jedynymi) K-liniowymi rozszerzeniami przyporzadkowan

xi(ej) = 55(;- > g,

a nastepnie — dowolne endomorfizmy {v;}, ;5 ¢ Endg (V') spelniajace warunki

;0 XO(UO) =€,

co wobec niezerowosci xo(vo) zawsze jest mozliwe (wystarczy uzupeié uktad liniowo niezalezny
{x0(v9)} do bazy V, po czym jej elementom réznym od xo(vg) przyporzadkowaé wektory bazy
ej, j # i 1 ostatecznie dokonaé¢ K-liniowego rozszerzenia tak okreslonego przyporzadkowania).
Rozwazmy nastepnie dowolne odwzorowanie x € Endg (V') o macierzy (xi;); .. Wzgledem bazy
&, w ktorej obliczamy ,

i,j€
x(e:) = Xij>ej=xij > ¥; 0 xo(vo) = xkj > 1 0 Xo(d); > vo)

Xkj > ¥ 0 xo0 0 xk(e),
6
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co pozwala zapisaé
(7) X = Xkj > ¥j© X0 © Xk -
Jednakowoz zachodzi

o xoo Xk € Endg (V) oJoEndg(V)c7T,

przeto x € J, czyli Endg (V') c J, a poniewaz takze J c Endg(V'), zatem ostatecznie J = Endg (V).

W przypadku R-algebr R(n), R € {C,H} dowod opiera sie na rozumowaniu identycznym z
powyzszym, ktore prowadzimy w odniesieniu do lewego C-modultu C*™ wzgl. prawego H-modutu
H*" ze standardowym dziataniem (wspolrzedna po wspohrzednej). W szczegolnosci odwzorowania

H(n) > (Xij)i jerm * H™ O (@)iam — (Xij B @) ietm

sa jawnie H-liniowe wzgledem tak okreslonego (prawego) dzialania i jest H(n) = Endyg(H*").
Omoéwione rozumowanie doprowadza nas ostatecznie do rownosci , ktora wyraza x jako kombi-
nacje K-liniowa elementéw ideatu J. Kazdy z jej wspotczynnikéw x;; jest rzeczywistqg kombinacja
liniowa liczb (1,0),(0,1) € C wzgl. liczb (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) € H, ktore dzia-
taja (punktowo) na endomorfizmy ; przeksztalcajac je w inne elementy tej samej (R-)algebry
K(n) (mozna o nich mysle¢ jako o endomorfizmach skalarnych A\ > 1,, gdzie A € R jest jedna z
wyroznionych liczb o normie jednostkowej). Koniec konicow mamy zatem do czynienia z rzeczy-
wistg kombinacja liniowa elementow ideatu, czyli z elementem ideatu R-algebry. O

O praktycznym znaczeniu pojecia idealu przekonuje

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj J c 2 bedzie idealem obustronnym
R-algebry 2. Istnieje kanoniczna struktura R-algebry na module ilorazowym 2(/J indukowana z
2, z mnozeniem

meyy ¢ A/IxAT— AT+ (a+u T, b+a T) —> my(a,b) +2 J.
Struktura ta nosi miano algebry ilorazowej. Rzut kanoniczny
TrQl/j 2 A > Ql/j

jest epimorfizmem R-algebr, o jadrze J. Istnieje zatem wzajem jednoznaczna odpowiedniosé
miedzy jadrami homomorfizméw R-algebr i ideatlami obustronnymi.

Dowdd: Oczywisty. O

Scharakteryzujemy nastepnie podstawowe operacje na rodzinach algebr, poczynajac od

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj 2. € Ob Alg% dla R € Ob AbRing.

Istnieje kanoniczna struktura R-algebry na R-module 2™ := [ ea 2y zadawana przez odwzorowanie
megn : A" xAT— A" : (a.,b)— a.b.,

gdzie

a.b. : A — U Ql)\ : )\l—>mg(/\(a)\7b,\)69l)\
AeA

oraz kanoniczna struktura R-algebry na R-module 2A® := @y, Ay zadawana przez odwzorowanie
mge = Mo fgewge © A® x AT — A®.
Pierwsza z tych struktur okres§lamy mianem produktu algebr z rodziny 2., a druga — mianem

sumy prostej algebr z rodziny 2. Ilekro¢ elementy 2. sa taczne (wzgl. przemienne, wzgl.
unitalne), takze 2" > 2A® maja te wlasnosc.

Dowdd: Trywialny. O
Obecnosé mnozenia w algebrze pozwala na podniesienie wnioskow ze stwierdzenia — omawianego na

pierwszorocznym wyktadzie algebry liniowej — dotyczacego odpowiednio$ci pomiedzy rozkltadami
7
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moduléw nad pierécieniem na sumy proste ich podmodutéw a zupetlnymi rodzinami rzutéw kom-
plementarnych na tychze modutach do kategorii algebr poprzez naturalng specjalizacje definicji
operatora rzutu, ktora precyzuje

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def.[T] zakladajac przy tym, ze A jest R-algebra laczna, oraz
Przyk}. (11). Idempotent to taki jej element P €2, ktory spelnia relacje

P?=P.
Wyznacza on podalgebre
Ap = PAP,

zwang algebra P-zredukowang. Ilekroé¢ dimg 2p =1, idempotent P okres§lamy mianem mini-
malnego. Idempotent centralny to taki, ktory nalezy do centrum algebry Z(21).
Unipotent to taki element ) €2l lacznej algebry unitalnej 2, ktéry spelnia relacje

0% =1y.
Nazywamy go centralnym, jesli nalezy do centrum algebry Z(21).
Ta pozwala wyslowi¢ pozadane

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def.[3] oraz PrzykL.[l] (11). Dowolny idempotent centralny
P e Z(2) wyznacza rozklad R-algebry 2| na sume prosta podalgebr

A=Ap @ Qvlp s
w ktorej dopelienie proste
Ap:={a-PaP | acA}=z={a-Pa | aed}

algebry P-zredukowanej Ap jest algebrg (1g — P)-zredukowana. W szczegblnosci kazdy unipotent
centralny 2 € Z(2) w algebrze unitalnej 20 nad pierscieniem R, w ktorym 2g := 1g + 1g jest
elementem odwracalnym, wyznacza rozklad 2l na sume prosta podalgebr

A=A, &A_,
ktorej sktadniki
Ay = PEA,
zapisane w terminach idempotentéw centralnych
Py =27 > (19 +Q), Py =27 (1g-Q) =1y - P3,
sa tozsame — odpowiednio — z algebrami zredukowanymi

Ay = Aps = A ps .

Dowdd: Idempotent centralny P wyznacza endomorfizm R-algebry
mp : Ap O a— P.a.P=Pa=a.P,

ktory jest rzutem definiujacym zupeina rodzine rzutéw komplementarnych {mp, idy —7p} (be-
dacych takze endomorfizmami R-algebry), stosuje sie tu zatem bezposrednio wspomniane wyzej
stwierdzenie. (]

Mozemy takze prosto opisa¢ szczeg6olng nature idealéw minimalnych w algebrach prostych, z ktorej
przyjdzie nam korzystaé¢ niebawem.

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def.[2]i niechaj J c 2 bedzie minimalnym idealem lewostron-
nym (wzgl. prawostronnym) w lacznej algebrze 2. Jesli 3.7 # {0g}, to istnieje idempotent P € J
o wlasnosci J=2A.P (wzgl. J=P2A).

8
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Dowdd: Rozwazymy przypadek ideatu lewostronnego. Przypadek idealu prawostronnego rozpa-
truje sie w pelni analogicznie. Skoro 3.7 # {0y}, to istnieje a € J o wlasnosci J.a + {0y}, a
poniewaz J.a c J jako ideal lewostronny algebry 2, przeto koniecznie J.a =J wobec minimalnosci
J. To jednak pociaga za sobg istnienie wyrdznionego wektora P € J o wiltasnosci P.a = a, przy
czym P # 0g, gdyz a # Oy. Ponadto (P?- P).a =0g, zatem P2-Pe{bed | ba=0y}=L,
ale £, jest idealem lewostronnym zawartym w J i spelniajacym warunek £, #J (wszak P €7,
gdy tymczasem P.a = a # Oy), czyli £, = {0y}, to jednak oznacza, ze P? = P. Wreszcie tez
poniewaz 2A.P cJ jako ideal lewostronny, a przy tym 2A.P # {0y} (wszak 2A.P > P.P = P # Oy),
zatem koniecznie 2A.P =7 U

W nastepnej kolejnosci indukujemy strukture algebry na iloczynie tensorowym algebr.

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj 2, € ObAlgy, « € {1,2} dla R«
Ob AbRing. Istnieje kanoniczna struktura R-algebry na R-module 2; ®g > zadawana przez
odwzorowanie

Mme = (Ma, ® M, ) o tay 0, ¢ (A1 OrA2) Or (A1 @A) — A1 Qr As,

w ktorym ¢ jest superpozycja kanonicznych izomorfizméw R-moduléw opisanych w Tw. 3.3 1 3.4,

AAp Ay, ®R(A1®RA)

vy, - (A1 @A) ®r (A @ As) A @p (A ®p (A1 @ As))

ida; ®020y @ g (10 A2)

A @p (A @A) @5 As)

ida ®@aay,20p, 205

A ®p (A O (A2 O As))

-1
o Ao 2 s
LR LR (911 ®R 2[1) ®Rr (912 ®R 2[2) .
Struktura ta nosi miano standardowego iloczynu tensorowego R-algebr. Ilekro¢ obie ten-
sorowane R-algebry sa taczne wzgl. przemienne, wzgl. unitalne, ich standardowy iloczyn tensorowy
takze ma te ceche.

Dowod: Wystarczy zauwazyé, ze obrazem pary aj; ®p ag2,b; ®r by €A1 ®p Ao wzgledem mg jest

me((a1 ® a2) ®r (b1 ®R b2)) = ma, (a1 ®p az) ® g ma, (by @ ba) .
(8)
Wszelkie pozadane wlasnosci tak zdefiniowanego mnozenia sg natychmiastowymi konsekwencjami
odnosnych wlasnosci myg, a€{1,2}. O

Jako corollarium powyzszego stwierdzenia otrzymujemy

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj 2;,%d2,B1,B2 € Ob Algy, a nadto
niech x, € Homaig, (Ua,Ba), « € {1,2}. Odwzorowanie x1 ® x2 jest homomorfizmem R-algebr.

Dowdd: Wprost z konstrukeji x1 ® x2 jest homomorfizmem R-moduléw. Jego dystrybutywnoscé
wzgledem mnozenia mg jest prosta konsekwencja Rown. . O

2. ALGEBRA TENSOROWA MODULU

Abstrakcyjne pojecie algebr zilustrujemy na przyktadzie podstawowej konstrukeji algebraicznej
przerzucajacej naturalny pomost logiczny miedzy kategoria moduléw nad pierscieniem (przemien-
nym) i algebr nad tym samym pierécieniem. Konstrukcja ta lezy u podstaw konstrukeji (pocho-
dzacej od V.A. Focka) przestrzeni stanow kwantowych ukladu o dowolnej liczbie identycznych
obiektow elementarnych (np. czastek) z przestrzeni stanéw kwantowych pojedynczego obiektu,

9
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stanowi punkt wyjscia do modelowania tak istotnych fizykalnie struktur jak algebry tensoréow
symetrycznych i skosnie symetrycznych (istotne w geometrii rézniczkowej, wiec takze w teorii
wzglednosci), uniwersalne algebry obwiednie (odgrywajace wazna role w zaawansowanej teorii
grup i algebr Liego oraz grup kwantowych, zatem takze w opisie symetrii uktadow fizykalnych),
czy wreszcie. . . algebry Clifforda.

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj R € Ob AbRing oraz G € ObModp.
Algebra tensorowa R-modulu G to R-algebra utworzona przez R-modul

QrG=Ro@ G*""= P a¢**", G*""=GerGor-orG,
n=1 NeN

n razy
bedacy sumga prosta poteg tensorowych modutu G®*", wyposazony w mnozenie
m : ®RG®R®RG—> ®RG,

ktore w ograniczeniu do (przeciwobrazu) iloczynéw tensorowych poszczegolnych poteg tensorowych
G (wzgledem kanonicznych izomorfizmoéow z Tw. 3-4-5.7),

. G®RN1 ®r G®RN2 N G®R (N1+N2)

C®RGa

jest okreslone przez kanoniczne izomorfizmy stanowiace naturalne uogoélnienie tych z Tw. 3-4-5.6 i
Stw. 3-4-5.8, przyjmujace na tensorach prostych postaé

VN NoeN @ TNy N, EMlGerNig,gor N2

mo.N, (7 @k (91 ®r g2 ®r - ®rYN,)) = (r>g1) ®rG2®R Y3 @R ORIN, »

le,o((gl ®R G2 ®R " ®RYJN,) ®R 7") = (r>g1)®r92®R g3 ®R " RGN,

oraz

My ns ((91 ®R 92 @R ®R gn, ) ®R (h1 ®R ho ®R + ®R hiny))

= g1®RG2®R " ®RIN, ®rh1 ®rha ®R - ®R hp, .
Jak tatwo widacé

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis Def.[d] Algebra tensorowa ®pG jest laczna R-algebra
unitalng, przy czym jednoscia jest w niej element

1®RG:1REG®ROC®RG.

Dowdd: Wynika wprost z definicji. O

W s$wietle dyskusji otwierajacej Rozdz. 3-4-5.2 kojaco na swiadomo$é dziala ponizsze

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. Para (®rG,jc), w ktorej jg: G » Qr G jest kano-
nicznym wlozeniem sktadnika prostego G' = G®# 1, jest struktura inicjalng dla warunku tautologicz-
nego PG;idModR,Fz =1 na ObuAssAlgy x Mor Modpg, w ktorego zapisie F» : uAlgp, — Modpr
jest funktorem zapominania.

Dowdd: Mamy pokazaé, ze dla dowolnej R-algebry unitalnej 2l o niepustej klasie Hompg(G,21) 3 ¢
istnieje doktadnie jeden homomorfizm & € Homyassalg, (®r G,2) o wlasnoici wyrazanej przez
diagram przemienny (w Modpg)
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Zauwazmy najsampierw, ze rzeczone odwzorowanie — o ile istnieje — jest jedyne. Istotnie, na mocy
definicji mnozenia w @ G dowolny tensor prosty mozna zapisa¢ w postaci (zastepujac symbol
mnozenia w algebrze tensorowej symbolem - i korzystajac z jego tacznosci)

G®"" 391 ®R 92 O ®R gn = Jc(91) " 16(92) 3G (9n) »
wiec @ jako homomorfizm R-algebr ewaluuje sie na nim nastepujaco:

(16 (1) - 36(g2) - 36(gn))

P(91 ®r g2 ®R " ®R gn)

= Poja(gr) aPoia(ge) o a@oia(gn)

(1) 2 p(g2) 221 (gn)

tj. w sposob jednoznacznie okreslony przez ¢, a nadto dla dowolnego r € R = G®r? zachodzi —
wobec R-liniowosci i unitalnosci @ —

P(r)=@(ropr1g) =r oo @(1r) =7 o Lo,

tj. znowu w sposob jednoznacznie okreslony, poniewaz zag Qg G jest rozpiety nad R na tensorach
prostych i 1g, przeto @ jest jednoznacznie zdeterminowany przez swe wlasnosci. Pozostaje go
skonstruowac.

W tym celu skorzystamy z uniwersalnosci ® g — oto wiec kazde z odwzorowan (indeksowanych
przez liczby n e N\ {0})

ot G — A (91,02, ,90) — (1) w0 p(g2) a2 p(gn)
jest jawnie wielo-$rod-R-liniowe, a zatem odpowiada mu (jedyne) odwzorowanie R-liniowe
Pn + G®R" — U
o wlasnosci
Vg1,g2,neG ¢+ Pn(91 ®R G2 ®R  ®R gn) = Pn(9g1,92,---,9n) -
Uzupeiwszy rodzing odwzorowan {@, }nen.(o} © element
o : GPRO=R— A : r—ry ly,
otrzymujemy pozadane odwzorowanie (R-liniowe wprost z definicji)

Q= @ PN ®RG—>Q[,

NeN

o czym przekonuja proste obserwacje:
Pojc=o1=9, P(lenc) =P(1r) = Po(1r) = 1x
oraz — dla dowolnych nji,ne e NN {0} 1 g1,92,-.-,9n,,h1,h2, ..., hp, €G —

(91 ®R 92 ®R - ®R gn,) - (M1 ®R h2 ®R -+ ®R hin,))

5(91 ®R G2 OR* OR Gn, OR hi1®prho ®g - ®R hn2)

= @n1+n2(gl,g2v~"agnlvh17h27"‘7hn2)

@n1(917927"'7gn1)'m ()Onz(h17h2;~-'ahn2)

= P(91®r92®R " ®RYGn,) u P(h1 ®rRha ®R  ®R Niny) -

Niniejsza elementarng dyskusje algebry tensorowej modultu najzgrabniej uzupetnia i podsumowuje
11
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Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[d] Przyporzadkowanie
ObModr — ObuAssAlg, : G— QQrG
rozszerza sie kanonicznie do pelnego funktora kowariantnego

X : Modr — uAssAlg.
R

Dowdd: Wrystarczy zauwazy¢, ze dla G1,G2 € ObModg dowolny x € Hompg(G1,G3) okresla
odwzorowanie R-liniowe

Jja,ox : Gi — QrG2,

ktore jednoznacznie rozszerza si¢ do homomorfizmu algebr
@ X QrG1— QrGo
o wlasnosci
& x°J6, =jc. o X,
R

ktora mozemy zapisa¢ w postaci diagramu przemiennego

®
®rG1 "X ®rGa
Gl G2

Przy tym na tensorach prostych

X x(91 ®r 92 ®r - ®Rr gn) = x(91) ®r X(92) ®r - OR X(gn) -
R

3. ALGEBRY Z GRADACJA

Przejdziemy nastepnie od oméwienia algebr z wyrdznionym rozkladem na sumy proste pod-
moduléw, uzgodnionym w naturalny sposéb z operacjami okreslonymi na algebrze. Oto wiec
mamy

Definicja 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj R € Ob AbRing oraz 20 € ObAlgy.
Niech tez (A,+a,® — 0a) bedzie monoidem przemiennym. A-gradacja na 2 to rozktad 2A
na sume prosta podmodutéow (nad R)
A= As
deA

o wlasnosci

9) Vi 60ea + ma(Us,, As,) € Asy 1 a0, -

Algebra (nad R) z A-gradacja to taka, na ktorej jest okreslona A-gradacja. Element § € A
okreslamy mianem A-stopnia podmodulu 25, uzywajac oznaczenia

Qlé = deg_l({é}) )
elementy za$ podmodutu 2s nazywamy elementami jednorodnymi stopnia §. W szczegol-
nodci element Og jest jednorodny dowolnego stopnia.
Podalgebra A-gradowana algebry z A-gradacja 2 to taka jej podalgebra B c 2, ktora jest
podmodulem z A-gradacja, tj. ma postaé

%2@%5, %52%02[5.
deA
12
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W szczegolnosci ideal A-gradowany to podalgebra A-gradowana J = @sca Js5 ¢ A 0 wlasnosci
(zapisanej dla dowolnych A, 6 € A)

o my(An,Ts) € Trins (lewostronny), wzgl.
e my(Js,An) € Tnins (Prawostronny), wzgl.
e obu powyzszych (obustronny).

Homomorfizm stopnia D R-algebry z A-gradacja 2A!) w R-algebre z A-gradacja A to
odwzorowanie y € Homag, (AM AR o whasnosci

Vsea X (A cul? .

Homomorfizm algebr z A-gradacja (albo inaczej A-gradowany) to dowolny ich homomorfizm
stopnia Oa.
Algebry nad R z A-gradacja (wraz z odnosnymi homomorfizmami stopnia 0 ) tworza kategorie,
A— grad
ktora bedziemy oznacza¢ symbolem Algp,
Uwaga 2. Powodd, dla ktorego na homomorfizmy algebr z A-gradacja naktadamy dodatkowy
warunek D =04, ilustruje prosty argument: oto z jednej strony

X o magen (A, ALY € (@2l oy Al

d1+A02 d1+Ad2+A D
a z drugiej
2
Xomma)(mgl),m(l)) = My (X(Q[( )) X(Ql( ))) c mm@)(%lmD,Q{gziAD)
(2)
c m61+A62+AD+AD

Przyklady 3.

(1) Pierscien wielomianéw o wspolczynnikach z ciala K niesie naturalng strukture algebry
(przemiennej, unitalnej) nad K o N-gradacji zadawanej przez stopienn wielomianu (wielo-
mian zerowy jest w tym ujeciu elementem kazdego stopnia), przy czym sktadows jed-
norodng stopnia n tworzg jednomiany stopnia n (w tym wielomian zerowy). Operator
calkowania fotK (zdefiniowany w oczywisty sposob) jest endomorfizmem stopnia 1.

(2) Zastepujac cialo R cialem C (w roli dziedziny i przeciwdziedziny funkeji) i kladac S =
C w Przykl.[l] otrzymujemy unitalna C-algebre przemienng C(C;C). Wybér dowolnego
elementu w, € V1~ {1} (dla dowolnego n € N\ {0,1}) okresla na C(C;C) Z/nZ-
gradacje, wzgledem ktorej elementami jednorodnymi stopnia [k], sa funkcje fr spel-
niajace warunek

Vi fk(wn Z) wn fk( )
Dowolna funkcja f e C(C;C) ma (jednoznaczny) rozktad

n-1 n-1

f=2 fe, fi s CO 2 1 3wt flwy2).
k=0 =0

W szczegdlnosci dla n = 2 otrzymujemy w ten sposob rozktad C(C;C) na sume prosta
podmoduléw zlozonych z funkeji parzystych i nieparzystych, odpowiednio.
Jesli funkcje ciagte zastapi¢ gtadkimi, to operator rézniczkowania zyskuje interpretacje
endomorfizmu stopnia [n —1],.
(3) Algebra tensorowa modulu G nad pierscieniem przemiennym R jest R-algebra z N-
gradacja okreslona wprost przez definicje tejze algebry,

deg tgern =mn, neN.
Elementy sktadowej jednorodnej G®& ¥ okreslamy mianem tensoréw stopnia n.

Jako proste konsekwencje powyzszej definicji otrzymujemy
13
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Stwierdzenie 11. Przyjmijmy zapis Def.[f] przy czym zalozymy, ze wszystkie elementy monoidu
A sa upraszczalne, tj.

Vsea Voromea @ (0+a61=0+a02 = 061=05).

W unitalnej R-algebrze 2 z A-gradacja
(i) deg(1la) =0a;
(i) jesli A jest taczn, to odwrotnogé a=t dowolnego elementu a € A5 (wzgl. my), o ile istnieje,
ma stopieri deg(a™!) = -6, gdzie —J jest elementem monoidu spetniajacym rownosé —6+a
0 =0a,

Dowdd:
Ad (i) Niechaj 1g = Y 5ca €5 bedzie rozkladem jednosci na elementy jednorodne. Wowczas dla
dowolnego elementu jednorodnego a € 2l otrzymujemy tozsamosé

a=a-9ly=), a=ges,
deA

ktora wobec jednoznacznosci rozktadu na elementy jednorodne i Rown. @D implikuje réwnosé
a=a-g e, -
Ta, bedac spelniona dla dowolnego elementu jednorodnego, jest z racji R-liniowosci mnoze-

nia spelniana przez wszystkie elementy algebry, a zatem w szczegdlnosci przez jedno$é, co
wobec neutralnosci tej ostatniej daje pozadang rownosé
191 = 1g( ‘A €0a = €0 EQ[OA .
Ad (ii) Niechaj a™! = ¥,.a ay bedzie rozkladem na elementy jednorodne, a wtedy na mocy
poprzednio udowodnionego podpunktu i jednoznacznosci rozktadu oraz Réwn. @[)
1

Ao 21y =a-ga " = Z Qg Oy = Qg 0_g,
AeA

a stad juz

at=al gly=at g (agacs)= (a7 ga) e ass =g g s = s €Als.

O

Tlekroé¢ monoid A zadajacy gradacje algebry zawiera elementy, ktore nie sa upraszczalne, teza
Stw.[I1] nie musi by¢ spelniona. Naturalno$¢ wymienionych w niej warunkow sktania do uzu-
pelnienia Def.[5 o

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def. Algebra unitalna (nad R) z A-gradacja to algebra
unitalna 2[, na ktorej jest okreslona A-gradacja o wlasnosci deg(1g) = 0. Algebry unitalne nad
R z A-gradacja (i odnosnymi homomorfizmami stopnia 0a) tworza kategorie, ktora bedziemy
oznaczaé¢ symbolem uAlgé_gmd.

Odnotujmy jeszcze, ze konstrukcja ilorazowa przenosi si¢ do kategorii z gradacja w naturalny
Sposob.

Stwierdzenie 12. Przyjmijmy zapis Stw.[d] oraz Def.[5] i niechaj J ¢ 2 bedzie obustronnym
ideatem A-gradowanym R-algebry z A-gradacja 2[. Algebra ilorazowa 2A/J dziedziczy z 2 kano-
niczng A-gradacje, wzgledem ktorej rzut kanoniczny

7TQ[/3 : A > Q[/j
jest homomorfizmem algebr z A-gradacja.

Dowdd: Trywialny. O

Mamy tez, nie mniej oczywiste,

14
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Twierdzenie 3 (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie (dla algebr z gradacja)). Przyjmijmy zapis
dotychczasowy i niechaj 2(;,%s € Ob Algﬁ_grad oraz X € Hom y; a-graa (2A1,2As). Wowcezas Kerx c
2, jest obustronnym ideatem A-gradowanym, natomiast Imy c Qll?z jest podalgebra A-gradowana.
Kanoniczny izomorfizm R-modutow

A/Ker x =5 Imy

jest izomorfizmem algebr z A-gradacja.

Dowdd: Oczywisty. O

Na zakoriczenie czedci poswieconej algebrom z gradacja uzgodnimy konstrukcje iloczynu ten-
sorowego z gradacja (tensorowanych algebr). Przy tym, miast rozpatrywaé ogolna teorie iloczynu
na module tensorowym (uwzgledniajaca struktury odmienne od tej wskazanej w Stw.7 wylozong
w Ref. [Bou07], skupimy sie na dwoch szczegolnych przypadkach, ktore napotkamy w dalszej czesci
kursu poswieconej algebrom Clifforda. W pierwszej kolejnosci wystowimy oczekiwane

Stwierdzenie 13. Przyjmijmy zapis Stw.oraz Def.i niechaj A ¢ Ob Algé_grad, Ae{l,2}.
Standardowy iloczyn tensorowy R-algebr A" @p A) niesie naturalng strukture R-algebry z
A-gradacjg okreslang przez kanoniczny izomorfizm R-algebr

e aWera® S @ @ (A er2l),
SeA 81,00€A
(51+A62=6

patrz: Tw.3-4.7, tj. sktadowa jednorodna A-stopnia & jest przeciwobrazem wzgledem tegoz
izomorfizmu sktadnika prostego o indeksie 9,

(a0 en ), = @ () ona?))
5?1#2252%5

Tak okreslona A-gradacja nosi miano A-gradacji totalnej.

Dowdd: Oczywisty. O
W szezegolnym przypadku A e {Z,Z/27Z} istnieje istotna alternatywa dla standardowej struk-
tury algebry na iloczynie tensorowym algebr z A-gradacjg. Opisuje ja

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Stw. oraz Def.i niechaj AM AR ¢ ObAlgﬁ_grad dla A e
{Z,Z]2Z} (ze standardowg struktura pierscienia). Skosny iloczyn tensorowy R-algebr z
A-gradacja (zwany takze super-iloczynem tensorowy R-algebr z A-gradacja) to iloczyn
tensorowy odno$nych R-moduléw wyposazony w mnozenie

mg =" (Q[(l) ®r Q[(2)) ®Rr (Q[(l) ®Rr Q[(2)) N m(l) ®Rr Q[(z) ,

ktore na jednorodnych sktadowych w A @z AP bedacych przeciwobrazami (sum) R-modulow
Ql((;i) ®Rr Ql((sz) wzgledem izomorfizmu @ ze Stw. przyjmuje postac

mg! = (1) mg |

LA e RA) ) (A 9 RAT) : LA e RAD ) (A @ RAT) ¢

Tak okreslong R-algebre (z A-gradacja) o nosniku AM @ AP oznaczamy symbolem
ADGpA?)

Jak tatwo widaé,

Stwierdzenie 14. Przyjmijmy zapis Def.[7] Ilekro¢ obie tensorowane R-algebry sa laczne wzgl.
unitalne (w rozumieniu Def.@, ich skosny iloczyn tensorowy takze ma te ceche.
15



Idealty (MAWF ’25/26 1.V & 1.VI [rrS])

Dowdd: O stusznosci tezy przekonuje nas prosty rachunek, wykonany dla dowolnych (aq,bq) €
Q[l)\a Xmgua, « € {1,2,3},

m@;(m@((al ®rb1) ®r (a2 ®r bz)) ®r (a3 ®p bg)) - (_1)/11'A)\2+A(/»"1+A#2)'A)\3

ma, (may, (a1 ® a2) ®r az) ® g may, (Mar, (b1 ® b2) ®R b3) ,

m@((th ®rb1) ®p m@((ag ®rbo) ®r (a3 ®r bg))) - (_Duz-A)\smm-A()\zmAs)

Mg (a1 ®r ma, (a2 ®r as)) ® may, (b1 @ may, (b2 ®r b)) ,
w ktorym
(_1)#1'A/\2+A(H1+AH2)‘A/\3 _ (_l)ﬂz‘A/\:ﬁAm'A()\2+A)\3) ,

oraz teza (1) Stw. ktora gwarantuje neutralnosé lg, ® g 1y, € (211@3 R%) o, W przypadku algebr
unitalnych. O
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Idealy (MAWF 25/26 1.V & 1.VI [11S])

Z ADANIA DOMOWE

Zadanie domowe 1. Przypomnij lub wyprowadz-i-udowodnij stwierdzenie dotyczace odpowied-
niosci pomiedzy rozkladami moduléw nad pierscieniem na sumy proste ich podmoduléw a zu-
pelnymi rodzinami rzutéw komplementarnych na tychze modutach.

Zadanie domowe 2. Niechaj 2 € Ob Algy, R < Ob AbRing. Odwzorowanie
a WP A (2,y,2) — (z.y).2-2.(y.2),

okreslane mianem asocjatora, jest miarg nie-tacznosci 2. Udowodnij, ze w dowolnej algebrze 2
i dla dowolnych z,y, z,t € 2 zachodzi tozsamosé

t.a(z,y,z) +a(t,z,y).z = a(t.z,y, 2) + a(t,z.y,2) + a(t, z,y.2),
i wywiedz z niej nastepujace stwierdzenie:
Yareob Alg, ( a(Q{X?’) cimjp = a=0 )
Zadanie domowe 3. Wykaz, ze przyporzadkowanie
1—(§9), i— (5%, = (%) k—(%5)
rozszerza sie do izomorfizmu R-algebry H na pewna podalgebre R-algebry C(2).

Zadanie domowe 4. Niechaj 2 € ObuAlgy, R € ObAbRing i niech J; c A, ke 1,N, N ¢
N~ {0,1} beda ideatlami o wlasnosci J; + J; = 2 dla kazdej pary (i,j) nietozsamych indeksow.
Wykaz, ze odwzorowanie

=

N
X A () T — A/Ty x ATy x - x ATy : a+
k=1 k

Sk'—>(a+31,a+32,...,a+3]v)

I
=

jest izomorfizmem R-algebr.
Wskazowka: Udowodnij pomocniczo, ze dla dowolnego k€ 1, N zachodzi Jj + ﬂleﬁ\{k} J =2

Zadanie domowe 5. Wyznacz wszystkie klasy izomorfizmu dwuwymiarowych przemiennych K-
algebr

(i) z jedynka;

(ii) z jedynka lub bez
dla K e {R,C}.
Zadanie domowe 6. Wyznacz wszystkie idealy dwuwymiarowej R-algebry unitalnej 20 o bazie
{1g,a}, w ktorej spelniony jest warunek

(i) a*=0g;

(i) a®=1g.
Zadanie domowe 7. Wyznacz wszystkie idealy lewostronne Z/2Z-algebry Z/27.(2).
Zadanie domowe 8. Niechaj K bedzie ciatem. Wykaz, ze podane ponizej podzbiory X,Y c K(2)
sg podmodutami K(2)-modutu K(2), a przy tym

K(2)/X z2Y,

gdzie

) X={G5) | ApeK}iY={(o) | AueK}

() X={(3) | ApeK}iV={(g) | ApecK})
Zadanie domowe 9. Niechaj K bedzie cialem. Wyznacz wszystkie idempotenty i wszystkie

ideaty lewostronne w C(2).
Wskazowka: Wykorzystaj posta¢ Jordana macierzy idempotentne;j.

Zadanie domowe 10. Cgzy istnieje izomorfizm 20 =B pomiedzy R-algebrami
(i) A=R[]/ (2 +t'+t°) 1 B=R,[]/(20t>-3pt' +3t");
(i) A=R,[]/(F+2>t"+t°) i B=R,[]/(t?-3>t' +2>10)?
17
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Zadanie domowe 11. Niechaj 2 € Ob Algy, R <€ Ob AbRing. Rézniczkowanie na algebrze
2 to jej dowolny R-liniowy endomorfizm § € Endg(2l) speliajacy tozsamosé Leibniza

Vabeu * 0(a.b) =0(a).b+a.d(b).
Rozwazmy G € ObModg i dowolny element ¢ € Endg(G). Wychodzac od odwzorowari
dg : G —s G®;L%

n
(91,92, ,9n) — Z g1 ®R G2 ®R ~ ®R §i-1 ®R ¢(gi) ®R Gis1- ®R Giv2 OR ®R gn »
i=1

okreslonych dla dowolnego n € N*, stowarzysz z ¢ rozniczkowanie 6[¢] R-algebry @ r G, a nastep-
nie pokaz, ze dla dowolnych r,s € R oraz ¢, € Endgr(G) spelia ono tozsamosci strukturalne:

Or>p+s>p]=r>dfp]+s>o[v]
Slpoyp—op]=dlpledy]-d[y]ed[e].

Zadanie domowe 12. Udowodnij, ze jadro i obraz dowolnego homomorfizmu algebr z gradacja
dziedzicza gradacje.

Zadanie domowe 13. Niechaj 2 bedzie algebra nad cialem K i niech J c 2 bedzie idealem,
przy czym zakladamy, ze 24 = K@ J. Wskaz naturalng gradacje na 2 wzgledem monoidu o dwéch
elementach.

Zadanie domowe 14. Udowodnij, ze super-iloczyn tensorowy algebr antyprzemiennych jest an-
typrzemienny.

18



	1. Algebry
	2. Algebra tensorowa modułu
	3. Algebry z gradacją
	Literatura
	Zadania domowe

