ENTER THE SPINOR,
CZYLI O MODULACH CLIFFORDA, SPINORACH CZYSTYCH I MOCACH NIECZYSTYCH
(MAWF °25/26 1.XVII I 1.XVIII [RRS])

Fi1c. 1. Adaptacja plakatu do filmu pt. ,Wejscie smoka” z 1973 r. z Lee Jun-
fanem (o pseudonimie aktorskim Bruce Lee Karate Miszcz) w roli gtownej.
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Wprowadzenie do ogdlnej teorii reprezentacji algebr, z naciskiem na specyfike algebr (pot)pro-
stych wynikajacym z ich pierwszoplanowej roli w klasyfikacji rzeczywistych i zespolonych algebr
Clifforda, stanowi punkt wyjscia do dyskusji obiektow algebro-geometryczych o ogromnym znacze-
niu w matematycznym modelowaniu materii oddzialujacej — spinoréw, ktérymi zajmiemy si¢ w
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ponizszej, ostatniej juz czesci algebraicznej sktadowej kursu. Geometryczny aspekt przedstawio-
nych tu konstrukcji otworzy przed nami droge ku dalszym rozwazaniom nad fizykalnie istotnymi
geometryzacjami konstrukeji algebraicznych poznanych dotychczas.

1. REPREZENTACJE SPINOROWE — PROSTY OBRAZEK MATEMATYCZNY

Proba zrozumienia struktury podniesienia izometrycznych automorfizméw przestrzeni kwadra-
towej do jej algebry Clifforda, zrealizowana na poprzednim wykladzie, doprowadzita nas do kon-
strukcji centralnego rozszerzenia grupy obrotéw zachowujacych orientacje przestrzeni kwadratowe;j
i tym samym przygotowala grunt pod wienczaca nasze dociekania algebraiczne (w obecnym kon-
tekscie)

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, przy czym niechaj ((V,Q),K) € {(R?4 R), (C™° C)},
iniech S € Ob Vectk. Reprezentacja spinorowa grupy Spin(V, Q) to ograniczenie (nietrywial-
nej) nieprzywiedlnej reprezentacji

p : Cliff(V,Q)° — Endg(S)
parzystej podalgebry algebry Clifforda Cliff (V, Q) do tejze grupy
(1) Spin(V, Q) e Cliff (V. Q)"

przy czym w przypadku ((V,Q),K) = (RP? R) i p rzeczywiste] moéwimy o rzeczywistej repre-
zentacji spinorowej grupy Sping(p,q), a w przypadku ((V,Q), K) = (C™° C) i p zespolonej
— o zespolonej reprezentacji spinorowej grupy Sping(n) = Spin(C™°).

Uwaga 1. Nalezy zwroci¢ uwage, ze reprezentacja spinorowa nie zstepuje do (czyli nie indukuje
reprezentacji) SO(V,Q), oto bowiem p(-€) = —idg.

W odwotaniu do wynikéw dotychczasowych naszych dociekan mozemy bez trudu dokonaé kom-
pletnej klasyfikacji wprowadzonych tu obiektow.

Twierdzenie 1 (Klasyfikacyjne dla reprezentacji spinorowych /R). Przyjmijmy zapis dotychcza-
sowy i niechaj

p : Cly , — Endz(S)
bedzie (nietrywialng rzeczywista) reprezentacja nieprzywiedlng. Reprezentacja spinorowa
prSpinR(p,q) : SpinR(pv q) - GL(Sv R)
przyjmuje — w zaleznosci od (p,q) € N*2 — nastepujaca postaé
e dla ¢ =p=+1+8k : nieprzywiedlna rzeczywista na S = RQHM, gdzie

I - D, gdy g=p+1 mod 8
"l p-1, gdy ¢g=p-1 mod8

(spinory Pauliego);

e dla ¢ =p=+3+8k : nieprzywiedlna kwaternionowa na S = HQH%, gdzie

. D, gdy ¢g=p+3 mod8
"1 p-3, gdy ¢g=p-3 mod8

(spinory Pauliego);

e dla ¢ =p=+2+8k : nieprzywiedlna zespolona na S = (CQHM, gdzie

. p, gdy g=p+2 mod38
"l p-1, gdy ¢g=p-2 mod8

(spinory Pauliego);
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o dla ¢ = p+8k : przywiedlna rzeczywista na S = S, ®S_ ((bi)spinory Diraca) rozktadalna
na dwie wzajem nieréwnowazne nieprzywiedlne rzeczywiste reprezentacje na S, = R2"""

(chiralne spinory Weyla);

e dla g = p+4+8k : przywiedlna rzeczywista na S = S, ®S_ ((bi)spinory Diraca) rozkladalna
na dwie wzajem nier6wnowazne nieprzywiedlne kwaternionowe reprezentacje na S, =
2" (chiralne spinory Weyla).
Przy tym w przypadku ¢ —p =3 mod 4 wynik powyzszej indukcji reprezentacji grupy Spin nie
zalezy od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji algebry potprostej Clﬂiq

Dowdd: Zwazywszy Roéwn. , kluczowa role w dowodzie odgrywaja izomorfizmy (zapisane dla
dowolnych p, k € Z, dla ktorych zapis ma sens)

Clp sk = Cly s 2 R(2774F) CLyY sk 2 O o g 2 R(2P7IHR)
Clppeaesk 2 Clyprarsy 2 H(2PHH) CLO ysp 2 CLy 4 sy 2 H(2P734R)
Clp p+2+8k = Clp pri+8k = (2p+4k) Clp p—2+8k = Clp p-3+8k = C(2~ 1+4k)
Cly prsi 2 Cly oy 2 R(27) @ R(274), Clppeassk 2 Clypugegy 2 H(2PR) @ H(2044F),

odczytane wprost z (dowodu) Tw. 11-12.5 po przywotaniu tezy Stw.11-12.3. Wobec powyzszego
pozostaje upewni¢ sie, ze ograniczenie nieprzywiedlnych reprezentacji odnosnych (prostych) algebr
macierzowych do zawartych w nich w sposéb wlasciwy grup Spin nie prowadzi do pojawienia
sie podprzestrzeni niezmienniczych wzgledem obrazu ograniczenia w grupie liniowej przestrzeni
reprezentacji w obrebie tychze przestrzeni, a ponadto — ze w przypadku, gdy odnosne parzyste
podalgebry Clifforda sa potproste, ich nieréwnowazne reprezentacje pozostajg nieréwnowaznymi
po ograniczeniu ich do grup Spin. Oba te fakty wynikaja jednak wprost z tego, ze Sping(p,q)
zawiera addytywna baze Clp ¢» @ okreslenie reprezentacji na takowej bazie w pelni charakteryzuje
te reprezentacje, oto bowiem réwnowaznosé¢ dwoch reprezentacji (ograniczonych) ewaluowanych
na bazie addytywnej implikowataby ich réwnowazno$é w ogoélnosci, a do tego niezmienniczosé
S wzgledem reprezentacji ograniczonej do podstruktury zawierajacej owa baze implikowataby
bezposrednio jej niezmienniczo$¢ wzgledem reprezentacji sprzed ograniczenia. Rozklady reprezen-
tacji nieprzywiedlnej algebry Clifforda na sume prosta wzajem nieréwnowaznych reprezentacji
spinorowych w przypadkach ¢—p=0 mod 4 jest bezposrednig konsekwencja Stw. 15-16.12, ktore
zarazem przynosi uzasadnienie uzycia okreslenia ,chiralny” w odniesieniu do spinoréw.

Na koniec zajmiemy sie niezaleznoscig wyniku opisanej indukcji reprezentacji grupy Sping (p, q)
od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji algebry potproste;j Cl;lf’q. Oznaczmy jako

i3 Cl;,p+3+8k = H(2p+4k), i Clz,p—lmk = R(2p+4k)
izomorfizmy (11-12.8), po czym zauwazmy, ze w Swietle Rown. (11-12.7) zachodzi tozsamosé
Clyo ={ 7+ Jrora(v2) | ~4€Cly ),

a poniewaz na mocy Stw.11-12.2 Jrp+a jest izomorfizmem miedzy algebra Cl;)q i Cl, ,, przeto
reprezentacje

— . + 2p+4k
Pdef © L3 © J]qu . Clp,p+3+8k —> EndR(H )
oraz
_ optik
Pdef © b7 © Jgpra + CL) o gp — Endg(R )

sa nieprzywiedlne (wszak ¢) o Jrr+a sg izomorfizmami R-algebr), a zatem — wobec prostoty Cl; q
— nieodzownie

Pdef © Ly, © Jrpra ~ paer 0 L, k€ {3,7},
3
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mimo wiec relacje py ¢ p-, orzeczona w Stw. 15-16.11 (i), w ograniczeniu do 0152 stwierdzamy

istnienie splataczy xs € EndR(H2p+4k) oraz 7 € EndR(RQNM) spelniajacych warunki

p— (Vs + Jrova (74)) = paet © Ly, © Jrwwa (V1) = Xk © paet © th (V) © X&' = Xk © pa (1 + Jrwea (72)) 0 X3
czyli

p-Teizs, ~ pelers, -

Twierdzenie 2 (Klasyfikacyjne dla reprezentacji spinorowych /C). Przyjmijmy zapis dotychcza-
sowy i niechaj

p : CIS — Endc(S)
bedzie (nietrywialng zespolona) reprezentacja nieprzywiedlng. Reprezentacja spinorowa
prSpinC(n) : Spln(C(n) - GL(S7 (C)
przyjmuje — w zaleznosci od n € N — nastepujaca postaé

n-1
e dla n€2N+1 : nieprzywiedlna zespolona na S =C? > (spinory Pauliego);

e dla n € 2N : przywiedlna zespolona na S = S, @ S_ ((bi)spinory Diraca) rozkladalna

n_q

na dwie wzajem nieréwnowazne nieprzywiedlne zespolone reprezentacje na S, = C2°
(chiralne spinory Weyla).
Przy tym w przypadku n € 2N + 1 wynik powyzszej indukcji reprezentacji grupy Spin nie zalezy
od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji algebry potproste;j CIS.

Dowdd: W pelni analogiczny do dowodu Tw.[I] O

Jest catkowicie jasnym, ze przedstawiona tu dyskusja reprezentacji spinorowych stanowi led-
wie wprowadzenie do teorii reprezentacji grupy Spin, przynoszacej — m.in. — odpowiedz na py-
tanie o kompletng klasyfikacje wszystkich nieréwnowaznych nieprzywiedlnych jej reprezentacji oraz
pierscienia tychze reprezentacji. Szczegdlowe studium struktury tego ostatniego, ktére z racji
fundamentalnej roli, jaka nieprzywiedlne reprezentacje grupy Spin odgrywaja w modelowaniu
pol fizycznych, powinno byé przedmiotem kazdego umotywowanego fizykalnie wyktadu z teorii
grup i algebr (Liego), pozwala wyr6zni¢ reprezentacje spinorowa jako jego elementarny generator.
Doskonalym zrodtem intuicji i podstawowych konstrukeji w tym zakresie jest monografia Cartana
[Car38al, [Car38b].

2. SPINORY CZYSTE I FLAGI ZEROWE — STUDIUM PRZYPADKOW

Konstrukcje algebraiczne napotykane w kategorii przestrzeni kwadratowych maja zazwyczaj
naturalng i czytelna interpretacje geometryczna, ktéra zasadza sie na intuicji dotyczacej po-
jeé ,dtuglosci wektora”, ,kata miedzy wektorami”, obrotu wektora” i ,odbicia wektora w hiper-
plaszczyznie”. Idac tym tropem, wiec — na obecnym czysto algebraicznym etapieﬂ naszych rozwazan
— nieco moze arbitralnie wyposazajac nosnik struktury przestrzeni kwadratowej w atrybut ,,geome-
trycznosci” (ktorego odmawiamy nosnikowi struktury reprezentacji odnosnej grupy Spin ), mozemy
zadaé¢ pytanie o geometryczny aspekt konstrukeji spinora, rozumianego jako wektor z przestrzeni
reprezentacji grupy Spin nakrywajacej grupe obrotéw przestrzeni kwadratowej. Pigknej w swej

Ipo przejsciu do geometryzacji struktur algebraicznych dostrzezemy zasadno$é takiego rozroznienia ontologicz-
nego, a to z tej racji, ze struktura przestrzeni kwadratowej bedzie pochodzi¢ ze zmetryzowanej wiazki stycznej
nad rozmaitoscia, gdy tymczasem nosnik reprezentacji bedzie ,Jedwie” modelem przestrzeni wewnetrznych stopni
swobody pola spinorowego.
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naturalnosci i prostocie odpowiedzi na tak postawione pytanie (cho¢ nie wyczerpujacej deno-
tatu, a to z racji istnienia spinoréw nie-czystych (sic!)) udzielit E. Cartan we wspominanej juz
wezesniej monografii [Car38al, [Car38b] poswieconej spinorom. Odpowiedz te doskonale uzupelnia
konstrukcja R. Penrose’a przedstawiona w trakcie konferencji Battelle Rencontres, a spisana w
[Pen6s|.

2.1. Spinor czysty Cartana. Na obecnym etapie mamy z jednej strony przestrzen kawadra-
towa (V,Q), zanurzona w odnosnej algebrze Clifforda Cliff(V,Q), w ktorej emulujemy izome-
trie za posrednictwem grupy Spin(V,Q) c Cliff(V,Q), a z drugiej — przestrzenn S reprezentacji
spinorowej tej ostatniej, catkowicie niezalezna a priori od V. Okazuje sie, ze w pewnych szczegol-
nych okoliczno$ciach mozna wprost ,zrealizowaé” niezerowe wektory izotropowe z V' w nosniku
reprezentacji S 1 stowarzyszy¢ z nimi spinory. Taka jest idea konstrukcji Cartana, ktora przed-
stawiamy ponizej. Calkowicie ogdlna i szczegdlowa jej analiza wykracza poza ramy niniejszego
kursu, jednakowoz jej znaczenie w budowaniu konkretnej geometrycznej konotacji dla abstrak-
cyjnego pojecia spinora stanowi dostateczna motywacje cho¢by tylko dla wnikliwego przesledzenia
tej konstrukcji na wybranym przyktadzie, co czynimy ponizej. Konstrukcja ta jest zorganizowana
wokot

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def. 13-14.1 i[I] Spinor czysty to wektor z przestrzeni reprezen-
tacji spinorowej grupy Spin(V, Q) anihilowany przez obraz ;3 (W) c Cliff(V, Q) dowolnej maksy-
malnej podprzestrzeni Q-zerowej W c V.

Przechodzac do konkretnej realizacji, rozwazmy przestrzeii kwadratowa R1:2, dla ktorej Clls2 =
C(2) = Endc(C*?), a skoro tak to ps : Spin(R"?) — Endc(C*?), co pozwala traktowaé wektory
z C*? jako pinory RY? (Pin(R':?) zawiera addytywna baze algebry Clifforda C(2)). Wéréd nich
sa spinory, odzworowywane w siebie nawzajem przez Spin(R':?) c Pin(R%?). Poszukamy ich w
obrazie

I =87 ({0)) ~ {0}
w C*2, ktory skonstruujemy w nastepnym kroku. Oto wiec rozwazmy wektory
v=(t,z,y) e RH? ~ {(0,0,0)}
0 ,normie”
5(E1’2)(U) =t -2 -2,
Ilekro¢ v jest izotropowy,
08P (v) =0,

mozemy — wobec warunku ¢t # 0 (ktorego niespelnienie implikowaloby réwnos¢ v = (0,0,0)) —
wyciagnaé pierwiastek kwadratowy” z wektora v wprowadzajac wektor

_ 51 x2
52(@)“‘3

o sktadowych zadanych formutami

5%:%(x7y), 5%2_%(1'7_3/)7
spelniajacych po uwzglednieniu warunku izotropowosci v uktad warunkéw
5; - 5% =
(2) & +& =1y
26182 =it

Istotnie, otrzymujemy woéwczas tozsamosé

2 -2 -yt = 46363 - (1 - 3)* + (8 +€3)* = 0.
5
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Rozwiazanie ogélne powyzszego uktadu ma postaé

( & ): e1y/ 5 e 60 € {-1,1}
3 £0 /L

przy czym wybieramy wspodlng dla obu skladowych gataz funkcji /-, dla ktorej /-1 =i. Znaki
€y 0 €{1,2} zwiazane sa warunkiem

sign(t)[t] = t = =2i¢1& = —ierean/—22 —y? = 16V = 21801,

z ktérego wyprowadzamy relacje

g9 =1 -sign(t).

Ta pozwala ostatecznie zapisaé rozwiazanie

5 (4)-: Ve
€2 sign(t)\/@ ’

czyli — jesli wprowadzi¢ pomocnicza notacje zespolong z =z +iy € C, w ktorej z=z - iy —

( 2 )26( sign(t)iy/3 )::5(1})7 ee{-1,1}.

Zauwazmy, ze znak € nie moze by¢ ustalony w sposéb niesamosprzeczny jednoczesnie dla wszyst-
kich wektorow izotropowych, oto bowiem przy obrocie o kat ¢ w plaszczyznie { (0,2,y) | =z,yc¢
R } (zachowujacym zbior wektorow izotropowych), przy ktorym sktadowe wektora v transformuja
sie wedle formut

ee{-1,1},

N

v=(t,2) —> (t,e ¢ 2) =t Ry(v),
sktadowe spinora podlegaja transformacji

i
'3

e
O
W szczegblnosci pod wplywem pelnego obrotu, ¢ = 27, nastepuje odbicie
&(v) — lim &(Ry(v)) = ~£(v) .
@27
Mamy przeto nieusuwalng niejednoznacznosé

I1X,2 30— x£(v) € c*?,

0, ) €)= (R, ().

2

przy czym odwzorowanie & okresla injekcje I3, — C*2/(Z/27). Jak scharakteryzowaé alge-
braicznie jego obraz?

Podane przez nas rozwiazanie problemu ,wyciagniecia pierwiastka kwadratowego z wektora”
ma swoja zgrabna (i w pelni rownowazna z powyzsza) realizacje macierzowa, do ktorej omoéwienia
przejdziemy obecnie. Oto wiec z wektorem v stowarzyszamy w sposob R-liniowy macierz

t iz
v = (&)=t ree e+,

uzywajac przy tej okazji trojki macierzy

7(60)=((1) _01), v(el):(? 0) ’v(ez)=((1) ‘01)

odpowiadajacych wektorom bazy standardowej. Zauwazmy, ze spelnione sa tozsamosci

7(60)2 = 12 = (5](3172)(60) > 12 s
’7(61)2 = -1p= (5](5172) (61) > 1o,

-1 = (;1(3172) (62) > 15
6
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oraz

{v(eo);v(e1)} =02, {y(e0),7(e2)} =02, {y(e1),7(e2)} = 02,

czyli w sumie — dla dowolnych wektoréw v, = vk > e, e R?, ae{1,2} —

(4) {7(v1);7(v2)} = vi'oy {y(en)v(en)} = s (vi,v2) > 12
Stwierdzamy zatem, ze 7 jest kanonicznym odwzorowaniem Clifforda
(5) v RM — C(2) 2 Clf,,

a do tego spelnia warunek strukturalny
1,2
det(g) vy = —51(3 ) .

Rozwazmy nastepnie wektor £(v) € C*? przyporzadkowany — wedtug opisanego schematu —
wektorowi izotropowemu v € I}, oraz macierz (v) stowarzyszong z tym ostatnim. Jak wynika
wprost z konstrukcji, zachodzi réwnosé

o re2
woc=( 2 24 )o(2)-(1).

a poniewaz Kervy(v) # C*? (wszak 7(v) # 0), przeto dla ustalonego (dowolnie) izotropowego
wektora v € R12 rownosé

0
(6 roe-( o )
wyznacza (kierunek) ¢ € C2. Istotnie, wobec rownosci
1,2
det(gy y(v) = —51(5 )(v) =0
mamy nieréwnosé
dim¢ Kervy(v) >0,
a zarazem — jesli tylko v # (0,0,0) — prawdziwa jest tez nieréwnosé
dim¢ Kervy(v) < 2,
ktorych koniunkcja daje nam pozadany wynik:
dim¢ Kervy(v) = 1.

Przywolawszy Def.[2] domniemywamy, ze powyzszy & € Kery(v) N {Ocx2} jest spinorem czystym

)—zerowq (v)g € RY? —istotnie, {y(v) | wve

stowarzyszonym z maksymalna podprzestrzenia 6(E1’2
I¥o } jest jej wiernym obrazem w Clﬂig. Azeby potwierdzi¢ to przypuszczenie, musimy jeszcze
przekonag sie, ze wektory tej postaci rozpinaja przestrzen reprezentacji grupy Sping(1,2), czyli ze
dziatanie tej grupy nie wyprowadza nas poza zbiér wektorow w C*? rozwazanej postaci. W tym
celu rozpatrzymy transformacje macierzy (v) indukowane przez standardowe dzialanie grupy
SOg(1,2) na (dowolnym) wektorze v za posrednictwem odwzorowania . W Swietle Tw. 13-14.2

wystarczy zbadaé¢ zachowanie tejze macierzy pod wplywem ztozenia dwoch odbi¢ v w plaszczyz-
nach 51(51’2)—ort0gonalnych do dwoch wektoréw nieizotropowych. Obliczamy zatem — dla dowolnego

e {Oa 1, 2} N
Y(Pe, () = (v=-25"7 ()™ By (v,e7) > e) = 7(0) = 205" (e) - By (v,e) & v (er)

= (v) =38P (ep) ™ > {1(v), (en) } @ v(er)
1(0) =38P (ep) ™ b (4(v) @ v(er) @ Y(er) +7(ex) @7(v) @ v(er))
= () =08V (en) 7 b (8577 (ex) b Y (v) + y(en) @1 (v) ©7(e))

= =602 (ep)™ > (en) @7(v) ©7(ex) = ~Ad, (e (Y(v)) = Adyery (7(v))
7
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i na tej podstawie

¥(Pe, ©Pe, (1)) = Ady(e,yor(en) (V(0))
(Pe, oPe, € Or(1,2), zatem P, 0P, (v) € I}, ilekro¢ v € I7,, wigc zapis powyzszy ma sens), co
oznacza, ze dla dowolnego ¢ =£(v) € Kery(v) jak wyzej jest

7(6#) ) '7(61/) §(v) € Ker (Ad’y(eu)Gv(eu)(Py(v))) = Ker’)’(Pe# oP,, (’U)) s

tj. Sping (1, 2)-przetransformowany £-obraz wektora jest wyrdznionej przez nas postaci.
Uwzgledniajac réwnosé @ definiujaca kierunek £(v), postulujemy

(7) E(Pe, (v)) = A(Pep) > v(ep) @ &(v)
dla pewnego przyporzadkowania
A {Pey,Pe,,Pe,} — C*/(Z/2Z)

(rozumianego — w oczywisty sposob — jako odzwierciedlenie nieusuwalnej niejednoznacznosci znaku
spinora). Postulat sprawdzamy w bezposrednim rachunku:

Y(Perr(v)) © (A(Pe,,) & v(ep) @E(v)) = =A(Pe) b Adyery (v(0)) @ v(er) @ E(v)

0 0

- AP () 09(0) 08 = AP (e o )= ( )

z ktoérego — zgodnie z oczekiwaniem — wynika
VUE(S}(ELQ)—l({O}) Veekery(v) @ A(Pe) > y(ep) @ €(v) € Ker'y(Peﬁ(v)) ,
a poniewaz, jak uzasadniliSmy wczesniej,
dim¢ Ker*y(Peﬁ(v)) =1,
przeto poszukiwane skalary A(P..) istnieja. Naturalnym wydaje si¢ przy tym pytanie, czy przy-
porzadkowanie A\ rozszerza si¢ do homomorfizmu grup
X @ Or(1,2) — C*/(2/27Z)

ciaglego wzgledem standardowej topologii na grupie Liego Og(1,2), dziedziczonej z GLg(3) c
R(3) 2 R*Y. Przypomnijmy: grupa ta ma cztery spojne sktadowe: podgrupe SOg(1,2)* = (P., o P.,)
odwzorowan zachowujacych kierunek czasu ey oraz orientacje w przestrzeni (e, es)p (tzw. or-
tochroniczng specjalng grupe Lorentza) oraz jej translaty P70 -P{!-SOg(1,2)*, (ng,n1) €
{(1,0),(0,1),(1,1)}, tj.

Or(1,2) =SOgr(1,2)" uP,, - SOgr(1,2)" UP,, -SOr(1,2)" UP,, - Pe, - SORr(1,2)".
Na tym etapie mozemy przywotaé¢ tozsamosé
(8) Peﬁ o PeF = ide,Q B

aby wyznaczy¢
§(0) = E(Pey 0 Per(v) = M(Pe)? & 1(e) @ 7(e) @ E(v) = A(Per)* 05 () > £(v).
Zwazywszy nieusuwalng, Zs-niejednoznacznosé w formule (3]), wywodzimy stad warunek
Me{-1,1}.
Przyjete wezesniej zalozenie o ciggltym charakterze poszukiwanego rozszerzenia A implikuje statos¢
tego ostatniego na kazdej z czterech spojnych sktadowych Og(1,2). Azeby wyznaczy¢ A dla

poszczegdlnych sktadowych, wystarczy zbadaé¢ warunek w bezposrednim odwotaniu do relacji
. Na podstawie oczywistych réwnosci

7(60)9( ¢ )( 4 ) €0,
7(61)@( 2; ):( :gj )::5(1)7 7(62)®( g; ):( _é‘éf ):15(2),
8
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z ktorych wyprowadzamy reguty transformacyjne

g™
(taxvy) — (—t,CE,y) EPeo(t,mvy)a

g
(taxvy) —_ (_tax,_y) = _Pﬁl (t,x,y) ;

€oe®
(t,iﬂ,y) —_ (—t,—{E,y) E_PCQ(t7x7y)7

stwierdzamy, ze
)‘(Peo) =1= _>‘(P€1) = _>‘(P82)7

a stad juz wprost wyprowadzamy

Alsos(1,2)+ =1 =Alp, 50:(1,2) > Alp, s0:(1,2)+ = =1 =Alp, P, -SOR(1,2)* 5
przy czym zamiast e; mogliby$my z jednakim skutkiem uzyé es, co niezaleznie potwierdza sen-
sowno$¢ przyjetego przyporzadkowania. Takie przypisanie wartosci generatorom grupy Og(1,2)
jest spéjne z poczynionym przez nas na wstepie zalozeniem o homomorficznym charakterze X,
oto bowiem dla dowolnych par (mg,m1), (ng,n1) € {0,1}*? z jednej strony zachodza relacje al-
gebraiczne (wynikajace wprost z relacji przemiennosci [Peu, P., ] =0 w polaczeniu z tozsamoscia

)
P70 . P SOR(1,2)" - PT0 . PPt . S0g(1,2)" € PI0*M0 . Pt S0 (1,2)"

z drugiej zas — homomorficznos¢é A wymaga

Alpmo.prt 50, (1,2)+-Pr9-PE150x(1,2)+ = ATPI0.pI1.805(1,2)+ “ ATPIO.PI1.S0, (1,2)*

- (—l)ml . (_1)n1 - (_1)m1+n1 = /\FPZ;°+7”O-P21+"1-SOR(LQ)* .

Na zakonczenie zauwazmy, ze transformacje {(v) — +7v(e,) © £(v), indukowane przez odbicia
P.e,, sa nierozroznialne na poziomie wektorowym, oto bowiem

1(P_e, (v)) (v =260 (~ez) ! @0 (v, ~e) > (~e))

’y(v - 251(51’2)((%)71 . <I>6](31,2) (v,ex) > eﬁ) = 'y(Pe” (v)) .

To samo dotyczy kazdej innej pary odwzorowan indukowanych przez transformacje ortogonalne
w RY2 a rozniacych si¢ o znak. Fakt ten stanowi jawne odzwierciedlenie istnienia obu krétkich
ciaggow doktadnych grup, o ktérych moéowi Tw. 13-14.1.

W podsumowaniu naszego studium mozemy skonstatowaé, ze oto naturalna geometryzacja al-
gebraicznej konstrukcji spinora (czystego) w sygnaturze (1,2) (bedacego spinorem wsrod pinorow
C*2) jest wektor izotropowy, ktory jednoznacznie reprezentuje klase spinora w C*2/(Z/2Z) wzgle-
dem relacji £ ~ €.

2.2. Flaga zerowa Penrose’a. Zagadnienie do samodzielnego opracowania. Kto pierwszy?

3. F1zYCZNE (KRYPTO-PROHILBERTOWSKIE) REALIZACJE SPINOROW*

Dotychczasowe nasze rozwazania byly prowadzone spéjnie z prostym obrazkiem matematy-
cznym, w ktorym pinory to elementy przestrzeni reprezentacji nieprzywiedlnej grupy Pin(V,Q),
spinory za$ — elementy przestrzeni reprezentacji nieprzywiedlnej grupy Spin(V, Q) (patrz chociaz-
by: [Har90]). W szczegdlnosci spinory skretne — tak nad R, jak nad C — pojawiaja sie naturalnie
w rozkladzie przestrzeni pinorow, ktore okreslilismy uprzednio tradycyjnym mianem (bi)spinoréw
Diraca. W tej sytuacji znajduje odzwierciedlenie ogdlniejsza zasada: Spinory mozemy indukowaé
7 pinoréw poprzez ograniczenie do przestrzeni niezmienniczej wzgledem dziatania parzystej pod-
algebry odnosnej algebry Clifforda.

Fizycy maja oczywista namietnosé do kategorii Vectc i, konsekwentnie, zespolonych reprezen-
tacji rozwazanych algebr. Z tego to powodu najczesciej rozpatruja odmienny od beznamietnego

9
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(a logicznie czystszego) matematycznego schemat konstrukeji reprezentacji grupyﬂ Spin(RP9),
ktory przedstawiamy ponizej (zasadniczo) za [BT8§|. Punktem wyjscia jest przywolanie funktora
kompleksyfikacji z Tw. 11-12.6:

le)q — Clﬁq ®r C = C]iﬁ‘(RIMZ ®r (C) - I¢

p+q>

ktory pozwala nam utozsamic¢ rzeczywista algebre Clifforda Clzﬂi q 7 Jej wiernym obrazem Clﬁq ®Rr
(1,0) w modelu Clzﬂiq ®r C zespolonej algebry Clifforda Cl§+q i, w zgodzie z tym utozsamie-
niem, indukowaé reprezentacje grup: Pin(RP?) c Clﬁq 7z reprezentacji Cl;(;q i Spin(RP?) c 015,2
z reprezentacji Cl;c,fq. Oczywistym fizykalnym awantazem tej konstrukecji jest jej immanentna

clE®

zespolonosé. W rzeczy samej, reprezentacja zespolona algebry to homomorfizm algebr

p+q
p: Cl;c,fg ) Endc(V), czyli taki homomorfizm algebr p : Cl([p:fg ) Endg(V'), ktorego obraz
jest w komutancie struktury zespolonej I € Endg (V). Do tego ostatniego naleza w szczegdlnosci
endomorfizmy realizujace elementy podzbior Cl;lf,go) ®g (1,0) c CIED | Ponadto ilekro¢ p jest

p+q
wierna (czyli Ker p = {0}), wlasnos¢ te ma takze
Pind = PleE@g (4 0y -

Analogiczny wniosek dotyczy (nie)przywiedlnosci: Istotnie, zachowywanie podprzestrzeni C-liniowej
W cV przez p(Clﬂ;fIO) ®r (1,0)) implikuje

p(CIEOY W) = p(C o CLED &z (1,0))(W) = C b p(CLED g (1,0)) (W) cCo W = W.

P+q
Zyskujemy zatem naturalny mechanizm indukcji zespolonych reprezentacji wiernych i nieprzy-
wiedlnych CIEEIO) z takichze reprezentacji Clgéo).

Azeby moc postapié dalej w naszych rozwazaniach, czynigc je iloSciowymi, wprowadzimy
Definicja 3. Niechaj 20 € ObAlgy i V € ObVectc, a nadto niech p : 2 — Endc(V) bedzie
reprezentacja zespolong. Reprezentacja zespolenie sprzezona (wzgledem p) to reprezentacja

p: A— EndcV,
okreglona na przestrzeni C-liniowej V =V wyposazonej w dzialanie
5 :CxV—V: (\v)— Abv=\bv,

dana wzorem — zapisanym dla dowolnego a € 2 —

A(a) = p(a),
w ktorym stosujemy nastepujaca notacje: Dowolnemu x € Home(V, W) odpowiada X € Home (V, W)
o wlasnosci definiujacej X (v) = x(v).
Przyjawszy na przyszlo$é bardziej przejrzysty zapis, w ktéorym element v przestrzeni V z
dzialaniem > jest oznaczany jako U, powyzsza wlasno$é¢ zapiszemy jako X(7) = x(v). Warto
zwroci¢é uwage, ze dowolna baza {e;}, 155, D = dimc V' przestrzeni C-liniowej V' jest zarazem

baza V, ktorej wybor pozwala ustali¢ prosta relacje miedzy macierzami x i ¥ na podstawie
bezposredniego rachunku:
Yijgéj = Y(Ez) = X(el) = Xij > Ej = Tﬁgéj .

Ta relacja to relacja sprzezenia zespolonego,

9) Xl@yas = Dt as -
Jest tez — dla dowolnych AeC i veV —

A> x(@) = (A > x)(v) = A x(v) = Ax(v) = \X(0),

czyli
(10) A Y = A\BY.
2w przypadku grupy Spin(C™) od samego poczatku wszystko jest w najlepszym porzadku.

3 Nie jest to, rzecz jasna, podalgebra nad C, lecz nad R c C.
10
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Powyzsza definicja pozwala stowarzyszyé¢ z reprezentacja indukowana pinq z danej wiernej
reprezentacji nieprzywiedlnej

Cly 4 = Cly g ®r (1,0)C CE, @ C=CIS,,

Pind

End¢(P)

na przestrzeni C-liniowej (zespolonych pinoréw) P dwie reprezentacje Cl§+q: kompleksyfikacje jej
samej (patrz: Stw.15-16.2)

pra ¢ (CL, ®r (1,0)) ®r C = CLT,, — Endc(P)
oraz kompleksyfikacje reprezentacji wzgledem niej zespolenie sprzezonej

Pina” + CIo, . — Endc(P).

Pierwsza z nich okazuje sie by¢ tozsama z p, oto bowiem dla dowolnych ~¢ € Cl;liq iXNeC
indeksowanych przez zbior (skoniczony) 1, N 314 zachodzi

Pia (Y ® X)) =X b pina (7)) = X > p(7F @& (1,0)) = p(Ni > (7' = (1,0))) = p(7" @ \i)
a to z tej racji, ze p jest homomorfizmem C-algebr. W nastepnej kolejnosci przekonujemy si¢ o
wiernosci i nieprzywiedlnosci pmac. W tym celu liczymy, dla 7* i \; jak wyzej a wobec i
dopiero co udowodnionej tozsamosci,

Pind (7' ® Ai) AiBpind (7') = Aibpina(77) = Abp(vi @R (1,0)) = Ai & p(+? ®r (1,0))

p(vi ®r \i)
i na tej podstawie stwierdzamy:
e Pna (V@A) =0 = p(vierN)=0 <= p(Y'®&A)=0 <= ' @X=0
(wobec wiernosci p), ale to <= Re(\;) >~ =0=-Im(\;)>y* <= ~'®r\ =0;

o Pnat (V' ®N)(W) = p(vi @r X)) (W) = p(v'@r M) (W) c W = p(y' @ Xi)(W) c
W

W dalszej czesci naszych rozwazan ktadziemy p+ ¢ € 2N (pozostawiajac analogiczna analize
dla p+¢e2N+1 do Wykonania zainteresowanemu Czytelnikowi). W tym przypadku nasz model

CIR ®rC = (Cp+q ~C(2%" > *) jest pelng algebra macierzows, i p paet na C2 7 | patrz: Tw. 15-16.2.
Zauwazmy tez, ze wierno$¢ i nieprzywiedlno$é pges ~ p = pind implikuje — w $wietle powyzszego
— wiernosé i nieprzywiedlnosé pmq-, stad zas wywodzimy — na gruncie Tw. 15-16.1 (i konstatacji
prostoty C(2°2")) — istnienie C-liniowego izomorfizmu
cC: PP

o wlasnosci

. C —0C
(11) v’YSCl%,q@RC : Co pind(rY) = Pind (7) © Cv
czyli splatacza dla tej pary reprezentacji. Wobec tozsamosci

X2°X1=X2°X1,
ktorej stusznosci dla dowolnych x4 € Home(Va, Vas1), A € {1,2} dowodzimy w bezposrednim
rachunku (w ktorym v e V7):

X2°X1(0) =x20x1(v) = X2(X1(U)) E E(Xl(v)) X2(X1(U)) X2 X1(V),

splatacz ten spetnia réwnosé

Copf 4(v)=Copt  (7) =Pmat(7) 0 C=pina(y) o C,
11
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a poniewaz — jak pokazaliSmy wcze$niej —

Pmd (7 @ N) = p(vi @A) = pa (v @ N),

przeto oznaczywszy 7' ®g \; = 7, przepisujemy te ostatnia w postaci

Coind” (7) = P5a(7) © C=pia(7) o C.
W sumie wiec zachodzi
Pina(7) 0 (CoC) = Coprua™(7) o C=(CoC) o pig(7),

czyli Co C splata p(icnd z soba sama, ta wszakze jest nieprzywiedlna, co na mocy Stw.15-16.4
pozwala wnioskowaé o istnieniu liczby A € C* spelniajacej warunek

f oC=Ap> idp .
Oznaczmy, dla dowolnego u e C*,
Ch=p'5C : P—P : v p '5C(v),
a wtedy — wobec C-liniowosci C —
CoCuz=p5Co(p'5C)=p 1o Co(p'5C) =|u[*>CoC= ﬁ >idp,
jesli zatem wybierzemy € v\, to otrzymamy
q o CM = |7§\\| > idp s

skoro jednak

COG:EOC:/\DidP:XBidF,

to jest
AC=Co(Aridp)=Co(CoC)=(CoC)oC=ApidsoC=A5C,
czyli
A=A,
a zatem

C,oC,=cpidp, ee{-1,1}.

Rozwazymy teraz po kolei oba mozliwe przypadki, biorac pod uwage powyzszy splatacz znorma-
lizowany i opuszczajac w dalszych rozwazaniach indeks pu.

3.1. Przypadek ¢ =+1. Dowolny pinor w € P ma rozklad
w=wy +w-, wizé(wiﬁ(ﬁ)),

w ktérym — gwoli przypomnienia — w jest tozsamy z wektorem w € P, ale jest elementem modutu
zespolenie sprzezonego P. Zarazem

Cwy) =2 (C(w) +w) =
i, analogicznie,
C(w_) = -z,
czyli
wyeS*={weP|Cw)=1+w}.
Przy tym nalezy zauwazy¢, ze operator
K:=ivre Endc(P)

spelia — z racji C-liniowosci C — tozsamogci:

C(K(w.)) = C(ivw,) =ibC(w,) = —ivC(wy) = —i > C(ws) = —i > C(w.) = Fi > W, = Fi > w, = FK(w.),
12
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przeto ogranicza si¢ do odwzorowania R-liniowego

(12) Klgs : S* = S7,

a wobec tego mamy rozktad

(13) P=S"®mw)S”

nad R. Tym sposobem istnienie C indukuje realifikacje przestrzeni pinoréw
P=S"eirS"

w rozumieniu Stw.11-12.7. Zauwazmy dalej, ze dla w, € S* a przy poprzednich oznaczeniach
otrzymujemy, na gruncie wcze$niejszych wynikéw, relacje

C(Ai> p(v @ (1,0))(ws)) = Cop(y' @k Ai)(ws) = Coply(7)(ws) = Pina (7) o Cws)

= #pma- (7)(W2) = £AFPma () (Wz) = £XiBpina(v) (Wx)

= im(uﬁ) = i/\i > pind("yi)(wi)

£\ > p(vi @k (1,0))(w.),

ilekro¢ wiec \; = \;, i tylko wowczas

C(Aiv p(v' @R (1,0))(w.)) = £ > p(7 @& (1,0)) (w.)

czyli
Pia(Y) = pina(7) s+ € Endg (S*)
dla ye Clﬁq. Konstatujemy, ze wzgledem rozkladu zachodzi
Pind = Pind ® Pind -
gdzie
pa ¢ CL  —> Endp(S*),

przy czym zaré6wno dziedzina, jak i przeciwdziedzina sa tutaj R-algebrami, zatem konstatacja ma
sens w Algp. Zarazem stwierdzamy, ze

pina(V) o K(wy) = pina(7) o K(ws) = p(v&r (1,0))(ivw,) =i p(yex (1,0))(w,)

P> pina(7)(ws) =12 pina (V) (we) = Ko pia () (ws),
a poniewaz K € Isogr(S*,57), przeto mamy réwnowaznosé
pi_nd ~ p;—nd
z K w roli splatacza. Ostatecznie zatem zespolona reprezentacja pinq rozklada sie w obrazie
realifikacji P na dwie kopie reprezentacji rzeczywistej pi 4,

Pind = p;—nd ® p;—nd
i - co za tym idzie — pj ; jest reprezentacja (rzeczywista) wymiaru
dim pj, 4 = $ dimg P = dim¢ P.

Tym sposobem pinory zespolone zyskuja status bi-pinoréw rzeczywistych. W rozpatrywanych
okolicznosciach: p+q € 2N bez trudu identyfikujemy na podstawie wczesniejszych wynikow klasy-
fikacyjnych sygnatury, dla ktérych mozliwa jest pojedyncza rzeczywista reprezentacja pinorowa —
sa to sygnatury spelniajace warunki

q-p=0,6 mod8.
To dla nich zatem mamy relacje

CoC=+idp.
13
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3.2. Przypadek ¢ =-1. Réwnosé
CoC=-idp
implikuje
|det (qime P) CP = (-1)dme?,
z ktorej wyprowadzamy ograniczenie
dime P € 2N.

Jak sie okazuje, C indukuje wowczas na P strukture kwaternionowa. . .

Azeby sie o tym przekonaé, potraktujemy P jako 4n-wymiarowa przestrzen R-liniowa (czyli ten
sam zbior, na ktorym dziata cialo bazowe R i w ktorym we P 1 i>w sa (R-)liniowo niezalezne),
a na niej okre$limy odwzorowania R-liniowe

J:PO:w%@, K:PQO:wribw.
Bez trudu sprawdzamy pozadane relacje:
P(w) = C(J(w)) = C(I(w)) = C(C(w)) = Co C(w) = ~idp(w),

czyli

J? =-idp,
oraz

K2 (w)=ie (K(w))=zi> (ivw)=i>w=-idp(w),

czyli takze

K2 = -idp,

a nadto

JoK(w) = J(ivw)=C(i>w)=iEClw) =i> C(w) = -i> C(w) = -K o J(w),
tj.
JoK+KolJ=0.
Czworka endomorfizmow (R-liniowych):
{idp, 1= Jo K, J, K}

zadaje zatem na P zaanonsowana wczesniej strukture kwaternionowa. Ta pozwala okresli¢ dzia-
tanie

PxH—H : (w,(a,b,c,d)=q)—avw+b>l(w)+c>J(w)+d>K(w)=w<aq,

patrz: Dodatek 11-12.A, ktore wyroznia klase endomorfizmoéw kwaternionowych Endgers (P)
Endg(P) poprzez narzucenie warunku

abx(w)+bl>X0|(w)+cl>XOJ(w)+dl>K(w)zx(wdq);x(w)<1q

= abyx(w)+b>lox(w)+cr>Jox(w)+dpKox(w)
dla dowolnego ¢ = (a,b,c,d) € H. Warunek ten jest rownowazny koniunkcji warunkow
xoJ=Joyx A xoK=Koyx
(implikujacych x ol =10x), ktore przepisuja sie w postaci
x o C(w) = x(C(w)) = Co x(w) = C(x(w)) = CoX(w)

x(ivw)=ivx(w).
Z tej ostatniej odczytujemy zwiezla charakterystyke tej klasy endomorfizméw:

X € Endgers (P) — ( x €Endc(P) A Cox=%xoC ),
14
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w ktorej wyprowadzeniu wykorzystaliSmy réwnowaznosé
Xoé:éoy — Cox=%x0C,

otrzymang przez sprzezenie zespolone. Ale dla dowolnego ~ € Clﬁq jest — wprost z definicji —
Pina € Endc(P) i — na mocy -

C Opind(rY) =C OP(iCnd(V OR (1’0)) :PdeC(V ®Rr (170)) oC Epde(’y) oC= pind('}/) © C,

przeto w oczywisty sposob reprezentacja indukowana pinq jest kwaternionowa. I tym razem tatwo
odnajdujemy odnosne sygnatury — to te, ktére spelniajg warunki

q-p=2,4 mod8.

W uznaniu roli, jaka w dyskusji fizykalnej konstrukcji reprezentacji pinorowych odgrywa wy-
réznione odwzorowanie C, a w zwiazku z jego dalszymi zastosowaniami w modelowaniu pol
fermionowych, poswiecamy mu osobna

Definicja 4. Przyjmijmy dotychczasowe oznaczenia. Odwzorowanie C € Homc (P, P) okreslamy
mianem sprzezenia tadunkowego.

3.3. Spinory. Na obecnym etapie pozostaje jeszcze odpowiedzie¢ sobie na pytanie o to, jak w
opisang ztozona strukture algebraiczna wpisuja sie spinory. Fizyk poszuka ich w ograniczeniu
reprezentacji p(ﬁld do R-podalgebry

Cly 2 @ (1,0)S Cly , ®x (1,0)° Cly, ®x C=CI,

RO ~ Cco
CI20 @y C = Cl

P+q
W zanalizowanym szczegolowo przypadku p + ¢ € 2N przywolajmy znany nam z Tw.[2] rozktad
przestrzeni pinorow

(14) P=5,&¢c)5

nad C na przestrzenie wlasne operatora chiralnosci, ktérego realizacje na P mozemy w $wietle
Wyktadow XI i XII zapisaé w postaci

I's P(WC) = P(WR ®R if(p’Q)) =i/ (D) Pind(WR) ,

gdzie f(p,q)=p+q+ E(%‘”l) +q € N (patrz: Def. 11-12.2; ostatni sktadnik w f(p,q) bierze sie
z przepisania elementow bazy pseudo-ortonormalnej ey, k € 1,¢ przestrzeni RP? odpowiadaja-
cych ujemnej skltadowej sygnatury rzeczywistej (p,q) na odnosne elementy e, ®ri bazy ortonor-
malnej przestrzeni C*P*7 = RP9 @ C) jest takie, ze

r?=idp,
por. Stw. 11-12.5. Nalezy przy tym podkresli¢, ze ilekro¢ f(p+q) ¢ 2N, czyli i/ »9 =ir(p,q) € iR
przy q—-p = 0,6 mod 8, tj. ilekro¢ ¢ —p = 6 mod 8, rozpatrywany uprzednio rozktad nie
jest naturalny z punktu widzenia rekonstrukeji spinoréw, oto bowiem w tej sytuacji I' = r(p,q) >

Ko pina(wr) przeprowadza nas miedzy S* i S™, por. , czyli przestrzenie wlasne I' sg postaci
(zapisanej przy uzyciu wy € S*)

((wy +w-) + T(wy +w-))e = ((w+ +w_ ) +if D (pind(wR)(w+) + pind(wR)(u)_)»(C

((we +w) +i7(p,q) > (pina(wr) (ws) + pina(wr) (w-)))

= {(we + Ko pia(r(p,a) > wr)(w-)) + (w-+ Ko pig (r(p, q) & wr) (ws))) .

nie mozemy zatem ograniczy¢ si¢ do ktorejkolwiek z podprzestrzeni R-liniowych S*. Wobec tego

miast transportowaé strukture modutu z P do P za posrednictwem C (co wczesniej doprowadzito

nas do realifikacji pinoréw zespolonych), rozwazamy raczej relacje pomiedzy (P, p- ) i (P, Pind” ).
15



Enter the Spinor (MAWF ’25/26 1.XVII i 1.XVIII [rrS])

Wracamy przeto do rozktadu nad C wyznaczonego przez I', przy czym zauwazamy, ze
operator

if(Pa) > p(wR ®r (170)) — (_1)f(p7q)if(;tuq)gp(w]R ®R (1’0)) = (—1)f(p’Q)if(p’q)Bp(wR ®r (170))

T

(—1)f(p’q)if(p’q)§deC(wR ®r (1, O)) = (_1)f(p=q)ng(wR R if(p,q))

spehia tozsamosé

zatem zadaje rozktad
P=5.9@c)S-
na przestrzenie wlasne
S.={veP|T(w)=4+v},
przy czym wprost na mocy tozsamosci dostajemy
ToC-= (—l)f(p7Q)BmC(UJR ®R if(p,q)) oC= (_1)f(p,q)gc ° pﬁd(wR ®r if(zaq)) = (_1)f(p,q)gc ol.
Na tej podstawie stwierdzamy, ze sprzezenie tadunkowe C zadaje rownowaznos¢ pomiedzy reprezen-
tacjami
piond(i) = (pina Fclgoq) Is, ﬁiond(i) = (Pina Fclgoq) 's,

wedhug schematu:

o piond(i) ~ ﬁ?nd(i), gdy f(p,q) € 2N (C nie zmienia chiralnosci);

o p?nd(:t) ~ ﬁ?nd(x), gdy f(p,q) €2N+1 (C zmienia chiralnosc).
Przy tym godnym odnotowania jest fakt: p?nd( ) 4 p?nd(_) jako reprezentacje zespolone, gdyz
piond(i)(wR ®r (1,0)) = (=) @D > T'tg, = +(-)f®D » idg,. Okazuje sie wszakze, ze ich formy

rzeczywiste sa rownowazne, co odpowiada temu, ze wowczas Cl;liq jest R-algebra prosta.

(Ceci n’est pas) La Fin
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