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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

PRZYKLAD

Funcje ¢ € L*(R) nazywamy falka, jesli rodzina funkcji {¢ni|n, k € Z} skon-
struowana w nastepujacy sposob:

Yni(x) = 27%(2"x — k), xeR

jest baza ortonormalng przestrzeni L22(]R).
Rozwazmy funkcje ¢ = 1[0’%[ - 1[%’1[. Wowczas
e uklad {¢n |n, k € Z} jest ortonormalny w L%(R),

@ podprzestrzen span {¢, ;| n, k € Z} jest rowna | J Sy, gdzie S, jest przestrzenia
nez

funkcji z L?(R) stalych na wszystkich przedziatach postaci [2—",1, o [ (keZ)
(oba te fakty beda wykazane na ¢wiczeniach).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

PRZYKLAD

Pokazemy teraz, ze podprzestrzen S = | J Sy jest gesta w L2(R). W tym celu wystar-
nez

czy wykazac, ze dla dowolnej funkcji g € C.(R) i dowolnego ¢ > O istnieje element

se S taki, ze [g — s|2 < e.

Ustalmy wiec g € C.(R) i ¢ > 0. Niech [a, b] bedzie zwartym przedzialem zaw-

ierajacym nosnik g i niech § € ]0,¢[ bedzie taka, ze ilekro¢ |x — y| < J, mamy

9(x) —9(W)| < Fpi=-

Wezmy n takie, ze 5 < § i zdefiniujmy

(suma jest skonczona, gdyz nosnik g jest zwarty). Wowczas s € Sy i |[s: — gl <

\/b-i-sei—a' Ponadto supp s c [a,b + ¢].
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

PRZYKLAD

Mamy

b+-e
lg - sl = [l - sl ax = [ g0 - s(P dx < b+ - a)pg = 22
R a

a wiec g —s[2 <e.
Powyzej wykazaliSmy, ze ¢ = 1[0, 1= 1[ 1 jest falka. Jest ona znana pod nazwa
falki Haara.

Warto wreszcie wspomniec, ze uklad {¢ jc}nez, , k-o0,..2n—1 jest baza ortonormalna
przestrzeni Hilberta L%([0, 1]).
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RZUTY ORTOGONALNE DOPELNIENIE ORTOGONALNE

@ Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech ¢ # S ¢ 7.
e Dopelnieniem ortogonalnym S nazywamy zbior

St={ne#|VEeS(n =0}

SJ_J_

e Symbolem oznaczaé¢ bedziemy zbiér (S*+)’.

@ Dla porzadku przyjmijmy, Ze dopelnieniem ortogonalnym zbioru pustego jest

I .

STWIERDZENIE

Q st jest domknieta podprzestrzenia .77,
© mamy S c St
@ jesli S; = Sy, to St o Si.
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RZUTY ORTOGONALNE DOPELNIENIE ORTOGONALNE

DowoD

Punkt @ wynika natychmiast z ciaglosci i liniowosci (wzgledem drugiego
argumentu) iloczynu skalarnego.
Ad @. Jesli ¢ € S, to ¢ jest ortogonalny do kazdego 1 € S*, a wiec &€ € ST+,

Ad @. Jesli S; ¢ S,, to kazdy n € S% jest ortogonalny do wszystkich elementow
S1, a wiec i € St. O

LEMAT

Niech S c #. Wowczas S n St < {0}.

Niech ¢ € S n S*. Skoro ¢ € S*, wektor ten jest ortogonalny do wszystkich
elementow S, a wiec |¢||2 = (£[¢) = 0. O




RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

TWIERDZENIE

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech .# bedzie domknieta
podprzestrzenia .7#. Wowczas dla dowolnego ¢ € 7 istnieja £ € .4 ine .#* takie,
ze p = £ + n. Ponadto rozktad ten jest jedyny.

DoOwOD W SZCZEGOLNYM PRZYPADKU

Wezmy ¢ € 7 i niech {¢n}neny bedzie baza ortonormalna .#. Ktadziemy

a0
€= (fnled¢n oraz n=p-¢.
n=1
Powyzszy szereg jest zbiezny. Ponadto £ € ., ane .4 .
Przypus$émy, ze ¢ ma inny rozktad ¢ = & + ' na ¢ € .# oraz i € .#*. wtedy
£ —¢ =1 —njest elementem .# N .#+, a wiec £ = ¢ in=1n' namocy lematu. [
e Powyzej wykazaliSmy, ze jesli .# jest domknieta podprzestrzenia 7, to
H= MDD M.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

WNIOSEK

Niech .# bedzie domknieta podprzestrzenia .#. Wéwczas .4/ = /.

Wiemy, ze .#*+ > .#. Z drugiej strony, jesli ¢ € .#*+, to zapisujac ¢ = £ + 7,
gdzie ¢ € ./ ine .4+ otrzymujemy

.///Lan:cp—fe.//lLl—i—//lC//ﬂ‘L,

awiecne A+ n.#+ ={0}. O
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

Niech S c 7. Wowczas
Q St = Span{S}l,
Q S't = span{S}.
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DowoOD.

Mamy S c span{S}, a wiec S* > span{S}*. Biorac dopemienie ortogonalne obu
stron otrzymujemy St c span{S}'!, a zatem S'* c span{S} na mocy
poprzedniego wniosku (dla .# = span{S}).

Ale St jest domknieta podprzestrzenia .7 zawierajaca S, skad wynika, ze
Stt > span{S}, co dowodzi punktu @.

SJ_J_

Biorac dopelienie ortogonalne obu stron réwnosci = Span{S} dostajemy

(StH)L = span{S}*. Ale
(SLL)L _ ((SL>L)J- _ (SL)LL st
ponownie na mocy poprzedniego wniosku (dla .# = S*). Tym samym

wykazaliSmy punkt @. O
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

DEFINICJA

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta, a .# c . domknieta podprzestrzenia.
Rzut na .# wzdhuz .#+ nazywamy rzutem ortogonalnym na .# i oznaczamy
symbolem P ,.

W dowodzie ostatniego twierdzenia uzyliSmy bardzo wygodnego wzoru na P ;:
dla dowolnej ortonormalnej bazy {¢;}i; przestrzeni .# mamy

Pyt =) ($il &)

iel

dla wszystkich ¢ € 7.



UWAGA

W przypadku gdy podprzestrzen .# jest skoniczenie wymiarowa mamy tez inny
wzor na P ,: niech {{;};—1 ., bedzie dowolna (niekoniecznie ortogonalna) baza .#

i niech G bedzie macierza Gama uktau {¢;,...,¢q}

Erlgry - &léwy

G = : ° g :
Enléry .. EnlEn

Wtedy dla dowolnego n € 5 mamy
Pyn =) (G™), (& Imé:.

8]
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

STWIERDZENIE
Niech .# bedzie niezerowa podprzestrzenia 7. Wowczas P, jest ograniczony i
|IP#| =1. Ponadto P, =1 —P,.

DOwWOD

Wezmy ¢ € ¢ i niech ¢ = £ + n bedzie rozkladem ¢ na komponenty w

H =M@ H+. Mamy P ,p = £ oraz P 1 = 7, co pokazuje, ze P, =1 —P,.
Dalej

lel? = <pl) = <€ +nlE + ) = EIE) +<Elm) + <l +<nlm) = <€1E) +<nlny = 1> + Iml1%,

awiec |Pyo| = €]l < |l czyli |Py| < 1. Z drugiej strony, skoro .# # {0}, istnieje
niezerowy wektor i) € .# o normie 1 imamy |P,| > |Ps¥¢| = |¢| = 1. O
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

PRZYKLAD

Rozwazmy baze {¢n}nez przestrzeni L?([—m, 7]) i niech .# = span{¢n | |n| < N}. Rzut

ortogonalny P , mozemy opisac¢ nastepujacym wzorem:

N N 7
Py = Z <¢n‘¢>¢n = Z (\/;7 J e*in-rlb(q—) d7'> On.
n=—N

n=—N gt
Stad i
(P y)( jzlw Z elnt= T)@Z) dT_jDN (t —m)y(r)dr,
gdzie
LS
— 1
DN(Q)_27T Z e 0 eR.
n=—N

Funkcje Dy nazywamy jadrem Dirichleta.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

Mamy
i 2N i i
b (0) e iNé eifl9 _ e iNO 1 _ e1(2N+1)9
N 2 27 1—el
n=0

1 e—iNO _ gi(N+1)0

T 2r 1—el
1 e IN+5P _ el(N+3)0  sin (N + 1)6)

© 2m e_iée = eiée ~ 27sin (%9)

dla ¢ ¢ 27Z, natomiast Dy(0) = 2§ dla 0 € 27Z.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

TWIERDZENIE

Niech C bedzie niepustym domknietym i wypuklym podzbiorem przestrzeni
Hilberta .# i niech ¢ € J#\C. Wéwczas istnieje jedyny wektor £ € C
minimalizujacy funkcje C s ¢ — |¢ — (|| € |0, +oo[. Ponadto ¢ jest jedynym
elementem C takim, ze

Re{( —¢&le—¢§ <0, (eC
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