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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKŁAD

Funcję ψ P L2pRq nazywamy falką, jeśli rodzina funkcji tψn,k n,k P Zu skon-
struowana w następujący sposób:

ψn,kpxq “ 2n{2p2nx ´ kq, x P R

jest bazą ortonormalną przestrzeni L22
pRq.

Rozważmy funkcję ψ “ 1r0, 1
2 r ´ 1r 1

2 ,1r. Wówczas

układ tψn,k n,k P Zu jest ortonormalny w L2pRq,

podprzestrzeń span tψn,k n,k P Zu jest równa
Ť

nPZ
Sn, gdzie Sn jest przestrzenią

funkcji z L2pRq stałych na wszystkich przedziałach postaci
”

k
2n ,

k`1
2n

”

(k P Z)

(oba te fakty będą wykazane na ćwiczeniach).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKŁAD

Pokażemy teraz, że podprzestrzeń S “
Ť

nPZ
Sn jest gęsta w L2pRq. W tym celu wystar-

czy wykazać, że dla dowolnej funkcji g P CcpRq i dowolnego ε ą 0 istnieje element
s P S taki, że }g ´ s}2 ă ε.

Ustalmy więc g P CcpRq i ε ą 0. Niech ra,bs będzie zwartym przedziałem zaw-
ierającym nośnik g i niech δ P s0, εr będzie taka, że ilekroć |x ´ y| ă δ, mamy
|gpxq ´ gpyq| ă ε?

b`ε´a
.

Weźmy n takie, że 1
2n ă δ i zdefiniujmy

s “
ÿ

kPZ
g
` k

2n

˘

1
r k

2n , k`1
2n r

(suma jest skończona, gdyż nośnik g jest zwarty). Wówczas s P Sn i }sε ´ g}8 ď
ε?

b`ε´a
. Ponadto supp s Ă ra,b ` εs.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKŁAD

Mamy

}g ´ s}2
2 “

ż

R

ˇ

ˇgpxq ´ spxq
ˇ

ˇdx “

b`ε
ż

a

ˇ

ˇgpxq ´ spxq
ˇ

ˇ

2 dx ď pb ` ε´ aq ε2

b`ε´a “ ε2,

a więc }g ´ s}2 ď ε.

Powyżej wykazaliśmy, że ψ “ 1r0, 1
2 r ´ 1r 1

2 ,1r jest falką. Jest ona znana pod nazwą
falki Haara.

Warto wreszcie wspomnieć, że układ tψn,kunPZ`,k“0,...,2n´1 jest bazą ortonormalną
przestrzeni Hilberta L2pr0,1sq.
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RZUTY ORTOGONALNE DOPEŁNIENIE ORTOGONALNE

Niech H będzie przestrzenią Hilberta i niech H ‰ S Ă H .

Dopełnieniem ortogonalnym S nazywamy zbiór

SK “
␣

η P H
ˇ

ˇ@ ξ P S xξ ηy “ 0
(

.

Symbolem SKK oznaczać będziemy zbiór pSKqK.

Dla porządku przyjmijmy, że dopełnieniem ortogonalnym zbioru pustego jest
H .

STWIERDZENIE

1 SK jest domkniętą podprzestrzenią H ,
2 mamy S Ă SKK,
3 jeśli S1 Ă S2, to SK

1 Ą SK
2 .
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RZUTY ORTOGONALNE DOPEŁNIENIE ORTOGONALNE

DOWÓD

Punkt 1 wynika natychmiast z ciągłości i liniowości (względem drugiego
argumentu) iloczynu skalarnego.

Ad 2 . Jeśli ξ P S, to ξ jest ortogonalny do każdego η P SK, a więc ξ P SKK.

Ad 3 . Jeśli S1 Ă S2, to każdy η P SK
2 jest ortogonalny do wszystkich elementów

S1, a więc η P SK
1 .

LEMAT

Niech S Ă H . Wówczas S X SK Ă t0u.

DOWÓD

Niech ξ P S X SK. Skoro ξ P SK, wektor ten jest ortogonalny do wszystkich
elementów S, a więc }ξ}2 “ xξ ξy “ 0.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

TWIERDZENIE

Niech H będzie przestrzenią Hilberta i niech M będzie domkniętą
podprzestrzenią H . Wówczas dla dowolnego φ P H istnieją ξ P M i η P M K takie,
że φ “ ξ ` η. Ponadto rozkład ten jest jedyny.

DOWÓD W SZCZEGÓLNYM PRZYPADKU

Weźmy φ P H i niech tϕnunPN będzie bazą ortonormalną M . Kładziemy

ξ “

8
ÿ

n“1

xϕn φyϕn oraz η “ φ´ ξ.

Powyższy szereg jest zbieżny. Ponadto ξ P M , a η P M K.

Przypuśćmy, że φ ma inny rozkład φ “ ξ1 ` η1 na ξ1 P M oraz η1 P M K. wtedy
ξ ´ ξ1 “ η1 ´ η jest elementem M X M K, a więc ξ “ ξ1 i η “ η1 na mocy lematu.

Powyżej wykazaliśmy, że jeśli M jest domkniętą podprzestrzenią H , to
H “ M ‘ M K.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

WNIOSEK

Niech M będzie domkniętą podprzestrzenią H . Wówczas M KK “ M .

DOWÓD

Wiemy, że M KK Ą M . Z drugiej strony, jeśli φ P M KK, to zapisując φ “ ξ ` η,
gdzie ξ P M i η P M K otrzymujemy

M K Q η “ φ´ ξ P M KK ` M Ă M KK,

a więc η P M K X M KK “ t0u.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

WNIOSEK

Niech S Ă H . Wówczas
1 SK “ spantSu

K
,

2 SKK “ spantSu.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

DOWÓD.

Mamy S Ă spantSu, a więc SK Ą spantSuK. Biorąc dopełnienie ortogonalne obu
stron otrzymujemy SKK Ă spantSuKK, a zatem SKK Ă spantSu na mocy
poprzedniego wniosku (dla M “ spantSu).

Ale SKK jest domkniętą podprzestrzenią H zawierającą S, skąd wynika, że
SKK Ą spantSu, co dowodzi punktu 2 .

Biorąc dopełnienie ortogonalne obu stron równości SKK “ spantSu dostajemy
pSKKqK “ spantSuK. Ale

pSKKqK “
`

pSKqK
˘K

“ pSKqKK “ SK

ponownie na mocy poprzedniego wniosku (dla M “ SK). Tym samym
wykazaliśmy punkt 1 .
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

DEFINICJA

Niech H będzie przestrzenią Hilberta, a M Ă H domkniętą podprzestrzenią.
Rzut na M wzdłuż M K nazywamy rzutem ortogonalnym na M i oznaczamy
symbolem PM .

UWAGA

W dowodzie ostatniego twierdzenia użyliśmy bardzo wygodnego wzoru na PM :
dla dowolnej ortonormalnej bazy tϕiuiPI przestrzeni M mamy

PM ξ “
ÿ

iPI

xϕi ξyϕi

dla wszystkich ξ P H .
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

UWAGA

W przypadku gdy podprzestrzeń M jest skończenie wymiarowa mamy też inny
wzór na PM : niech tξiui“1,...,n będzie dowolną (niekoniecznie ortogonalną) bazą M
i niech G będzie macierzą Gama ukłau tξ1, . . . , ξnu

G “

»

—

–

xξ1 ξ1y . . . xξ1 ξN y
...

. . .
...

xξN ξ1y . . . xξN ξN y

fi

ffi

fl

Wtedy dla dowolnego η P H mamy

PM η “
ÿ

i,j

`

G´1˘

i,jxξj ηyξi .
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

STWIERDZENIE

Niech M będzie niezerową podprzestrzenią H . Wówczas PM jest ograniczony i
}PM } “ 1. Ponadto PM K “ 1 ´ PM .

DOWÓD

Weźmy φ P H i niech φ “ ξ ` η będzie rozkładem φ na komponenty w
H “ M ‘ M K. Mamy PMφ “ ξ oraz PM Kφ “ η, co pokazuje, że PM K “ 1 ´ PM .
Dalej

}φ}2 “ xφ φy “ xξ ` η ξ ` ηy “ xξ ξy ` xξ ηy ` xη ξy ` xη ηy “ xξ ξy ` xη ηy “ }ξ}2 ` }η}2,

a więc }PMφ} “ }ξ} ď }φ}, czyli }PM } ď 1. Z drugiej strony, skoro M ‰ t0u, istnieje
niezerowy wektor ψ P M o normie 1 i mamy }PM } ě }PMψ} “ }ψ} “ 1.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

PRZYKŁAD

Rozważmy bazę tϕnunPZ przestrzeni L2pr´π, πsq i niech M “ span
␣

ϕn
ˇ

ˇ |n| ă N
(

. Rzut
ortogonalny PM możemy opisać następującym wzorem:

PMψ “

N
ÿ

n“´N

xϕn ψyϕn “

N
ÿ

n“´N

ˆ

1?
2π

π
ż

´π

e´inτψpτq dτ
˙

ϕn .

Stąd

pPMψqptq “

π
ż

´π

1
2π

N
ÿ

n“´N

einpt´τqψpτq dτ “

π
ż

´π

DN pt ´ τqψpτq dτ,

gdzie

DN pθq “
1
2π

N
ÿ

n“´N

einθ, θ P R.

Funkcję DN nazywamy jądrem Dirichleta.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR ZIMOWY 2026/2027 14 / 16



RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

PRZYKŁAD

Mamy

DN pθq “
e´iNθ

2π

2N
ÿ

n“0

einθ “
e´iNθ

2π
1 ´ eip2N`1qθ

1 ´ eiθ

“
1
2π

e´iNθ ´ eipN`1qθ

1 ´ eiθ

“
1
2π

e´ipN` 1
2 qθ ´ eipN` 1

2 qθ

e´i 1
2 θ ´ ei 1

2 θ
“

sin
`

pN ` 1
2qθ

˘

2π sin
`1

2θ
˘

dla θ R 2πZ, natomiast DN pθq “ 2N`1
2π dla θ P 2πZ.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

TWIERDZENIE

Niech C będzie niepustym domkniętym i wypukłym podzbiorem przestrzeni
Hilberta H i niech φ P H zC. Wówczas istnieje jedyny wektor ξ P C
minimalizujący funkcję C Q ζ ÞÑ }φ´ ζ} P s0,`8r. Ponadto ξ jest jedynym
elementem C takim, że

Re xζ ´ ξ φ´ ξy ď 0, ζ P C.
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