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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

PRZYKLAD

Rozwazmy uktad {,}ny W przestrzeni Hilberta ¢2(N) zdefiniowany tak:

5n(k):{1 fe=n

0 w pozostatych przypadkach

Jest jasne, ze {0n}ney jest ukladem ortonormalnym oraz ze span{d,|n € N} jest
przestrzenia ciagow o skonczenie wielu niezerowych wyrazach.

Poniewaz kazdy element ¢ € (2(N) jest normowa granica ciagu (¢V)yen, gdzie

Ny )&k k<N
“k)_{o k>N’

Oznacza to oczywiscie, ze podprzestrzen span{d,|n € N} jest gesta w £2(N), a wiec
uktad {0} nen jest baza ortonormalng ¢2(N).
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WNIOSEK

Kazda przestrzen Hilberta jest izometrycznie izomorficzna z przestrzenia /5 (I) dla
pewnego 1.

DOwWOD W SZCZEGOLNYM PRZYPADKU.
Niech .7 bedzie przestrzenia Hilberta i przypuscémy, ze J# ma przeliczalna baze
ortonormalna (¢n)nen. Zdefiniujmy odwzorowanie U: 57 — (5(N) definiujac U¢

jako ciag skalaréw ((¢n|£)) Tak zdefiniowane odwzorowanie U jest liniowe, a

rownosc nett "
1Ue13 = > Konl&)) = €12
n=1

wynika z rownosci Parsevala. W koncu jesli a = (ap)nen jest dowolnym
Q0

elementem /5(N), to a = U¢ dla £ = > anon, czyli U jest izomorfizmem. O

n=1
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

UWAGI

© Baza ortonormalna nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta nie jest
jej baza w sensie algebraicznym.

© Dowolne dwie bazy ortonormalne przestrzeni tej samej przestrzeni Hilberta
sa réownoliczne (éwiczenia).

© Moc dowolnej bazy ortonormalnej przestrzeni Hilberta .77 nazywamy
wymiarem Hilberta /7 i oznaczamy symbolem dim .77 .

© Przestrzen Hilberta jest oSrodkowa (zawiera przeliczalny podzbior gesty)
wtedy i tylko wtedy, gdy dowolna jej baza ortonormalna jest przeliczalna lub
skonczona.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

TWIERDZENIE LUZINA

Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta i niech p bedzie regularna miara
borelowska na X. Niech A ¢ X bedzie podzbiorem borelowskim skoniczonej miary
if: X — C funkcja mierzalna réwna zero poza A. Wowczas dla dowolnego ¢ > 0
istnieje g € C.(X) taka, ze

u({xeX]f(x) o= g(x)}) <e.

Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta i niech p bedzie regularna miarg
borelowska na X. Wowczas dla kazdego p € [1, +oo[ przestrzen C.(X) jest gesta w
LP(X, ).




PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

LEMAT

Niech (2, u) bedzie przestrzenia z miara i niech S bedzie zbiorem funkcji
mierzalnych 2 — C o skonczonym obrazie i rownych zero poza zbiorem
skonczonej miary. Wéwczas S jest gesta podprzestrzenia LP(2, 1) dla kazdego

pe[l,+oof.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

DowoOD
Na poczatek zauwazmy, ze zbior S jest ewidentnie zawarty w LP(Q2, 1) dla
wszystkich p.

Ustalmy p i niech f € LP(Q2, u) bedzie nieujemna. Istnieje ciag (sn)neny nieujemnych
funkcji prostych taki, ze s, S J punktowo i s; < sp1 < f dla kazdego n. W
szczegb6lnosci |sy|P < fP, a wiec s, € S dla wszystkich n.

Co wiecej | f — splP = (f — sn)P < fP, a zatem na mocy twierdzenia o zbieznosci
ZImMajoryZowanej

1 = salf = [1f = snlPdp—o0.
Q
Oznacza to, ze s, —— f W LP(Q, u).
n—oo
Na koniec zauwazmy, ze dowolny element L?(€2, 1) jest kombinacja liniowa

nieujemnych funkcji z LP(Q, u). O
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

DOWOD WNIOSKU

Ustalmy p € [1,+oo[ i niech S oznacza przestrzen zdefiniowana w lemacie (dla
przypadku Q = X). Wystarczy udowodnié, ze kazdy element S mozna przybliza¢ z
dowolna dokladnoscia w L?(X, ;1) elementami przestrzeni C.(X).

Wezmy s € S oraz ¢ > 0. Z twierdzenia Luzina wiemy, Ze istnieje g € C.(X) taka, ze
zbior
A={xeX|s(x)#gx)}

ma miar¢ mniejsza niz . Potézmy M = sup ]s\ i niech

&S 6ol > M
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

DOWOD WNIOSKU

Wowczas

@ ge C.(X), gdyz g jest ztozeniem g i ciaglego odwzorowania C — C,
@ sup|g| < M.
Co wiecej g rozni sie od g tylko na zbiorze A, a wiec s = g na X\A. Mamy tez

lg— s|2 = f g sPPdu = f 19— sPPdy < u(A) sup|g — sIP < (2M)P,
X A

co pokazuje, ze w LP(X, u) mozemy przybliza¢ dowolna funkcje s € S elementami
przestrzeni C.(X) z dowolna precyzja. O
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

[WIERDZENIE STONE’A-WEIERSTRASSA

Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta i niech < bedzie podprzestrzenia
przestrzeni Co(X) taka, ze

@ dla dowolnych f,g e & mamy fge <7,
© dla dowolnej f € &/ mamy f € <7,
© dla dowolnych x;,x € X, x; # Xy istnieje f € &/ taka, ze f(x]) # f(xw),
Q dla kazdego x € X istnieje f € o taka, ze f(x) # O.
Wowczas < jest gesta w Co(X).

@ Punkt @ mowi, ze </ jest algebra,

@ Punkt @ mowi, ze </ jest algebra z inwolucja (+-algebra),

@ Punkt @ mowi, ze </ rozdziela punkty X,

@ Punkty @ i @ razem moéwia, ze </ mocno rozdziela punkty X.

o Gdy X jest przestrzenia zwarta, @ zamienia sie zwykle na zalozenie, Ze
1x € o/ (& jest algebra z jedynka).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

WNIOSEK

Dla dowolnego p € [1, + o[ przestrzen C*(R4) jest gesta w LP(RY).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

Wystarczy udowodni¢, ze kazda f € C.(R4) jest granica ciagu elementow C*(R%)
w normie | - |,. Ustalmy wiec f € C.(R9) i niech K bedzie zbiorem postaci

K =[a;,b1] x --- x [aq, bq]

zawierajacym nosnik f.

Teraz rozwazmy zbioér funkcji wielomianowych na R9 obcietych do K. Na mocy
twierdzenia Stone’a-Weierstrassa zbior ten jest gesta podprzestrzenia C(K) w
normie | - |,k (norma jednostajna na C(K)). Stad dla kazdego ¢ > O istnieje
wielomian p; taki, ze ||p. — f|«.k < . Teraz niech K’ bedzie zbiorem postaci

K = [a/hb/l] Xoeee X [a::iv bél]a

gdzie a; < aj < b; < b; dla wszystkich i i miara Lebesgue’a zbioru K\K’ jest
mniejsza niz .
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

| rerTETmEmTEG
Niech ¢ bedzie gtadka funkcja R4 - [0, 1] o no$niku zawartym w K taka, ze p = 1
na K’ i potézmy g. = pp.. Zauwazmy, ze

lg- — fIB = j 19-(x) — f(x)|P dx = f 19-(x) — f()|P dx + j 19:(x) — f(x)| dx.
R4 K’

K\K’

Drugi skladnik po prawej stronie szacujemy w nastepujacy sposob:

f 19:(x) — F(x)|P dx = f 1p-(x) — F()P dx < (Ip: — Flloo)PIK'| < £P|K].
K’ K’
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

Natomiast pierwszy skladnik szacujemy tak:

[ 960 = 0P ax < (suplgn(o) (0] IR < (Igelieke + 1) IKVK

K < (1<l + |f oo, )P IENK| = (1P = f + Fllooc + | floo,ic) PIK\K|
< (1P = fllouk + 200 k) PIE\K'| < (€ + 2] f o) e
W konsekwencji 1
I9: = fllp < (£ + 21 f 1o ) e + 71K ),
a ta wielkosS¢ moze by¢ dowolnie mata przy odpowiednio matym e. O
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

UWAGA

Powyzszy dowod mozna przeprowadzic¢ takze bez uzycia twierdzenia
Stone’a-Weierstrassa. Przykladowa technika alternatywnego dowodu jest tak
zwana regularyzacja przez splot.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

PRZYKELAD

Zdefiniujmy funkcje {bn}nez ktadac

bn(z) = 2", zeT, neZ.

Latwo sie przekonac, ze {dn}nez jest uktadem ortonormalnym w L?(T) (ze znorma-
lizowana miara Lebesgue’a m). Zauwazmy tez, ze podprzestrzen

o/ = span{bn|ne 7z}
jest =-podalgebra z jedynka w C(T), ktora rozdziela punkty, a wiec na mocy

twierdzenia Stone’a-Weierstrassa, ./ jest gesta w C(T) w normie | - [|,. Wynika
stad, ze < jest gesta w C(T) w normie | - |2, bo jesli fi k—>fjednostajnie, to
—00

i [ e~ dm < Jim |12 = o.
k—o k—o0
T
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

PRZYKELAD

Skoro C(T) jest gesta podprzestrzenia L?(T), natychmiast widzimy, ze {¢n}nez jest
baza ortonormalna L%(T).

Teraz rozwazmy przestrzen L?([—n,7]) i uktad trygonometryczny {¢n}ncz. Przes-
trzen L%([-n,n]) jest izometrycznie izomorficzna z L*(T) poprzez odwzorowanie
W: L%(T) — ([, «]) zdefiniowane wzorem

(Wo)(t) = \/%gp(eit), tel]-m,n], g€ LQ(']I').

Istotnie: nietrudno sie przekonac, ze W jest odwzorowaniem izometrycznym, a z
drugiej strony dla kazdego v € L?([—, 7]) mamy ¢ = W, gdzie

o(z) = V2rp(Llog(z)), zeT

przy czym %log oznacza odwzorowanie odwrotne do |—x, 7] 3 t — elt € T.

P.M. SotTaN (KMMF) MHS SEMESTR ZIMOWY 2026/2027 17 /18



PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH LP

PRZYKLAD

Ponadto dla kazdego n € Z mamy ¢, = Wp,. Skoro {$dn}nez jest baza ortonor-
malna przestrzeni L%(T), podprzestrzen span{¢,|n € Z} jest gesta w L?([—,7]).
Innymi stowy {¢n}ncz jest baza ortonormalna przestrzeni Hilberta L?([—7, 7]).
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