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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

WNIOSKI

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym. Woéwczas
Q@ funkcja Vs v~ |v| =+/{(v|v) € [0, +0[ jest norma,
@ jesli v, w e V spetiaja [(v|w)| = |v]|w

, to sa proporcjonalne,

© iloczyn skalarny jest ciagly wzgledem metryki wyznaczonej przez norme i
jednostajnie ciagly na zbiorach ograniczonych,

Q dla dowolnego v e V mamy |v| = sup [(w|v)|,
[w]=1

@ jesli v; i vy spelniaja (w|v;) = (w|ve) dla wszystkich we V, to v; = vs.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoOD

Ad @. Jest jasne, ze |av|? = (av|av) = |a?(v|v) = |a|?||v|? dla wszystkich ve V i
« € C. Dalej, na mocy nieréwnosci Schwarza

v+ wH2 =V + w|v+ w) = (v|v) + (V|w) + (w|v) + (w|w)
= [v]?® + 2Re (v|w) + |w|? < [v]* + 2|(v|w)| + |w]?
2
< vf? + 2)v]w] + [w]? = (Jv] + |w])~.

Ad @. Niech [(v|w)| = |v]|w]|. Tak jak w dowodzie nieré6wnosci Schwarza, mozemy
wybrac 6 tak, aby {e'v|w) = [(v|w)|. Wtedy wyréznik wielomianu

<ewv + twlev + tw> = (w|w)t? + 2[(v|w)lt + (v|v) = |w|?* + 2[Kv|w)|t + [v]?

jest rowny zero.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoD
Tak wiec istnieje t € R takie, ze (e'v + tow|ev + tow) = 0, czyli ev+ Lw =0, a
wiec v i w sa proporcjonalne.

Ad @. Jesli v, — viw, — w, to
n—oo n—oo

< ‘<Un‘wn> - <Un‘w>{ + ’<Un‘w> - <U‘w>|
< [(vn|wn — w)| + [(vn — v]w)|
< |

vnlllwn — w] + o — vlw] — 0

’<Un‘wn> - <U‘w>’

poniewaz ciag ([vn),  jest ograniczony. Powyzszy wzor pokazuje rowniez, ze
iloczyn skalarny jest jednostajnie ciagly na ograniczonych podzbiorach V x V.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoOD

Ad @. Wzor v = sup |(w|v)|jest oczywisty dla v = 0. Jesli v # 0, to z nier6wnosci
[w]=1
Schwarza wnioskujemy, ze

sup [(w|v)| < sup [wl[v] =[],
|w|=1 w|=1
a z drugiej strony, biorac w = m otrzymujemy
2
Kwlvy] = fpcvlvy = rlvl? = o

Ad @. Rozwazmy v = v; — v;. Wowczas dla dowolnego w € V mamy (w|v) =
(w|vy) — (w|ve) = 0, a wiec |v| = 0 na mocy punktu @. O
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STWIERDZENIE (REGULA ROWNOLEGLOBOKU)

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym. Wowczas dla
dowolnych v, w € V mamy |[v+ w|? + [v — w|? = 2(|v|? + [w]?).

DowoOD

v+ w|? + |v—w|? = W+ wlv+ w) + (v - w|lv— w)
= ((v]v) + VW) +(Wwlv) +(Wwwp) + ((v|v) — (V|w) — (w|v) +(w|w))
= 2{v|v) + 2{w|wy). O

UWAGA

Niech V bedzie przestrzenia z norma, w ktorej

2 2 2 2
[v+w|* + o — w|* = 2(Jv]* + [w]*).

zachodzi dla wszystkich v i w. Woéwczas istnieje iloczyn skalarny na V taki, ze
[v]| = 4/{v|v) dla wszystkich v e V.



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

@ Niech V bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym.

@ Dalej niech (vn)ner bedzie ukladem liniowo niezaleznym (przy czym
I={1,...,N}lubI=N).
@ Indukcyjnie definiujemy ciagi (Yn)ner 1 (€n)ner W nastepujacy sposob:
° ylzvlielzug—i”,
k-1
° Y =ux— ) {efveie =l dap>
i=1
@ Otrzymane uklady (yn)ner i (en)ner spelniaja
o ukiad (yn)nes jest liniowo niezalezny,
o uklad (en)ner jest ortonormalny,
e span{v, | ne I} = span{y, | ne I} = span{e, |n e I}.
@ Operacje przejscia od ukladu (vn)ner do (Yn)ner nazywamy ortogonalizacja, a
od (Un)ner do (en)ner — ortonormalizacja Grama-Schmidta.
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PRZYKLAD

Niech (€2, 1) bedzie przestrzenia z miara. Dzigki nierownosci Héldera wiemy, ze
dla dowolnych ¢, € L2(, 1) calka

JW du

Q
jest dobrze zdefiniowana i nietrudno sie przekonac, ze (¢, ) — {(p|) = (P du
Q

jest iloczynem skalarnym na L2(Q, ). Co wiecej, mamy |¢|ls = 1/{p|e) dla
wszystkich ¢ € L2(Q2, u). W szczegolnosci L?(€2, i) jest przestrzenia Hilberta.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DEFINICJA

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta. Uklad wektorow (&;)ic; nazywamy
ortonormalnym, jesli (§;|¢;) = J; ; dla wszystkich i,j e I.

e Kazdy uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

o W szczegolnosci jesli (&;)ier jest ukladem ortonormalnym w przestrzeni .77, to
mozemy uwazac {;}ies za podzbior 7.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

PRZYKLADY

© Niech J bedzie dowolnym zbiorem. Dla j € J niech J; oznacza funkcje
charakterystyczna singletonu {j}. Wéwczas (¢j)jcs jest uktadem
ortonormalnym w przestrzeni /o(J).
@ Rozwazmy przestrzen Hilberta L?([—7, 7]) (domy$lnie z miara Lebesgue’a) i
dla n € Z niech
on(t) = \/%emt, te[—m .

Wowczas uklad {¢n}nez jest ortonormalny. Uklad ten nazywamy ukladem
trygonometrycznym.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

TWIERDZENIE

Niech (¢n)neny bedzie ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta /7 i niech
(an)nen bedzie ciagiem slakaréw sumowalnym z kwadratem. Wowczas szereg
ee}

> ano¢n jest zbiezny w 7.

n=1
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

PROOF.

Dowod Rozwazmy ciag sum czesciowych

n

n— sp = Z APk
k=1
Dla m > n mamy
m n m m
Ism—sal?={ > axd| > ady= D @oldiloy = Y, lowl?
k=n+1 l=n+1 k,l=n+1 k=n+1

a ta wielkosc jest dowolnie mala, jesli tylko n jest dostatecznie duze, gdyz szereg
o0

| |? jest zbiezny. Innymi stowy ciag (sn)nen jest zbiezny. O
k=1
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

TWIERDZENIE

Niech (¢n)neny bedzie ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta /7 i niech
¢ e . Dla ne N potézmy an = (pn|&). Woéwczas

o0
0 > |anf? < +oo,

n=1
Q0
@ wektor & =& — > an¢n jest ortogonalny do ¢, dla wszystkich m € N.
n=1
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

Ad @. Dla N € N mamy
N N N

OéHf— Zan¢n = §— Zanﬁbnf_ Z am¢m>
m=1

N N
= <§‘§> < am¢m> <Z andn §> + <Z andn Z am¢m>
m=1 n=1 m=1

= lgl* - Z T(pnle) — 2 am(&|pm) + 2 o bn|dmy

n=1 m,n=1

= llgl? - Z |on|? — Z |oml? + Z |on|?,
n=1 m=1 n=1

N 0
awiec Y] |an|? < |€]? dla wszystkich N. Stad Y. |an|? < +o0.
n=1

2
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

0
Ad @. Skoro szereg > an¢n jest zbiezny, mozemy rozwazac¢ wektor
n=1

g =£—) andn

n=1

i dla kazdego m mamy

<¢m‘§/> = <¢m‘§> - <¢m

Z an¢n> = (pm|&) — 2 an{dm|¢n) = am — am = 0,
n=1 n=1

czyli ¢ jest ortogonalny do ¢n,. O
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

W dowodzie ostatniego twierdzenia wykazalisSmy, Ze jesli (¢n)nen jest ukladem
ortonormalnym w przestrzeni Hilberta .7 i { € 7, to

3 Kenl6® < l€)?.
n=1

Nieré6wnosc¢ ta znana jest pod nazwa nieré6wnosci Bessela.
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TWIERDZENIE

Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech (¢n)neny bedzie ukladem
ortonormalnym w 7. Wéwczas nastepujace warunki sa rownowazne:

Q@ uklad (¢n)nen jest maksymalny,
@ podprzestrzen span{¢n | i € N} jest gesta w 7,
@ dla dowolnego ¢ € 7 warunek (¢,|¢) = O dla wszystkich n € N pociaga ¢ = 0,

@ dla dowolnego £ € 2 mamy £ = io] {Pn|&dn,
n=1

@ dla dowolnych ¢, € # mamy (£|n) = i_oll (&l dn|n)s

O dla dowolnego ¢ € % mamy |£[? = %O] ’<¢n\§>|2.
n=1
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DowoOD

@ = O Niech .# oznacza domkniecie span{¢n|n € N} (jest jasne, ze .# jest
podprzestrzenia .%°) i przypusémy, ze .# # . Wezmy wektor { € 7\.#. Wtedy
¢ # 0 i na mocy poprzedniego twierdzenia wektor

g =¢= Y, ($nl¢n

n=1

jest ortogonalny do wszystkich ¢,,. Co wiecej &' # 0, bo warunek ¢ = 0 oznacza
& e /. Niech n = ﬁ Wowcezas n ma dlugosc 1 i jest ortogonalny do wszystkich
¢m, a wiec uktad {¢m}nen U {n} jest ortonormalny i Scisle wiekszy niz {¢n} nen-
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DowoD

Q@ = © Jesli £ € 7 jest ortogonalny do ¢, dla wszystkich m € N, to £ jest
ortogonalny do span{¢n | n € N}, tj.

(&) =0,  nespan{¢n|neN}.

Na mocy ciagltosci iloczynu skalarnego otrzymujemy wiec (n|¢) = O dla kazdego
ne A, np. dlan =&, co daje ¢ = (£[€) = 0.

© = O Polézmy
¢ =€) ($nl&¢n.
n=1

Skoro ¢’ jest ortogonalny do wszystkich ¢, otrzymujemy ¢’ = O.
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DowoD

Q = @ Z ciaglosci iloczynu skalarnego i jego antyliniowosci wzgledem pierwszego
argumentu dostajemy

Emy = D {onl&n|n ) = > (Bnl&Xdnlmy = Y Eldn)énln).
n=1 n=1 n=1

Q@ = O Kladziemy n = &.
O = Q Przypuscmy, ze S jest ukladem ortonormalnym w .7 takim, ze {¢n}neny & S

0

iwezmy ¢ € S\{¢n}nen. Wtedy 1 = ||€]2 = ] }<¢n\§>\2 = 0. Sprzecznosc ta pokazuje,
n=1

ze uktad {¢n}nen jest maksymalny. O
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DEFINICJA

Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta. Uklad ortonormalny (¢n)ney W 57
speliajacy rownowazne warunki z poprzedniego twierdzenia nazywamy baza
ortonormalna przestrzeni J7.

@ Niech (¢n)nen bedzie baza ortonormalna przestrzeni Hilberta /7.

0
@ Zapisanie dowolnego ¢ € 5 w postaci ), {(¢n|&)¢n nazywamy rozwinieciem
n=1
Fouriera { w bazie (¢n)nen-

@ Rownosc "
2 2
112 = > Konl&)]
n=1
nosi nazwe rownosci Parsevala.

o Kazda przestrzen Hilberta ma baz¢ ortonormalna.
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