
PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

MATEMATYKA MECHANIKI KWANTOWEJ

METODY PRZESTRZENI HILBERTA, WYKŁAD 2
WYDZIAŁ FIZYKI UW

Piotr M. Sołtan

Katedra Metod Matematycznych Fizyki

Semestr zimowy 2026/2027

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR ZIMOWY 2026/2027 1 / 20



PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

Dla mierzalnej f : Ω Ñ C definiujemy

} f }8 “ ess sup | f | “ inf
∆ĂΩ

µpΩz∆q“0

sup
xP∆

ˇ

ˇ f pxq
ˇ

ˇ.

Zauważmy, że
␣

f
ˇ

ˇ } f }8 “ 0
(

“
␣

f
ˇ

ˇ f 9“ 0
(

“ N .

Ponadto } f ` g}8 ď } f }8 ` }g}8 dla dowolnych f i g i }λf }8 “ |λ|} f }8 dla
wszystkich f oraz λ P C
Kładziemy L 8pΩ, µq “

␣

f
ˇ

ˇ } f }8 ă `8
(

i definiujemy

L8pΩ, µq “ L 8pΩ, µq{N .

FAKT

L8pΩ, µq z normą } ¨ }8 jest przestrzenią Banacha.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

Niech I będzie dowolnym zbiorem.

Rozważając na I miarę liczącą µ, możemy utworzyć przestrzenie LppI , µq

(p P r1,`8s). W tej sytuacji przestrzeń tę oznaczamy symbolem ℓppIq.

Gdy I jest zbiorem d elementowym, przestrzeń ℓppIq jest izomorficzna z Cd z
normą

›

›

›

›

›

›

›

»

—

–

λ1
...
λd

fi

ffi

fl

›

›

›

›

›

›

›

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ˆ

d
ř

i“1
|λi |

p
˙

1
p

p P r1,`8r

maxi |λi | p “ `8

.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR ZIMOWY 2026/2027 3 / 20



PRZESTRZENIE BANACHA OPERATORY OGRANICZONE

STWIERDZENIE

Niech X i Y będą przestrzeniami z normą i niech T : X Ñ Y będzie odwzorowaniem
liniowym. Wówczas następujące warunki są równoważne:

1 odwzorowanie T jest ciągłe,
2 odwzorowanie T jest ciągłe w 0,
3 mamy sup

}x}“1
}Tx} ă `8.

DEFINICJA

Odwzorowanie liniowe T : X Ñ Y spełniające powyższe warunki nazywamy
ograniczonym. Zbiór wszystkich ograniczonych operatorów X Ñ Y oznaczamy
symbolem BpX,Yq, a w przypadku Y “ X piszemy BpXq.
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PRZESTRZENIE BANACHA OPERATORY OGRANICZONE

Funkcja
} ¨ } : BpX,Yq Q T ÞÝÑ }T } “ sup

}x}“1
}Tx} P r0,`8r

jest normą.

Ponadto jeśli Y jest zupełna, to przestrzeń BpX,Yq z normą } ¨ } jest
przestrzenią Banacha.

Gdy Y “ C, przestrzeń BpX,Yq oznaczamy symbolem X˚ i nazywamy
przestrzenią sprzężoną do X.

Z twierdzenia Hahna-Banacha wynika, że odwzorowanie κ : X Ñ X˚˚ zadane
wzorem

κpxqpϕq “ ϕpxq, x P X, ϕ P X˚

jest izometrią. Obraz κ może być właściwą podprzestrzenią X˚˚.
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PRZESTRZENIE BANACHA OPERATORY OGRANICZONE

PRZYKŁAD

Niech p P r1,`8r i niech q P s1,`8s będzie takie, że 1
p ` 1

q “ 1. Wówczas
1 dla każdego b P ℓq ciąg ab jest sumowalny i odwzorowanie

φb : ℓp Q a ÞÝÑ

8
ÿ

n“1

bnan P K

należy do ℓ˚
p,

2 każdy element ℓ˚
p jest postaci φb dla jedynego b P ℓq,

3 odwzorowanie ℓq Q b ÞÑ φb P ℓ˚
p jest izometrią.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR ZIMOWY 2026/2027 6 / 20



PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKOŃCZENIE WYMIAROWE

TWIERDZENIE

Niech pX, } ¨ }q będzie skończenie wymiarową przestrzenią z normą.
1 Niech Y będzie przestrzenią z normą i niech T : X Ñ Y będzie odwzorowaniem

liniowym. Wówczas T jest ciągłe.
2 Niech } ¨ }1 będzie inną normą na X. Wówczas istnieją stałe c1, c2 ą 0 takie, że

c1}x} ď }x}1 ď c2}x}, x P X.
3 Każdy domknięty i ograniczony podzbiór X jest zwarty.
4 X jest przestrzenią Banacha.

WNIOSEK

Niech X będzie przestrzenią z normą, a Y jej skończenie wymiarową
podprzestrzenią. Wtedy Y jest skończenie wymiarową przestrzenią z normą, a
więc jest zupełna i w konsekwencji domknięta w X. Innymi słowy każda
skończenie wymiarowa podprzestrzeń przestrzeni z normą jest domknięta.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKOŃCZENIE WYMIAROWE

STWIERDZENIE

Niech X będzie skończenie wymiarową przestrzenią z normą nad ciałem K “ R
lub C i niech te1, . . . , edu będzie bazą X. Wówczas izomorfizm

Λ: Kd Q

«

λ1...
λd

ff

ÞÝÑ

d
ÿ

i“1

λiei P X

jest homeomorfizmem, przy czym na Kd rozważamy metrykę pochodzącą od
normy
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“ max
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKOŃCZENIE WYMIAROWE

DOWÓD

Odwzorowanie Λ jest ciągłe, jako że
›

›

›

›

›

Λ

«

λ1...
λd

ff

´ Λ

«

µ1...
µd

ff
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“
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›

d
ÿ

i“1

pλi ´ µiqei

›

›

›

›

ď

d
ÿ

i“1

|λi ´ µi |}ei} ď max
␣

|λ1 ´ µ1|, . . . , |λd ´ µd |
(

d
ÿ

i“1

}ei},

czyli }Λ} ď
d
ř

i“1
}ei}.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKOŃCZENIE WYMIAROWE

DOWÓD

Przypuśćmy teraz, że Λ´1 nie jest ciągłe. Wtedy Λ´1 jest nieciągłe w punkcie
0 P X, a więc istnieje ciąg pxnqnPN elementów X taki, że xn ÝÝÝÑ

nÑ8
0, ale ciąg punqnPN

elementów Kd zdefiniowany jako

un “ Λ´1xn , n P N

nie jest zbieżny do zera. Innymi słowy istnieje stała δ ą 0 taka, że }un} ě δ dla
nieskończenie wielu n. Przechodząc do podciągu możemy przyjąć, że

}un} ě δ, n P N. (♣)
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKOŃCZENIE WYMIAROWE

DOWÓD

Połóżmy vn “ un
}un}

. Wektory tvnunPN są elementami pd ´ 1q-wymiarowej sfery o
środku w zerze i promieniu 1 w K, która jest zbiorem zwartym (jest domkniętym
i ograniczonym podzbiorem Kd). Stąd istnieje podciąg pvnk qkPN ciągu pvnqnPN taki,
że vnk ÝÝÝÑ

kÑ8
v dla pewnego v ze sfery jednostkowej (}v} “ 1).

Mamy
Λvn “ 1

}un}
Λun “ 1

}un}
xn ÝÝÝÑ

nÑ8
0,

bo pxnqnPN zbiega do zera a ciąg współczynników
´

1
}un}

¯

nPN
jest ograniczony

(por. (♣)).

Przechodząc do podciągu dostajemy

0 ‰ v ÐÝÝÝ
8Ðk

vnk

Λ
ÞÝÑ 1

}unk }
xnk ÝÝÝÑ

kÑ8
0,

jako że Λ jest ciągłe. Ale to stoi w sprzeczności z injektywnością Λ i w efekcie
pokazuje, że Λ´1 musi być ciągłe.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKOŃCZENIE WYMIAROWE

DOWÓD TWIERDZENIA

Ad 1 . Niech te1, . . . , edu będzie bazą X i niech Λ: Kd Ñ X będzie homeomorfizmem
opisany w poprzednim stwierdzeniu. Dalej niech

Γ: Kd Q

«

λ1...
λd

ff

ÞÝÑ

d
ÿ

i“1

λTei P X.

Tak samo jak w przypadku Λ pokazujemy, że odwzorowanie Γ jest ciągłe. Jest też
jasne, że T “ Γ ˝ Λ´1, a więc T jest ciągłe.

Ad 2 . Rozważmy odwzorowanie identycznościowe 1X : X Ñ X jako odwzorowanie
z pX, } ¨ }q do pX, } ¨ }1q. Na mocy punktu 1 odwzorowanie to jest ciągłe, a więc jest
ograniczone. Kładąc c2 “ }1X} otrzymujemy

}x}1 “ }1Xx}1 ď }1X}}x} “ c2}x}, x P X.

Podobnie pokazujemy istnienie stałej c1 ą 0 takiej, że }x} ď 1
c1

}x}1 (x P X), co daje
nam c1}x} ď }x}1 ď c2}x} dla wszystkich x.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKOŃCZENIE WYMIAROWE

DOWÓD TWIERDZENIA

Ad 3 . Niech K Ă X będzie domknięty i ograniczony. Odwzorowanie Λ´1 : X Ñ Kd z
poprzedniego stwierdzenia jest ciągłe, a więc ograniczone. Wynika stąd, że Λ´1pKq

jest ograniczonym podzbiorem X:

sup
␣

}Λ´1k}
ˇ

ˇk P K
(

ď }Λ´1} sup
␣

}k}
ˇ

ˇk P K
(

.

Oczywiście Λ´1pKq jest także zbiorem domkniętym, jako że odwzorowanie Λ jest
ciągłe.

Oznacza to, że zbiór Λ´1pKq jest zwarty, a stąd oczywiście K “ Λ
`

Λ´1pKq
˘

jest
zwarty.

Ad 4 . Niech pxnqnPN będzie ciągiem Cauchy’ego w X i niech K “
␣

xn
ˇ

ˇn P N
(

.
Wówczas zbiór K jest domknięty i ograniczony, a więc na mocy punktu 3 jest
zwarty. Wynika stąd, że ciąg pxnqnPN ma podciąg zbieżny pxnk qkPN. Ale ciąg
Cauchy’ego, którego podciąg jest zbieżny, musi być zbieżny (do tej samej granicy).
Oznacza to, że przestrzeń X jest zupełna.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DEFINICJA

Niech V będzie przestrzenią wektorową nad C. Formą półtoraliniową na V
nazywamy odwzorowanie F : V ˆ V takie, że

1 dla każdego v P V odwzorowanie V Q w ÞÑ F pv,wq P C jest liniowe,
2 dla każdego w P V odwzorowanie V Q v ÞÑ F pv,wq P C jest antyliniowe.

Forma półtoraliniowa F na V jest
1 hermitowska, jeśli F pw, vq “ F pv,wq dla wszystkich v,w P V,
2 dodatnia, jeśli F pv, vq ě 0 dla wszystkich v P V,
3 ściśle dodatnia, jeśli F pv, vq ą 0 dla wszystkich v P Vzt0u.

Iloczynem skalarnym na V nazywamy ściśle dodatnią formę półtoraliniową na
V. Zazwyczaj oznaczamy ją symbolem x¨ ¨y.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (TOŻSAMOŚĆ POLARYZACYJNA)
Niech F będzie formą półtoraliniową na V. Wówczas

F pv,wq “ 1
4

3
ÿ

k“0

ikF pw ` ikv,w ` ikvq, v,w P V.

DOWÓD

Mamy

F pw ` v,w ` vq “ F pw,wq ` F pw, vq ` F pv,wq ` F pv, vq,

iF pw ` iv,w ` ivq “ iF pw,wq ´ F pw, vq ` F pv,wq ` iF pv, vq,

´F pw ´ v,w ´ vq “ ´F pw,wq ` F pw, vq ` F pv,wq ´ F pv, vq,

´iF pw ´ iv,w ´ ivq “ ´iF pw,wq ´ F pw, vq ` F pv,wq ´ iF pv, vq.

Dodając stronami powyższe równości otrzymujemy
3
ř

k“0
ikF pw ` ikv,w ` ikvq “ 4F pv,wq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

PRZYKŁADY INNYCH FORM TOŻSAMOŚCI POLARYZACYJNEJ

1 F pv,wq “ 1
4

3
ř

k“0
i´kF pv ` ikw, v ` ikwq,

2 F pv,wq “
ş

T
z F pw ` zv,w ` zvq dµpzq, gdzie µ jest borelowską miarą

probabilistyczną na T taką, że
ş

T
z dµpzq “

ş

T
z2 dµpzq “ 0.

UWAGA

Funkcja z ÞÑ F pw ` zv,w ` zvq jest ciągła, a więc całka w punkcie 2 ma sens.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE

Niech V będzie przestrzenią wektorową nad C i niech F będzie formą
półtoraliniową na V. Wtedy

1 jeśli F jest ściśle dodatnia, to F jest dodatnia,
2 jeśli F jest dodatnia, to F jest hermitowska.

DOWÓD PUNKTU 2

Na mocy tożsamości polaryzacyjnej dla dowolnych v,w P V mamy

F pv,wq “ 1
4

3
ÿ

k“0

ikF pw ` ikv,w ` ikvq “ 1
4

3
ÿ

k“0

i´kF pw ` ikv,w ` ikvq

“ 1
4

3
ÿ

k“0

i´kF pw ` ikv,w ` ikvq “ F pw, vq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (NIERÓWNOŚĆ SCHWARZA)
Niech V będzie przestrzenią wektorową nad C i niech F będzie dodatnią formą
półtoraliniową na V. Wtedy

ˇ

ˇF pv,wq
ˇ

ˇ ď F pv, vq
1
2 F pw,wq

1
2 .

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR ZIMOWY 2026/2027 18 / 20



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DOWÓD

Rozważmy funkcję f : R Q t ÞÑ F pv ` tw, v ` twq. Funkcja ta przyjmuje wyłącznie
nieujemne wartości, a ponadto

f ptq “ F pw,wqt2 ` 2ReF pv,wqt ` F pv, vq,

a wiec ∆ “ 4
`

ReF pv,wq
˘2

´ 4F pw,wqF pv, vq ď 0, czyli

`

ReF pv,wq
˘2

ď F pw,wqF pv, vq.

Nierówność ta zachodzi dla wszystkich v i w, a więc także dla par postaci
peiθv,wq, gdzie θ jest tak dobrana, że e´iθF pv,wq ě 0. Mamy wtedy

ˇ

ˇF pv,wq
ˇ

ˇ

2
“
`

e´iθF pv,wq
˘2

“
`

ReF peiθv,wq
˘2

ď F pw,wqF peiθv, eiθvq “ F pw,wqF pv, vq.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR ZIMOWY 2026/2027 19 / 20



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DEFINICJA

Przestrzenią Hilberta nazywamy przestrzeń z iloczynem skalarnym, która jest
zupełna względem metryki wyznaczonej przez normę zdefiniowaną przez iloczyn
skalarny.

PRZYKŁAD

Każda skończenie wymiarowa przestrzeń z iloczynem skalarnym jest przestrzenią
Hilberta.

PRZYKŁAD

Niech V będzie przestrzenią z iloczynem skalarnym i niech H będzie
uzupełnieniem przestrzeni metrycznej pV,dq, gdzie dpv,wq “ }v ´ w} (norma
zdefiniowana przez iloczyn skalarny). Operacje algebraiczne, norma i iloczyn
skalarny rozszerzają się jednoznacznie na całą przestrzeń H , która wraz z tymi
operacjami jest przestrzenią Hilberta.
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