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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

e Dla mierzalnej f: Q — C definiujemy

|fllec = esssup | f| = inf sup|f(x)].

(2\2)=0

e Zauwazmy, ze { f || fl|e =0} = {f|f =0} =4
@ Ponadto |f + glw < | fleo + [gleo dla dowolnych 1 g1 [Af]o = [Al] f]o dla
wszystkich f oraz A e C

e Ktadziemy 2% (Q, ) = {f||fle < +o0} i definiujemy

L2, ) = L2, p) /A

FAKT

L*(2, u) z norma || - | jest przestrzenia Banacha.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

@ Niech I bedzie dowolnym zbiorem.
@ Rozwazajac na I miare liczaca u, mozemy utworzy¢ przestrzenie LP(I, u1)
(pe[1,+x]). W tej sytuacji przestrzen te oznaczamy symbolem ¢p(1).
e Gdy I jest zbiorem d elementowym, przestrzen £p(I) jest izomorficzna z C% z
norma
A

(£ |Ai|p); pe Lol

Ad max; |)\1‘ p =+
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PRZESTRZENIE BANACHA OPERATORY OGRANICZONE

STWIERDZENIE

Niech X i Y beda przestrzeniami z norma i niech T: X — Y bedzie odwzorowaniem
liniowym. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

@ odwzorowanie T jest ciagle,
© odwzorowanie T jest ciagle w O,

© mamy sup |Tx| < +oo.
x| =1

DEFINICJA

Odwzorowanie liniowe T: X — Y spekiajace powyzsze warunki nazywamy
ograniczonym. Zbior wszystkich ograniczonych operatoréw X — Y oznaczamy
symbolem B(X,Y), a w przypadku Y = X piszemy B(X).




PRZESTRZENIE BANACHA OPERATORY OGRANICZONE

e Funkcja
|- BX,Y) s T— |T| = sup |Tx| € [0, +oof

[x[=1
jest norma.

e Ponadto jesli Y jest zupelna, to przestrzen B(X,Y) z norma | - | jest
przestrzenia Banacha.

@ Gdy Y = C, przestrzen B(X,Y) oznaczamy symbolem X* i nazywamy
pPrzestrzenia sprzezona do X.

e Z twierdzenia Hahna-Banacha wynika, ze odwzorowanie ~: X — X** zadane
wzorem

K(X)(¢9) = d(x),  xeX, peX

jest izometria. Obraz x moze by¢ wlasciwa podprzestrzenia X**.
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PRZESTRZENIE BANACHA OPERATORY OGRANICZONE

PRZYKLAD

Niech p e [1, +oo[ i niech g € ]1, +0] bedzie takie, ze § + ¢ = 1. Wowczas

Q dla kazdego b € {4 ciag ab jest sumowalny i odwzorowanie

a0
op: lp3ar— Z bna, € K
n=1
nalezy do /%,
@ kazdy element / jest postaci ¢j, dla jedynego b € {g,
© odwzorowanie /g 3 b — ¢, € 6}", jest izometria.
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TWIERDZENIE

Niech (X, | - ||) bedzie skonficzenie wymiarowa przestrzenia z norma.

@ Niech Y bedzie przestrzenia z norma i niech T: X — Y bedzie odwzorowaniem
liniowym. Woéwczas T jest ciagte.

© Niech | - |’ bedzie inna norma na X. Wowczas istnieja stale c;, c; > O takie, ze
allx| < x|’ < e2flxl,  xeX

© Kazdy domkniety i ograniczony podzbiodr X jest zwarty.

©Q X jest przestrzenia Banacha.

WNIOSEK

Niech X bedzie przestrzenia z norma, a Y jej skonczenie wymiarowa
podprzestrzenia. Wtedy Y jest skonczenie wymiarowa przestrzenia z norma, a
wiec jest zupelna i w konsekwencji domknieta w X. Innymi stowy kazda
skonczenie wymiarowa podprzestrzen przestrzeni z norma jest domknieta.




PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

STWIERDZENIE

Niech X bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia z norma nad cialem K = R

lub C i niech {ey,..., eq} bedzie baza X. Woéwczas izomorfizm
A1 d
A: KOs | |—>Z)\ieieX
Ad i=1

jest homeomorfizmem, przy czym na K¢ rozwazamy metryke pochodzaca od
normy

A1
‘ H :max{|)\1,...,|)\d|}.
Ad
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

Odwzorowanie A jest ciagte, jako ze

i

2,

i=1

d d
< D i — pilled]| < max{|Ay — g, -, [Aa = pal} Y e,
i=1 =

d

d
czyli |A] < 3 Jled.
i=
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

DowoD

Przypusémy teraz, ze A~! nie jest ciagte. Wtedy A~! jest nieciagle w punkcie
0 € X, a wiec istnieje ciag (xn)nen €lementow X taki, ze x, — 0, ale ciag (Un)nen

elementow K9 zdefiniowany jako
up = A x, neN

nie jest zbiezny do zera. Innymi slowy istnieje stata ¢ > O taka, ze ||uy| > J dla
nieskonczenie wielu n. Przechodzac do podciagu mozemy przyjac, ze

lun|| =6, neN. (&%)
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

DowoOD

Potézmy v, = Hﬁ—zu Wektory {vn}neny sa elementami (d — 1)-wymiarowej sfery o
srodku w zerze i promieniu 1 w K, ktora jest zbiorem zwartym (jest domknietym
i ograniczonym podzbiorem K9). Stad istnieje podciag (vn,)ken ciagu (vn)nen taki,
Z€ Up, 2V dla pewnego v ze sfery jednostkowej (||v|| = 1).

Mam
y 1 Aun =

1
= T = =X
Tun] lunl ™™ oo

Avn 07

bo (xn)nen zbiega do zera a ciag wspotczynnikow (ﬁ) N jest ograniczony
/) ne

|
(por. ().
Przechodzac do podciggu dostajemy

A
0¢v<—k Un, 0,

1
,x _
0 lung [ g0

—>

jako ze A jest ciagle. Ale to stoi w sprzecznosci z injektywnoscia A i w efekcie
pokazuje, ze A~! musi by¢ ciagte. O
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

DOWOD TWIERDZENIA

Ad @. Niech {ey, ..., ey} bedzie baza X i niech A: K¢ — X bedzie homeomorfizmem
opisany w poprzednim stwierdzeniu. Dalej niech

d
— Z ATe; € X.
i=1

Tak samo jak w przypadku A pokazujemy, ze odwzorowanie I jest ciagle. Jest tez
jasne, ze T =T o A~!, a wiec T jest ciagle.

Ad @. Rozwazmy odwzorowanie identycznosciowe 1y: X — X jako odwzorowanie
z (X, | -]) do (X, - |'). Na mocy punktu @ odwzorowanie to jest ciaglte, a wiec jest
ograniczone. Kladac cy = |1x| otrzymujemy

lx|” = [1xx]" < [ix]|x] = callx], ~ xeX.

Podobnie pokazujemy istnienie stalej c¢; > O takiej, ze |x|| < éHxH’ (x € X), co daje
nam c¢; |x|| < x|’ < cz|x]|| dla wszystkich x.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

DOWOD TWIERDZENIA

Ad @. Niech K c X bedzie domkniety i ograniczony. Odwzorowanie A~!: X — K9 z
poprzedniego stwierdzenia jest ciagle, a wiec ograniczone. Wynika stad, ze A~ (K)
jest ograniczonym podzbiorem X:

sup{| A" | kc € K} < A2 sup{|k| | k € K}.

Oczywiscie A~!(K) jest takze zbiorem domknietym, jako ze odwzorowanie A jest
ciagle.
Oznacza to, ze zbiér A~!(K) jest zwarty, a stad oczywiscie K = A(A71(K)) jest
zwarty.

Ad @. Niech (xp)neny bedzie ciagiem Cauchyego w X i niech K = {x,|neN}.
Wowczas zbior K jest domkniety i ograniczony, a wiec na mocy punktu @ jest
zwarty. Wynika stad, Ze ciag (xn)ney ma podciag zbiezny (xn )ien. Ale ciag
Cauchy’ego, ktorego podciag jest zbiezny, musi by¢ zbiezny (do tej samej granicy).
Oznacza to, ze przestrzen X jest zupelna. O
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DEFINICJA

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C. Forma péltoraliniowa na V
nazywamy odwzorowanie F: V x V takie, ze

@ dla kazdego v € V odwzorowanie V 5 w — F(v, w) € C jest liniowe,

© dla kazdego w € V odwzorowanie V 3 v — F(v, w) € C jest antyliniowe.
Forma péttoraliniowa F na V jest

© hermitowska, jesli F(w, v) = F(v, w) dla wszystkich v,w eV,

© dodatnia, jesli F(v,v) > 0 dla wszystkich ve V,

© Scisle dodatnia, jesli F(v,v) > 0 dla wszystkich v € V\{0}.
Iloczynem skalarnym na V nazywamy Scisle dodatnia forme poéttoraliniowa na
V. Zazwyczaj oznaczamy ja symbolem (-|-).
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (TOZSAMOSC POLARYZACYJNA)

Niech F bedzie forma poéttoraliniowa na V. Wéwcezas
3
F(v,w) = ; Y i*F(w +i*v, w + i*v), v,we V.
le=0

DowoD

Mamy

F(w+v,w+v) = F(w,w) + F(w,v) + F(v,w) + F(v,v),
iF(w + iv, w + iv) = iF(w, w) — F(w, v) + F(v, w) + iF (v, v),
—F(w—v,w—v) = —F(w,w) + F(w,v) + F(v,w) — F(v, ),

—iF(w — iv,w — iv) = —iF(w, w) — F(w, v) + F(v,w) — iF (v, v).

Dodajac stronami powyzsze rownosci otrzymujemy i i*F(w + i, w + iv) = 4F(v,w). [
k=0



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

PRZYKLADY INNYCH FORM TOZSAMOSCI POLARYZACYJNEJ

3
Q@ F(v,w) =1 > i *F(v+ifw,v +ifw),
k=0
Q@ F(v,w) = {zF(w+ zv,w + zv) du(z), gdzie p jest borelowska miara
T

probabilistyczna na T taka, ze {zdu(z) = § 22 du(z) = 0.
T T

Funkcja z — F(w + zv, w + zv) jest ciagla, a wiec catka w punkcie @ ma sens.
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STWIERDZENIE

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C i niech F bedzie forma
pottoraliniowa na V. Wtedy

@ jesli F jest scisle dodatnia, to F jest dodatnia,

© jesli F jest dodatnia, to F jest hermitowska.

DOWOD PUNKTU 2

Na mocy tozsamosci polaryzacyjnej dla dowolnych v, w € V mamy

3 3
F(o,w) = } Y i*F(w + kv, w + ikv) = 1 ) i7*F(w + ikv, w + ikv)
k=0 k=0
3
=1 ), i *F(w+i*v, w +i*v) = F(w,v). O
k=0



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (NIEROWNOSC SCHWARZA)

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C i niech F bedzie dodatnia forma
pottoraliniowa na V. Wtedy

1

|F(v, w)| < F(v,v)2F(w, w)z.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoOD

Rozwazmy funkcje f: R 5t — F(v + tw, v + tw). Funkcja ta przyjmuje wylacznie

nieujemne wartosci, a ponadto
f(t) = F(w,w)t? + 2Re F(v, w)t + F(v, v),
a wiec A = 4(ReF(v, w))2 — 4F(w, w)F(v,v) < 0, czyli
(Re F(v, w))2 < F(w, w)F(v,v).

Nierownosc¢ ta zachodzi dla wszystkich v i w, a wiec takze dla par postaci
(ev, w), gdzie 0 jest tak dobrana, ze e F(v, w) > 0. Mamy wtedy

|F(v, w) ] (e F (v, w)) (Re F(e'v, w))2
< F(w, w)F(ev, ev) = F(w, w)F(v, v).
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DEFINICJA

Przestrzenia Hilberta nazywamy przestrzen z iloczynem skalarnym, ktora jest
zupelna wzgledem metryki wyznaczonej przez norme zdefiniowana przez iloczyn
skalarny.

PRZYKLAD

Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen z iloczynem skalarnym jest przestrzenia
Hilberta.

PRZYKLAD

Niech V bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym i niech .7 bedzie
uzupehieniem przestrzeni metrycznej (V, d), gdzie d(v, w) = ||[v — w| (norma
zdefiniowana przez iloczyn skalarny). Operacje algebraiczne, norma i iloczyn
skalarny rozszerzaja sie jednoznacznie na cala przestrzen .7, ktora wraz z tymi
operacjami jest przestrzenia Hilberta.
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