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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE FUNKCJI CIAGLYCH

@ Niech X bedzie przestrzenia zwarta.

@ Wowczas zbior C(X) wszystkich ciaglych funkcji X — C jest przestrzenia
Banacha z norma

[ flleo = i‘é;?'f("”’ J e C(X).

e Teraz niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta, tj. taka, ze kazdy punkt
x € X ma otoczenie o zwartym domknieciu.

e Woéwezas dla f € C(X) moze by¢ | f|. = +0o0, ale norma ma skonczone
wartosci na zbiorze C,(X) funkcji ciagltych i ograniczonych na X.

e C,(X) jest przestrzenia Banacha z norma | - |-
@ Niech Cy(X) oznacza zbior f € C(X) takich, ze dla dowolnej liczby v > O zbidr

{xeX‘|f(x)| >u}

jest zwarty. Jest jasne, ze Co(X) jest podzbiorem C,(X) i nietrudno sie
przekonac, ze jest to podprzestrzen wektorowa.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE FUNKCJI CIAGLYCH

STWIERDZENIE
Co(X) jest domknieta podprzestrzenia C,(X).

DowOD

Niech (fn)neny bedzie ciagiem elementow Cp(X) zbieznym jednostajnie do f.
Wowcezas oczywiscie | jest ciagla, a ponadto warunek

Ve>0 IN.eN Vn=N. |fo—Slo<e

pociaga za soba fakt, ze dla dowolnej liczby v > 0 oraz x takiego, ze | f(x)| > v
mamy

vy (0] = G0 = |00 = fivy (0] = v = | () — i

%(X)|>V_%:

a wiec {x € X’ | f(x)] = V} c {x € X‘ \fN% (x)| = %} Wynika stad, ze dla dowolnej
liczby v > O zbiér {x € X‘ | f(x)] = u} jest zwarty. O
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE FUNKCJI CIAGLYCH

@ Przestrzen Co(X) nazywany przestrzenia funkcji ciagltych znikajacych w
nieskonczonosci na X.

@ Czasami na oznaczenie Co(X) stosowana jest rowniez notacja Cy(X).
e W przypadku gdy przestrzen X jest dyskretna, piszemy c,(X) i co(X) zamiast
Cp(X) 1 Co(X), aw przypadku X = N po prostu ¢, (lub ¢) i cgp.
e Jesli X ma skonczenie wiele punktow, to C(X) = C,(X) = Co(X) jest
izomorficzna z przestrzenia CcXlz norma
A1
= max |Ai-

)‘|X| 0
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

e Niech (Q, 1) bedzie przestrzenia z miara i ustalmy p € [1, +o].
@ Dla mierzalnej funkcji f: 2 — C definiujemy

£l = ( | Iflpdu)p
Q

i Kladziemy 27(Q, 1) = {f||flp < +0} oraz A = {f|| f]p = O}.
@ Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnej mierzalnej funkcji f i A € C mamy

M lp = S -
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LEMAT

Mamy ./ = { f|f = 0}.

DowoOD

Jesli § | f|Pdp = 0O, to dla kazdego n € N zbior
)

Ap = {er“f(x)‘p>%}

jest miary zero (w przeciwnym razie § | f|Pdp > % 1(An) > 0 dla pewnego n). Stad
Q

()0

n=1

i w konsekwencji | f|P = O poza zbiorem miary zero. To oczywiScie oznacza, ze
Sf=0. O
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

TWIERDZENIE (NIEROWNOSC MINKOWSKIEGO)

Niech (2, u) bedzie przestrzenia z miara i niech f i g beda funkcjami mierzalnymi
2 — C. Wowczas

If +glp < flp + lglp- (*)
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

DowoOD

Jesli | f|p = +oo lub |g|p = +00, to nieréwnos¢ (x) jest spetniona. Z drugiej strony,
jesli | f|p = O to f =0, a wiec f + g =g i mamy

|.f +9glp = lglp = [0l + glp = [ £]p + gl

czyli (x) zachodzi réwniez w tym przypadku. Podobnie jest gdy ||g|, = O.

Udowodnimy teraz (x) w przypadku O < | f]p, |g[p < +o0. Wykorzystamy w tym
celu wypuktosé funkeji t — tP na [0, +oo|.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

DowoOD

Obliczamy

oo | g
1A lp + lglp Iflp+1lglp 1 flp+ lglp
S TP A (S
Ifllp + 1glp 1 f1p [ flp + lgllp llglp IS 1p lglp|’
: IS llp lglp _
gdzie o = HprJngHp ap= m Mamy o,3>0oraza + 3 = 1.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

.S+l —'a S 59 |_ (ﬂa}’lpwnggppdu)p < <J(a'f|'p+,3|9|'p)pdu>p
Q

I£lp+1gle 17151~ " lglp

<<J( Hljj“erﬂ‘IZ};) );=<”;”£J|flp u+’g‘pflg|p )

(| B+ g|pugrp) — (@ +5)

co konczy dowad. O

=
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WNIOSKI

Q@ Z7P(Q, ) jest przestrzenia wektorowa,

© ./ jest podprzestrzenia przestrzeni .£7(Q2, u).

DEFINICJA

Przestrzen LP((, ) jest to przestrzen ilorazowa .Z7(Q,v)/ A .

o Elementami L”(2, 1) sa klasy funkcji wzgledem relacji rownosci prawie
wszedzie.

@ Mimo to, dla f € £P(Q, u) zamiast f + .4 € LP(Q, u) piszemy zwykle f € LP(, ).
Moze to prowadzi¢ do niesScistosci, ale zazwyczaj dbamy, aby uznajac funkcje
S za element przestrzeni L?({2) nie wykonywac¢ na niej zadnych operacji, ktore
zalezalyby od f a nie od klasy f wzgledem relacji réwnosci prawie wszedzie.

@ Funkcja LP(Q, 1) 3 f — | fllp € [0, +0[ jest norma.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

[WIERDZENIE

Przestrzen LP({2, 4) z norma | - |, jest przestrzenia Banacha.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

DowoOD

Niech (fn)neny bedzie ciagiem Cauchy’ego w LP(Q2, 1) i wybierzmy z niego podciag

Hfflj+1 _fnij < %7 je N.

I ©
Dalej niech gi = . [fn,, —fry| oraz g = Zl | fryr =Syl = k}in;ogk'
j-1 = =

Z nieréwnosci Minkowskiego wynika, ze |gi|p, < 1 dla wszystkich k, a ponadto

lolf = | lg1? s = [ i Igip” dp < imint [ lgilP e < 1
k—o k—o0
Q Q Q

na mocy lematu Fatou.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

DowoOD

W szczegdlnosci |[g(x)| < +oo dla prawie wszystkich x € , a w konsekwencji dla
prawie wszystkich x szereg

Z|fnj+1 fnj )|

Jest zbiezny. Zbiezny jest zatem takze szereg

fn1 + Z leJ+1 leJ( ))
Jj=1
co oznacza, ze ciag (fn, (X)), jest zbiezny dla prawie wszystkich x. Innymi stowy
ciag (fn,)ren jest zbiezny punktowo prawie wszedzie na ().

Oznaczmy (prawie wszedzie zdefiniowana) granice ciagu (fn, )key Symbolem f i
rozszerzmy f do funkcji mierzalnej na calym zbiorze 2. Pokazemy, ze f definiuje
element L?(Q, u) oraz ze f, ﬁf w LP(Q, p).
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

DowoOD

Skoro

Ve>0 IN.eN Vmn=N. |fo—Jmlp<e,

korzystajac ponownie z lematu Fatou, mozemy oszacowac | fn — f|p:

an —fﬂg = th—{%o ‘fn _fnk ’p dp < h;?iicgff |fn _fnk|p du = h;f;riio%f an —fnkHﬁ < eP,
Q Q

jesli tylko n > N.. W szczegolnosci f —f, € LP(Q, ), awiec f = fn+ (f —fn) € LP(Q, p).
Wreszcie skoro f € LP(, u), oszacowanie

|fn—=Slp < e, n= N

pokazuje, ze f, — f Pa— OwLP(Q,p). O
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE LP

UWAGA

Warto zapamieta¢ wykazany przez nas w powyzszym dowodzie fakt, ze dla
p € [1, +oo[ kazdy ciag zbiezny w LP(£2, 1) ma podciag zbiezny punktowo prawie
wszedzie.
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