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1 Wstep: Z rozpaczy ku fizyce statystycznej

»Ludwig Boltzmann, who spent much of his life studying statistical mechanics, died
in 1906, by his own hand. Paul Ehrenfest, carrying on the work, died similarly in
1933. Now it is our turn to study statistical mechanics. Perhaps it will be wise to
approach the subject cautiously.”

— David Goodstein, States of Matter

Powyzszy cytat, cho¢ podszyty czarnym humorem, doskonale oddaje cigzar gatunkowy dzie-
dziny, ktéra bedziemy sie zajmowacé. Dlaczego mechanika statystyczna doprowadzata wybitne
umysty do takiej frustracji? Aby to zrozumie¢, musimy spojrze¢ na ograniczenia tradycyjnego
opisu fizycznego.

Mechanika klasyczna i kwantowa odnosza ogromne, wrecz spektakularne sukcesy w odkry-
waniu i analizie praw rzadzacych ruchem pojedynczych cial czy czastek. Potrafimy z niezwykla
precyzja wyliczy¢ trajektorie rzuconego kamienia, ruch planet, czy stany energetyczne atomu wo-
doru. Jednak wraz ze wzrostem liczby czastek w rozpatrywanym uktadzie, problem drastycznie
sie komplikuje, i to na tyle, ze klasyczne metody analityczne po prostu zawodza.

Warto przypomnieé, ze juz stynny problem trzech cial oddziatujacych grawitacyjnie nie po-
siada ogdlnego rozwiazania analitycznego w postaci zwartej (tzw. closed-form solution). Owszem,
w 1912 roku finski matematyk Karl F. Sundman zdotal udowodni¢ istnienie $cistego rozwiazania
w postaci zbieznego szeregu nieskonczonego. Z praktycznego i fizycznego punktu widzenia jest
ono jednak caltkowicie bezuzyteczne — zbiega ono tak wolno, ze aby uzyskaé sensowna precyzje
dla krétkiego odcinka czasu, nalezaloby zsumowaé¢ miliony wyrazéw tego szeregu. Co wiecej,
pod koniec XIX wieku Henri Poincaré udowodnil, ze uktad trzech ciatl jest fundamentalnie cha-
otyczny. Oznacza to ekstremalng wrazliwosé na najdrobniejsze zmiany warunkéw poczatkowych.
Trajektorie cial splatuja sie ze soba w skomplikowany, niepowtarzalny i niemozliwy do dtugoter-
minowego przewidzenia sposob.

A méwimy tu przeciez zaledwie o trzech oddzialujacych obiektach! A co, jesli tych cial jest
nie trzy, lecz tryliony? Czy pozostaje nam tylko zalamacé rece i pograzy¢ sie w rozpaczy?

1.1 Bariera obliczeniowa, czyli dlaczego komputery nas nie ocalg

Pozostaja nam rzecz jasna jeszcze metody numeryczne. Naiwne podejécie podpowiada: wezmy po
prostu réwnania Newtona, wsadzmy je do poteznego komputera i pozwélmy maszynie rozwiazaé
je krok po kroku. Niestety, nawet one nie pozwalaja na opis uktadéw o rozmiarach makroskopo-
wych.

Warto w tym miejscu spojrze¢ prawdzie w oczy: w tej walce najpotezniejsze komputery
Swiata sa rownie bezradne co kartka i otéwek. Dzi§ dysponujemy superkomputerami klasy eksa-
skalowej (wykonujacymi ponad 10'® operacji zmiennoprzecinkowych na sekunde, czyli eksaflopy).
Obecnymi rekordzistami sa giganty takie jak Frontier (znajdujacy sie w Oak Ridge National La-
boratory w USA) czy Aurora (Argonne National Laboratory). Ich kolosalna moc obliczeniowa



nie opiera sie na klasycznych procesorach, lecz na zaprzegnieciu do pracy dziesiatek tysiecy
poteznych akceleratoréw graficznych (GPU) liczacych wszystko réwnolegle.

Co to oznacza w praktyce dla fizyka? Najwicksze z mozliwych obecnie symulacji dynamiki
molekularnej na takich maszynach potrafig $ledzi¢ ruch rzedu biliona (10'?) atoméw. Brzmi
to dumnie, ale czy rozwiazuje nasz problem? Absolutnie nie. Bilion atoméw to wciaz zaledwie
mikroskopijny pytek, znikomy utamek mikromola materii. Co gorsza, $redni czas miedzy oddzia-
lywaniem czastek, np. w gazie, jest rzedu nanosekund, a zeby symulacja numeryczna byta w
ogole stabilna, krok czasowy musi by¢ utamkiem femtosekundy (107! s). To oznacza, ze po ty-
godniach cigglego dzialania najwiekszych klastrow obliczeniowych éwiata na pelnych obrotach,
potrafimy przesledzié¢ ewolucje takiego uktadu zaledwie przez utamki mikrosekundy. Wynik jest
przytlaczajaco mizerny — ewolucja zaledwie jednego mola gazu (10?4 czastek) przez jedng sekunde
wymagataby mocy obliczeniowej o jakies 25 rzedoéw wielkosci wiekszej niz ta, ktéra dysponuje
dzisiaj cata ludzkos¢.

1.2 Zbdj Gebon i demon Laplace’a

Jezeli jednak przez moment wyobrazilibySmy sobie, ze taki nadnaturalny komputer istnieje,
potrafi wyliczy¢ trajektorie czastki po czastce w szklance wody i wyrzuca z siebie w mgnieniu
oka biliardy liczb opisujacych konfiguracje uktadu w kazdej kolejnej chwili czasu... moglibySmy
ze zdumieniem stwierdzi¢, ze te potoki liczb nikogo tak naprawde nie interesuja.

Nikt nie zadalby pytania: ,,gdzie doktadnie znajduje sie czasteczka nr 156 893 211 w czwar-
tej mikrosekundzie?”. Pytania, ktére bysmy zadawali, bylyby zupeinie innej natury: jaka jest
gestos¢ czastek tu czy tam? Gdzie $rednio wedruja czastki? Jakie wywieraja cisnienie? Czyli nie
tyle interesowatoby nas zachowanie pojedynczych indywiduéw, ile pewne wlasnoéci kolektywne,
usrednione, makroskopowe.

Sytuacja ta do ztudzenia przypomina los zbdjcy Gebona z opowiadania Stanistawa Lema , Jak
Trurl ¢ Klapaucjusz demona drugiego rodzaju stworzyli, aby zbdjce Gebona pokonac”. Gebon,
taknacy potegi ptynacej z Wszelkiej Informacji, zostal ukarany przez genialnych konstrukto-
réw maszyna (Demonem Drugiego Rodzaju), ktéra z chaotycznego ruchu cieplnego atomoéw
powietrza odczytywala absolutnie wszystkie prawdziwe fakty. Zbdjca momentalnie zostat po-
grzebany pod gérami papierowych taém zawierajacych nieskoriczong ilos¢ bezuzytecznych dla
niego danych:

»(...) wydawalo sie zbéjowi, ze zaraz juz dowie sie rzeczy niestychanych, takich,
ktore mu oczy na Istote Bytu otworza, wiec wezytywal sie we wszystko, co leciato
spod brylancika (...) a tymczasem czytal o tym, jak sie wije arlebardzkie wija i
ze corka kroéla Petrycego z Labaudii zwala sie Garbunda, i co jadl na drugie $nia-
danie Fryderyk II, krol bladawcéw, nim wojne wypowiedzial Gwendolinom, i ile
powtok elektronowych liczytby sobie atom termionolium, gdyby taki pierwiastek
byl mozliwy, i jakie sa wymiary dziurki tylnej matego ptaszka, zwanego kurkucie-
lem, ktérego na swych rozamforach malujg Martajowie Wabedzcy, jak réwniez o
trzech smakach poliwonnych szlamu oceanicznego na Wodocji Przyzrocznej, i o
kwiatku Yubuduku, ktory mysliwych staromalfandzkich wali siarczyscie na odlew,
Switem wzruszony, i jak wyprowadzi¢ wzér na dostawe kata podstawy wieloboku,
ikoseadrem zwanego, i kto byl jubilerem Fafucjusza, rzeZnika mankuta Buwantéw,
i ile pism filatelistycznych bedzie wychodzito w roku siedemdziesieciotysiecznym
na Morkonaucji, i gdzie znajduje sie trupek Cybrycji Krasnopietej, ktéra gwoz-
dziem przebil po pijanemu niejaki Malkonder, i czym sie rézni Maciag od Na-
ciagu, a takze kto ma najmniejsza w Kosmosie pielownice wzdluzna i dlaczego
pchly smoczkotytkie mchu je$é nie chca, i na czym polega gra zwana Balansyer



Zadni Sciagany, i ile bylo ziarenek lwichwostu w tej kupce, co ja Abrukwian Po-
listny noga tracil, kiedy sie poéliznat na ésmym kilometrze szosy albacjerskiej w
Dolinie Wzduchéw Szedziwych.”

Dokladnie to samo spotkatoby nas, gdybyémy dysponowali komputerem $§ledzacym ruch i
parametry kazdego pojedynczego atomu. UtonelibySmy w oceanie absolutnie prawdziwych,
lecz fizycznie bezuzytecznych danych.

Innym krytycznym elementem w tych rozwazaniach jest chaos deterministyczny. Najpierw
musielibyémy do naszego wysnionego komputera zatadowaé gigantyczny plik z warunkami po-
czatkowymi wszystkich atoméw. Musialyby to byé¢ warunki znane z absolutnie nieskonczona
precyzja. Rzeczywistos¢ jest bowiem bezlitosna: w uktadach wielocialowych, juz po czasach
rzedu kilku czaséw miedzy zderzeniami, dwie trajektorie rézniace sie w warunkach poczatko-
wych cho¢by o niewyobrazalnie maly utamek, pdjda dwiema zupelnie innymi drogami (tzw.
efekt motyla w skali mikro).

Wszystko to prowadzi nas do nieuniknionego wniosku: nie mozna po prostu ,,wyliczy¢
$wiata”. Pelna informacja o mikrostanie ukladu w ogdlnoéci nie jest dla nas dostepna — to jest
to, o czym moéwiliémy na samym poczatku wyktadu. Taka absolutna wiedza deterministyczna
jest dostepna wylacznie dla hipotetycznych bytéw, takich jak stynny demon pojawijacy sie w
Esejach Laplace’a z roku 1814:,Wyobrazmy sobie istote, ktéra w danej chwili czasu znalaby
wszystkie sity dzialajace w $wiecie i potozenia wszystkich jego sktadnikow. Jesli istota ta bytaby
wystarczajaco potezna, by poddaé¢ te dane analizie, moglaby zawrze¢ w jednym réwnaniu ruch
najwiekszych cial Wszechswiata i najmniejszego atomu, dla takiej istoty nic nie bytoby niepewne
a przysztosé tak jak i przesztoéé rozposcierataby sie przed jej oczami.” Daleko nam jednak do
demona Laplace’a. Mamy drastycznie ograniczone mozliwosci pomiarowe oraz obliczeniowe i
musimy sobie jako$, skromnie, po ludzku z tym radzié.

1.3 Paradygmat statystyczny

Wszystko to sprawia, ze musimy definitywnie zrezygnowaé¢ z podejscia indywidualistycznego na
rzecz opisu usrednionego, statystycznego, wyrazonego w jezyku rachunku prawdopodobienstwa.
Przyznajemy sie do fundamentalnej niewiedzy: nie bedziemy wiedzieli, dokad leca poszczegdlne
atomy. Zadowolimy sie wiedza o tym, ile ich $rednio poleciato tu i tam, oraz jakie sa prawdopo-
dobienstwa wystapienia réznorakich efektow.

Paradoksalnie, to zrzeczenie sie precyzji na poziomie mikro pozwala nam na precyzyjny opis
na poziomie makro. W ten sposéb bedziemy w stanie zrozumieé¢ i przewidzie¢ najrézniejsze
zjawiska — od tak prozaicznych (ze kiedy Sciskamy balon z gazem, to on si¢ ogrzewa, albo ze
jezeli ogrzewamy jaki§ material, to on sie rozszerza), az po zjawiska kwantowe i egzotyczne, jak
kondensacja Bosego-Einsteina (BEC).

Co ciekawe, takie statystyczne podejscie zrodzone z fizyki moze by¢ (i z wielkim powodzeniem
jest!) stosowane nie tylko do opisu martwej materii w laboratoriach. Odnajdujemy je wszedzie
tam, gdzie duza liczba oddziatujacych ze soba jednostek tworzy zjawiska kolektywne.

« W psychologii spotecznej i socjologii funkcjonuje zasada: ,Nie wiem, jak zachowa sie
konkretna jednostka — ale znam psychologie ttumu”. Reakcja jednego cztowieka na bodziec
moze by¢ nieprzewidywalna, ale zachowanie stutysiecznego ttumu na stadionie poddaje sie
juz dos¢ rygorystycznym prawom statystyki.

e W fizyce ruchu drogowego mamy do czynienia z podobnym ewenementem. Chociaz
nie potrafimy przewidzie¢ zachowania i ruchu poszczegdlnych kierowcéw na autostradzie
(bo zawsze trafia si¢ narwancy, piraci drogowi, niedzielni ,wolniacy” i osoby zamys$lone),
to jednak za pomoca zaledwie kilku zatozen o ich $rednim zachowaniu jesteSmy w stanie
niezwykle skutecznie symulowaé¢ ruch drogowy calych metropolii. Potrafimy przewidywaé



powstawanie korkéw, czy tez modelowaé powstawanie fal na przemian zageszczonego i
rozrzedzonego ruchu drogowego (tzw. stop-and-go waves). Zreszta samo powstawanie i
propagacja korkéw to bardzo ciekawy przyklad zjawiska emergentnego (kolektywnego),
ktéry pojawia sie dopiero wtedy, kiedy mamy do czynienia z wieloma pojazdami — odpo-
wiednikami ,,atoméw” na drodze — i ktory jest absolutnie niemozliwy do przewidzenia na
podstawie znajomosci mechaniki i ruchu pojedynczych samochodéw. No bo jak, na litos¢
boska, wpasé na to analizujac ruch samotnego samochodu na pustej drodze, ze w gestym
ruchu ulicznym tzw. korki fantomowe (korki powstajace bez wyraznej przyczyny, np. wy-
padku) propaguja si¢ zawsze do tylu z predkoscia okoto 15 km/h? Co ciekawe,
predko$¢ propagacji tej fali zageszczenia w tyl jest jak najwyrazniej stala i uniwersalna
dla prawie wszystkich szos na $wiecie, niezaleznie od tego, czy to amerykanska autostrada,
czy niemiecki Autobahn!

e Zupelnie podobnie zachowuja sie piesi w tlumie. Zjawiska ucieczki, problematyka
paniki, zatoréw w waskich przejsciach ewakuacyjnych — to wszystko fizyka statystyczna
w najczystszej postaci. Piesi traktowani sa jako samobiezne czastki oddzialujace na siebie
sitami odpychania spotecznego, co pozwala inzynierom i architektom projektowaé bezpiecz-
niejsze stadiony i stacje metra.

To wtadnie sita statystyki. Nie znajac szczegdtéw, poznajemy catosciowy obraz. W kolej-
nej czedci przejdziemy do formalnego aparatu matematycznego, ktéry nam to umozliwi — do
rachunku prawdopodobienstwa.



Czesé¢ 11
Rachunek prawdopodobienstwa

,He deals the cards to find the answer
The sacred geometry of chance
The hidden law of a probable outcome
The numbers lead a dance.”
— Sting, Shape of My Heart

1 Pojecia podstawowe

Wigkszos¢ z nas uwaza, ze intuicyjnie rozumie, czym jest prawdopodobienistwo. Przeciez to proste
— jaka jest szansa na to, ze w rzucie moneta wypadnie reszka? Odpowiadamy bez wahania: 1/2.
Ale co wlasciwie przez to rozumiemy?

Mamy tu do dyspozycji dwie gléwne mozliwosci interpretacyjne:

1. Chodzi o wynik pojedynczego rzutu (Podejscie subiektywne / informacyjne)
Moéwi sie wtedy, ze prawdopodobienstwo P opisuje po prostu stan naszej wiedzy na temat
wyniku jeszcze niewykonanego doswiadczenia. Takie ujecie natychmiast naraza sie na mocny
zarzut o subiektywizm (,kazdy obserwator wie co$ innego”). Odpiera sie go jednak tlumaczac,
ze wcale nie chodzi o subiektywne widzimisie¢ badacza, lecz o to, co obiektywnie mozna wiedziec,
przeprowadzajac dane do$wiadczenie doktadnie wedlug zadanego przepisu.

2. Chodzi o czestos$¢ wystapienia orta w dlugiej serii rzutéw (Podejscie czesto-

Sciowe)
Jedli nie podoba nam sie abstrakcyjny opis ,stanu wiedzy”, mozemy oprze¢ sie na empirii. Rzu-
caliSmy monety wystarczajaco duzo razy i tak po prostu wyszto. To podejscie prowadzi nas
do definicji czestosciowej, ktéra méwi, ze prawdopodobienstwo to granica stosunku liczby
zdarzen sprzyjajacych (N;) do catkowitej liczby prob (N):

Niestety, i ta $ciezka kryje dwa powazne zarzuty:

o Kazda fizyczna seria préb w naturze jest w rzeczywistosci skonczona. Nigdy nie osig-
gniemy granicy w nieskonczonosci.

e Skad w ogéle wiemy, ze zdarzenia w tej serii sa ze soba faktycznie niezalezne?

Co gorsza, gdy zapytamy, co mowi teoria na temat czestodci wystepowania danego zdarzenia
w dlugiej, ale wciaz skorniczonej serii doswiadczen, okaze sie, ze teoria ta opisuje to... znowu
uzywajac jezyka prawdopodobienstwa. Wpadamy tu w zgrabne, btedne koto.

Co ciekawe, w historii nauki nie brakowalo $miatkéw (lub ludzi skrajnie znudzonych), ktérzy
postanowili sprawdzi¢ podejscie czesto$ciowe empirycznie:

e John Kerrich — angielski matematyk, ktory na poczatku II wojny Swiatowej wyktadat w
Kopenhadze. Aresztowany przez Niemcdw, spedzit wojne w obozie jenieckim na Jutlandii.
Z nudoéw przeprowadzal eksperymenty probabilistyczne. Rzucil moneta 10 tysiecy razy i
otrzymal 5067 ortow.

e Karl Pearson — stynny statystyk, mial jeszcze wiecej czasu i samozaparcia. Wykonat 24
000 rzutow, z czego 12 012 zakonczyto sie wyrzuceniem orta.

O monetach warto wiedzie¢ jeszcze kilka rzeczy. O ile rzuconej monety nie da sie tatwo
oszukaé¢ (w przeciwienstwie do kosci do gry, ktére mozna obciazyé), o tyle sytuacja zmienia
sie dramatycznie, jesli moneta zakrecimy jak baczkiem. Polscy matematycy z Siedlec, To-
masz Gliszezynski 1 Wlodzimierz Zawadowski (o ktérych w 2002 roku pisal nawet brytyjski The



Times), kazali swoim studentom zakreci¢ 250 razy nowa belgijska moneta o nominale 1 Euro.
Wynik? Krél Belgii (awers) pokazal sie 140 razy, a reszka tylko 110. Strona z twarza kréla byta
po prostu ciezsza.

Niezmiernie wazna jest tez sama technika rzutu. Persi Diaconis — niegdy$ profesjonalny magik,
a dzi§ wybitny profesor matematyki na Uniwersytecie Stanforda — udowodnit, ze potrafi rzuci¢
monety w taki sposéb, aby za kazdym razem wyladowala na zadanej stronie. Udowodnil, ze rzut
monetg to nie magia ani czysta losowos¢, lecz zagadnienie z zakresu mechaniki klasycznej.

Aby uniknaé¢ putapek intuicji, w mechanice statystycznej musimy zbudowaé¢ precyzyjny, ma-
tematyczny model zjawisk losowych. Zanim jednak podamy aksjomaty, przesledzmy proces
ich powstawania na bogatszym przyktadzie.

Wyobrazmy sobie nastepujaca sytuacje: Alicja dzwoni do Boba i podaje mu wyniki swoich
rzutéw dwiema kostkami do gry. Sci§lej méwige, podaje mu tylko sumy wyrzuconych oczek:

4,7,5,2,6,11,7,9,9,6. ..

Na razie jest to malo ciekawy ciag liczb. Ale po dluzszym powtarzaniu eksperymentu Bob
zauwaza pewng prawidlowo$é¢ — dostajemy ciag, w ktorym najczesciej wychodzi 6, 7 1 8, a
najrzadziej 2 1 12. Tym z Was, ktorzy grali w Catana, ten fakt jest na pewno dobrze znany.
Jak to opisaé i sformalizowaé¢? Najpierw doprecyzujmy, co Boba w ogéle interesuje. Niech A
oznacza zbidr interesujacych nas zdarzen. To moga by¢ proste zdarzenia, np.:

o Sy (suma wynosi 2),
e Se (suma wynosi 6),
o Sy (suma wynosi 9).

Ale moga to by¢ réwniez zdarzenia zlozone, traktowane jako operacje na zbiorach, np. suma
logiczna A = Sy U Sg U Sy, albo zdarzenie B = ,,cokolwiek, byle nie 2 1 12”. Mozemy mieé tez
w tym zbiorze istotne przypadki skrajne:

o zdarzenie niemozliwe (np. suma oczek wynosi 13). Z definicji chcemy, by
P(niemozliwego) = 0.

» zdarzenie pewne (np. suma oczek to liczba catkowita). Z definicji P(pewnego) = 1.

Teraz chcielibyémy kazdemu zdarzeniu ze zbioru A przypisaé¢ prawdopodobienistwo. Bedzie
to funkcja przyporzadkowujaca zdarzeniom liczby rzeczywiste:

P:A>S—P(S)eR

Rozsadnie jest tez przyja¢ addytywnos¢ prawdopodobienstw: alternatywa zdarzen to w je-
zyku zbioréw ich suma (A U B), wiec chcemy, aby prawdopodobienistwo alternatywy zdarzen
wykluczajacych sie bylo réwne sumie ich prawdopodobienstw.

Zauwazmy fundamentalna rzecz: kazde zdarzenie (np. S;) analizowane przez Boba jest tak
naprawde uwarunkowane niewidocznymi dla niego, mikroskopowymi stanami kostek. Wpro-
wadzmy zbiér wszystkich mozliwych par liczb okreslajacych pojedyncze wyniki na obu
kostkach. Niech 2 oznacza zbiér tych par:

Q=1{(,7)]i,je{1,2...,6}}

Elementy tego bazowego zbioru nazywamy zdarzeniami elementarnymi.

Kazde makroskopowe zdarzenie S to po prostu podzbiér zbioru 2. Zauwazmy jednak, ze nie
wszystkie zdarzenia elementarne sg bezposrednio identyfikowalne dla Boba! Np. konkretny
rzut (2,3) nalezy do zdarzenia makroskopowego S5, poniewaz:

S5 = {(174)3 (2> 3)a (37 2)7 (47 1)}



Gdybysmy zalozyli (co dla idealnych kostek jest rozsadne), ze wszystkie z 36 mozliwych
zdarzen elementarnych (i, j) sa réwnoprawdopodobne, to z zasady addytywnosci dostaliby$my,
ze prawdopodobienstwo kazdego z nich to 1/36. Stad tatwo wyznaczyé prawdopodobienstwa
interesujacych Boba sum:

4
P(S5) = 55 bo sprzyjaja mu pary: (1,4),(2,3), (3,2), (4,1)

6
P(S7) = 55 bo sprzyjaja mu pary: (1,6),(6,1), (2,5), (5,2), (4,3), (3,4)

1.1 Formalizm matematyczny i aksjomatyka Kolmogorowa

Ogélny schemat tego, co intuicyjnie zrobiliSmy przed chwila, stanowi fundament formalnego
rachunku prawdopodobienstwa. Wprowadzamy w nim trzy filary, tworzace tzw. przestrzen pro-
babilistyczna (2, .4, P):

1. Przestrzen prébek (Zbidr zdarzen elementarnych) )
W kazdym modelu wystepuje zbiér €2, zawierajacy wszystkie mozliwe wyniki danego ekspery-
mentu losowego na poziomie najbardziej podstawowym. Dla dwdéch rzutéw monetg byloby to
Q= {(Oa O)a (Ov R)7 (Ra R)a (Rv O)}

2. Zbiér zdarzen losowych (o-algebra) A
Zdarzenia losowe (to, co nas interesuje) to podzbiory zbioru Q2. Wyodrebniamy zbiér A, ktory
zawiera te podzbiory. Aby matematyka dzialala poprawnie, od rodziny zbioréw A (zwanej o-
algebra) wymagamy spelnienia trzech warunkéw:

1. Q € A, 0 € A (zdarzenie pewne i niemozliwe zawsze naleza do naszych rozwazan).

2. A Be A = AUB,ANB,A\ B € A (zbidr jest zamkniety na podstawowe operacje
logiczne: sume, iloczyn, réznice).

3. A, e An=12--- = U2, 4, € A (nieskoriczona suma zdarzen réwniez jest zdarze-
niem).

Ten ostatni, nieco tajemniczy punkt (ktéry dzieki prawom De Morgana gwarantuje réwniez
zamknietosé na nieskoriczone przeciecia zbioréw) zapewnia nam cigglosé prawdopodobieristwa.
Mozemy na to patrze¢ na dwa réwnowazne sposoby:

o Ciaglosé z dotu: dla rosnacego ciagu zdarzen (A4; C As C ...) chcemy, by P(A4,) —
P(A), gdzie A =, Ap.

o Ciaglosé z géry: dla malejacego ciagu zdarzen (A D Az D ...) chcemy, by P(A,) —
P(A), gdzie A =,2; Ap.

Dlatego wlasnie nieskoniczone sumy (jak i iloczyny) zdarzen musza naleze¢ do naszej o-algebry,
aby granice te mialy matematyczny sens.

3. Miara prawdopodobienstwa P
Prawdopodobienistwo to funkcja przypisujaca poszczegdlnym zdarzeniom z algebry A liczby rze-
czywiste, spelniajaca aksjomaty Kolmogorowa:

1. Nieujemno$é¢: Dla kazdego A € A, zachodzi P(A) > 0.
2. Unormowanie: P(2) = 1 oraz P(() = 0.

3. Przeliczalna addytywnosé: Jesli ciag zdarzen A, Ao, --- € A sklada si¢ ze zdarzen parami
rozlagcznych (A; N A; =0 dla i # j), to:

() = o



Ten ostatni aksjomat jest niezwykle wazny w praktyce. Gwarantuje on na przyktad, ze jezeli po-
dzielimy cala nasza przestrzen zdarzen elementarnych 2 na nieskonczenie wiele (ale przeliczalnie
wiele, np. ponumerowanych liczbami naturalnymi) roztacznych kawaleczkéw A,,, to ich suma to
po prostu €2, a suma ich prawdopodobienistw sumuje sie do jednosci: Y oo P(A,) = P(Q2) = 1.
Bez tego nie mogliby$Smy sensownie opisywa¢ rozkladéw na nieskonczonych, ale dyskretnych
zbiorach (np. gdy pytamy o liczbe atoméw, ktére ulegly rozpadowi — moze to byé¢ 0,1,2,... w
nieskonczonosé).

Aby pokazaé, ze matematyczny rygor nie jest sztuka dla sztuki, rozwazmy klasyczny problem
z 1889 roku. Losowo wybieramy cigciwe okregu o promieniu r. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze jej dlugo$c¢ jest wieksza niz promien okregu?

A r
e
Metoda 1: p = % = % Metoda 2: p = § Metoda 3: p = %

Rysunek: Trzy rézne rozwigzania paradoksu Bertranda (dla warunku, ze diugosé cieciwy jest
wieksza od promienia okregu r, co geometrycznie odpowiada bokowi wpisanego szesciokgta). Kolorem
czerwonym oznaczono zbior zdarzen sprzyjajecych dla kazdego schematu losowania.

e Odpowiedz nr 1: Wybieramy losowo punkt na okregu i z niego prowadzimy cieciwe
do drugiego, losowo wybranego punktu na obwodzie. Rozwazajac sze$ciokat foremny
wpisany w okrag (ktérego bok ma dlugosé doktadnie r), zauwazamy, ze drugi punkt musi
spas¢ na 4 z 6 tukéw utworzonych przez wierzcholtki szesciokata. Prawdopodobienstwo
wynosi p =4/6 = 2/3.

e Odpowiedz nr 2: Zalézmy, ze losujemy odlegtos¢ srodka cieciwy od érodka okregu —
wartosé¢ z przedziatu (0,7). Aby cieciwa byla dtuzsza niz bok naszego szesciokata (),
jej odleglosé od srodka okregu musi by¢ mniejsza od wysokoéci trojkata réwnobocznego
budujacego ten szeéciokat, czyli 7v/3/2. Poniewaz wybér jest jednorodny na odcinku r,

daje nam to p = © :’/2 =/3/2 ~ 0.866.

e Odpowiedz nr 3: Wybieramy losowo punkt wewnatrz catego okregu, ktéry staje sie
srodkiem naszej cigciwy. Aby cigciwa byta dituzsza od r, wybrany punkt musi lezeé
wewnatrz mniejszego okregu o promieniu 7v/3/2. Stosunek pél tych dwéch okregéw
wynosi 3/4 = 0.75.

Morat: Ktéra odpowiedz jest poprawna? Wszystkie! Paradoks obnaza brutalng prawde: za-
danie probabilistyczne nie ma najmniejszego sensu bez jasnego sprecyzowania mechanizmu
(schematu) losowania, a zatem wybory zbioru zdarzen elementarnych. Pytanie ,ktore zdarze-
nia sg réwnoprawdopodobne?” jest wazniejsze niz same obliczenia.



1.2 Zdarzenia niezalezne i prawdopodobienstwo warunkowe

Nasze przewidywania tego, co sie wydarzy, zaleza krytycznie od posiadanej informacji. I tak np.
prawdopodobienstwo tego, ze wracajac wieczorem do domu zostaniemy pobici, mocno rosnie,
gdy dowiemy sie, ze tego wlasnie dnia Legia bedzie grata mecz.

Jako mniej drastyczny przyktad wezmy rzut dwiema monetami z przestrzenia prébek ) =
{(0,0),(0,R),(R,0), (R, R)}. Niech zdarzenie A = {(O,O)} (wypadly dwa orly), a zdarzenie
B to ,wypadla przynajmniej jedna reszka” czyli ({(O, R), (R, O), (R, R)}). Jesli wiemy, ze zaszlo
zdarzenie B, to zdarzenie A staje sie absolutnie niemozliwe. Stad prawdopodobienstwo zdarzenia
A pod warunkiem zajécia B wynosi zero.

Prowadzi to do definicji prawdopodobiennstwa warunkowego:

P(AN B)

PAIB) = =55

Inny klasyczny przyklad: w pokoju jest 100 oséb. 20 z nich ma brode, 25 to osoby czarnoskére, a
5 to czarnoskére osoby z broda. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wylosowana osoba ma brode,
jesli wiemy, ze jest czarnoskora? P(brodaty|czarnoskory) =5/25 = 1/5.

Jezeli jednak zdobyta informacja nie zmienia absolutnie nic, méwimy o zdarzeniach nieza-
leznych. Zdarzenia A i B sg niezalezne, jesli zajécie B nie wplywa na szanse zajscia A:

P(A|B) = P(A)

Podstawiajac to do definicji prawdopodobienstwa warunkowego, otrzymujemy kluczowy wzor na
iloczyn zdarzen niezaleznych:
P(ANnB)=P(A)-P(B)

Np. szansa na wyrzucenie dwoch szostek w dwoch rzutach niezaleznymi kostkami to po prostu
1/6-1/6 = 1/36.
Brak zrozumienia pojecia niezaleznosci to zrédlo najpopularniejszych przesadéw:

o ,Po dwéch dziewczynkach teraz musi byé chlopiec, zeby statystyka sie wyréwnata.” (Natura
nie ma pamieci).

o Naiwna strategia gry w ruletke: ,,Poczekam na dluga serie czerwonych i wtedy na pewno
wypadnie czarne.” (Kulka tez nie ma pamieci!).

e Stary dowcip o matematyku, ktéry po fali zamachéw bombowych zaczat wnosi¢ na poktad
samolotu wlasng bombe. Wyliczyl bowiem, ze szansa, iz na poktadzie znajdzie sie jedna
bomba, wynosi 1 na 10 tysiecy, ale szansa na to, ze w jednym samolocie znajda sie dwie
bomby, wynosi juz 1 na 100 milionéw. (Blad lezy w niezaleznosci — jego wlasna bomba nie
zmniejsza prawdopodobienstwa cudzej bomby!).

7 zalozeniem o niezaleznosci trzeba niezmiernie uwazaé¢! Oto dwa mrozace krew w zytach,
autentyczne przyklady naduzycia rachunku prawdopodobienstwa przez oskarzycieli, ktére
zrujnowaty ludzkie zycia.

Przypadek Josepha Trujillo (1946)

W USA zastrzelono oficera policji. O zabdjstwo oskarzono Josepha Trujillo. Na jego ubraniu
znaleziono 11 widkienek materiatu odpowiadajacych materialowi z ubrania ofiary. Prokurator
stwierdzit arbitralnie, ze prawdopodobienstwo przypadkowej zgodnoéci jednego widkna to 0.1.
Mnozac to przez siebie (zakladajac niezaleznosé!), przekonywal lawe przysieglych, ze dla 11
wlékien szansa pomytki to 0.1'' = 0.00000000001. Co wiecej, w pistolecie oskarzonego i w
broni zbrodni znaleziono 5 cech wspdlnych, m.in.:



o pistolety nieautomatyczne (prokurator zalozyt p = 0.5),
« kaliber .38 (p = 0.2),

o lekko skrzywiona lufa (p = 0.2).

Pomnozenie tych ,,prawdopodobienstw” dalo znéw absurdalnie maltg liczbe. Btad polegal na
tym, ze te zdarzenia nie byly niezalezne. Wldkna z tego samego plaszcza sa ze soba silnie
skorelowane (jak spadnie jedno, to i drugie), a rewolwery kalibru .38 rzadziej bywaly bronia
automatyczna niz male kalibry, wiec cechy broni tez byly zalezne. Niestety, Trujillo zostatl
skazany i stracony.

Sprawa malzenstwa Collinséw (1964)

W Kalifornii starsza kobieta zostala uduszona w alejce. Swiadek zeznal, ze z miejsca zbrodni
wybiegta blondynka z wlosami spietymi w kucyki, wsiadta do zéttego samochodu prowa-
dzonego przez czarnoskérego mezczyzne z wasami i broda. Krétko potem policja zatrzymata
Janet i Malcolma Collinséw, ktérzy odpowiadali rysopisowi i posiadali zéttego Forda Lincolna.
Prokurator, zachty$niety pseudomatematyka, zaprezentowal tawie przysieglych nastepujace
prawdopodobienstwa:

e blondynka: p =1/3

e kucyki: p=1/10

o malzenstwo o réznych kolorach skéry: p = 1/1000
o 70ty samochéd: p =1/10

e mezczyzna z wasami: p = 1/4

o czarnoskory z broda: p =1/10

Mnozac te liczby, oskarzyciel otrzymal wynik 1 do 12000000, argumentujac, ze szansa, by
winny byl kto$ inny niz Collinsowie, jest bliska zeru. Lawa przysiegltych skazala ich na wyroki
wieloletniego wiezienia (w pierwotnych doniesieniach grozita im kara $mierci).

Kilka lat pézniej Sad Najwyzszy Kalifornii w gloénym wyroku People v. Collins zmasakro-
wal te argumenty i anulowal wyrok. Dlaczego? Po pierwsze, liczby byly catkowicie wyssane
z palca. Po drugie i najwazniejsze — cechy te absolutnie nie byly niezalezne! Fakt, ze
mezczyzna nosi brode, jest silnie skorelowany z posiadaniem przez niego wasoéw. Fakt, ze ob-
serwujemy osobe o ciemnej skorze z broda, w tamtym czasie nie byl niezalezny od faktu, ze
jest to osoba o okredlonym statusie demograficznym. Co wigcej, eksperci matematyczni powo-
tani przez obrone pokazali, ze stosujac nawet te wadliwe wartosci prokuratora do populacji
kilku milionéw mieszkaricow aglomeracji Los Angeles, istniato okolo 41% szans, ze w miescie
znajduje sie jeszcze co najmniej jedna taka para. Skazanie na podstawie samej statystyki byto
matematyczna zbrodnia.

2 Zmienne losowe i ich rozklady

L Roll of the dice, take a spin of the wheel
Out of your hands now, so, how do you feel?
Do you feel lucky or do you feel scared?
Take what luck brings and be devil-may-care.”
— Iron Maiden, The Angel and the Gambler
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2.1 Zmienna losowa: pomost miedzy abstrakcjg a liczbg

Zanim przejdziemy dalej, zrébmy krétkie przypomnienie. Nasza matematyczna konstrukcja praw-
dopodobienstwa opiera sie na trzech filarach: przestrzeni prébek (zbiér zdarzen elementarnych)
Q, zbiorze zdarzen losowych A i mierze prawdopodobienstwa P.

Jednak w fizyce rzadko interesuje nas to, czy moneta upadta ortem, czy reszka, albo jak
doktadnie utozyly sie widkna w rzucie koscia. Chcemy operowaé¢ na konkretnych wielkosciach
fizycznych: energiach, predkosciach, potozeniach. Potrzebujemy narzedzia, ktore przettumaczy
abstrakcyjne zdarzenia na jezyk liczb rzeczywistych. Tym narzedziem jest zmienna losowa.

Zmienna losowa to funkcja okreslona na zbiorze zdarzen elementarnych, przyjmujaca wartosci
rzeczywiste:

X: Q=R

Przyktadowo: zdarzeniu ,,wypadta reszka” przyporzadkowujemy liczbe 1, a ,,wypadt orzel” liczbe
0. Albo inaczej: wylosowanej w loterii osobie (zdarzenie elementarne to konkretny czlowiek)
przyporzadkowujemy jej wzrost w centymetrach.

Zmienna losowa nie moze by¢ zupelnie dowolna funkcja. Aby cala nasza misterna maszyneria
probabilistyczna dzialala, bedziemy od niej wymagali, aby dla kazdego przedziatu [a,b] C R
zbidr postaci:

Ap={w e : a< X(w) <b}

nalezal do naszej algebry zdarzen A. Krotko méwiac: przeciwobrazy odcinkéw w R musza
by¢ elementami zbioru zdarzen losowych.

Dlaczego to takie wazne? Poniewaz prawdopodobienstwo P potrafimy liczy¢ tylko dla elemen-
tow ze zbioru A! Jedli jakis przeciwobraz nie trafi do A, nie bedziemy w stanie odpowiedzie¢ na
pytanie , jakie jest prawdopodobienstwo, ze zmienna X przyjmie warto$é¢ z tego przedziatu?”.
Spéjrzmy na przyklad patologiczny: Niech nasza przestrzen to Q2 = {1,2,3}, za$ algebra
(bardzo uboga) to A = {{1},{2,3},0,Q}. Mamy tez prawdopodobienstwa: P({1}) = 1/6,
P({2,3}) = 5/6. (Pamietajmy, ze zbiér pusty zawsze nalezy do A, P(0)) = 0).

Zdefiniujmy teraz funkcje X : 2 — R poprzez:

Czy to jest zmienna losowa? Nie! Sprawdzmy przeciwobraz przedziatu (3.5,4.5]. Szukamy
takich w, dla ktérych 3.5 < X(w) < 4.5. Jedynym takim argumentem jest w = 3. Zatem
przeciwobraz to zbiér {3}. Niestety, zbioru {3} nie ma w naszej algebrze A! Nie potrafimy
odpowiedzie¢ na pytanie, z jakim prawdopodobienstwem zmienna przyjmuje wartos$é 4.
Widzac powyzszy problem patologiczny, mozna by zadaé bardzo logiczne pytanie: ,,Czy to nie
oznacza, ze zbior zdarzen losowych A musi po prostu zawieraé absolutnie wszystkie moZliwe
podzbiory ), ZebySmy mieli spokdj?”.

Otéz nie! Ten formalny wymodg weale nie zmusza nas do powiekszania algebry A. Zmusza nas
do czego$ zupelnie innego: do dopasowania zmiennej losowej do dostepnej informacji
(w zargonie matematycznym méwimy, ze zmienna losowa musi by¢ mierzalna wzgledem danej
o-algebry).

Wréémy do naszego patologicznego przyktadu. Zbior A = {{1},{2,3},0,Q} reprezentuje
sytuacje, w ktérej nasz przyrzad pomiarowy potrafi odrézni¢ wynik 1 od reszty, ale nie
potrafi rozrézni¢ 2 od 3 (wyniki te zawsze wystepuja jako nierozerwalny pakiet {2,3}).
Jezeli sprébujemy zdefiniowaé funkcje X, ktéra daje inny wynik dla 2 (np. X (2) = 3) i inny
dla 3 (np. X(3) = 4), to funkcja ta po prostu wymaga wiekszej precyzji, niz oferuje nasza
algebra. Dlatego nie jest zmienng losows.

Gdybysmy jednak zdefiniowali inna funkcje Y, np. reprezentujacag wygrang w grze, w ktorej
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za wyrzucenie 1 dostajemy 100 zt, a za wyrzucenie 2 lub 3 ptacimy 50 zt kary:
Y (1) =100, Y(2)=-50, Y(3)=-50

To taka funkcja jest pelnoprawna zmienna losowa w tej bardzo ubogiej algebrze!
Sprawdzmy: przeciwobraz wartosci —50 to zbiér {2,3}, ktéry bezpiecznie lezy w naszym
A. Zmienna losowa musi po prostu ,szanowaé” ograniczenia informacyjne naszego zbioru
zdarzen i nie moze rozréznia¢ stanéw, ktorych nasza algebra nie widzi.

Ta kluczowa wlasnosé przeciwobrazéw pozwala nam na zdefiniowanie fundamentalnego po-
jecia — dystrybuanty zmiennej losowej:

Fx(z)=P{weN: —oo< X(w) <z})=P(X <x)

Zapis P(X < z) to oczywiscie skrét myslowy. Oznacza on ,,prawdopodobienistwo tych wszystkich
zdarzen elementarnych w, dla ktérych wartosé zmiennej losowej X (w) jest mniejsza badz réwna
x”.

Jezeli dystrybuanta jest funkcja absolutnie ciagla (i tym samym rézniczkowalna prawie wsze-
dzie), pozwala ona latwo wyznaczy¢ tzw. gestosé prawdopodobieristwa, ktéra jest po prostu

jej pochodna:

_ dFX(.%')

px(z) o

2.2 Rozklad dyskretny i cigglty

Jesli nasza zmienna losowa przyjmuje tylko pewien dyskretny ciag wartosci (np. x1,x2,23...),
to sytuacja staje sie bardzo prosta. Aby w pelni opisaé jej rozklad, wystarczy podaé ciag praw-
dopodobienstw:

pr = P(X = ay)

(Jeszcze raz przypominam: to zapis skrécony. Chodzi o prawdopodobienistwo tych wszystkich
zdarzen z Q, dla ktérych X przyjmuje konkretnie wartosé xy). Oczywiscie prawdopodobienstwa
te nie moga by¢ ujemne (p; > 0) i musza sumowacé si¢ do jednosci: Y, p; = 1.

W jezyku analizy matematycznej mozemy zapisaé gestos¢ takiego dyskretnego rozktadu przy
pomocy delty Diraca:

px(z) = sz‘5($ — )

7 kolei dystrybuanta staje sie funkcja “schodkowa”, opisywana za pomoca funkcji skokowej
(thety) Heaviside’a (gdzie #(x) = 0 dla z < 0 oraz (x) =1 dla = > 0):

Fx(e) = 3 pif(w — )

Przyktad: Rzut kostka. Zmienna losowa to liczba wyrzuconych oczek (X € {1,2,3,4,5,6}).
Gestosé rozkladu to szes$é szpilek Diraca (kazda o wadze 1/6), a dystrybuanta to réwne schodki
pnace sie w gore co kazde oczko az do wartosci 1.

Kluczowe przyktady rozkladéw dyskretnych spotykane w fizyce:

1. Rozklad dwumianowy: Mamy N niezaleznych préb. W kazdej prébie mamy tylko dwie
mozliwosci (np. sukces/porazka, orzel/reszka) z prawdopodobiefistwami odpowiednio p
oraz 1 — p. Zmienna losowa n jest taczna liczba odniesionych sukceséw (np. liczba wyrzu-
conych ortéw w N rzutach). Prawdopodobienistwo wyrzucenia dokladnie n ortéw to:

Pn = (:)p”(l —p)N "
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2. Rozklad Poissona: N
Pn = 67)\7'
n!

Jest to model opisujacy prawdopodobienstwo wystapienia doktadnie n rzadkich zdarzen w
okreslonym czasie t (np. liczba rozpadéw promieniotwérczych w probee w ciagu sekundy).
Zakladamy, ze kolejne wystapienia sg od siebie niezalezne, a érednia spodziewana liczba

zjawisk w tym czasie wynosi wlasnie .

Zbiér wartoéci zmiennej losowej moze byé réwniez ciagly — np. dzienny opad deszczu w
Rabce, polozenie czastki w pudle, czy predkoéé atomu w gazie.
Krélem wszystkich rozkladéw ciaglych jest oczywiscie Rozklad Gaussa (Normalny):

1 _(z=p)?
2

Ww—30u — 201 —0 M M+U/L+20M+3U

Rysunek 1: Gestosé ciaglego rozkladu normalnego (Gaussa). Zacieniowany obszar reprezentuje
prawdopodobienstwo znalezienia wartosci w przedziale jednego odchylenia standardowego od
Sredniej.

2.3 Momenty rozktadu

Aby scharakteryzowaé¢ rozklad w sposéb syntetyczny, wprowadzamy pojecie wartosci oczekiwa-
nej. Wartoscia oczekiwana funkcji f(X) zmiennej losowej X nazywamy liczbe:

— [ t@pla)ds

(Dla rozkladéw dyskretnych caltka zamienia sie oczywiscie w sume).
W szczegdblnosci interesuja nas tzw. momenty rozktadu:

o (z) = [xp(z)dr — Srednia (wartos¢ oczekiwana zmiennej), czyli pierwszy moment.
o (2F) = [2Fp(x)dr — k-ty moment zwykty.
o ((x — (x))*) — k-ty moment centralny (mierzony wzgledem éredniej).

o ((x — (x))?) = (22?) — (z)? = 0% — wariancja, czyli drugi moment centralny. Opisuje, jak
bardzo wyniki rozrzucane sa wokoét Sredniej.
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Istnieja rozklady patologiczne, np. rozklad Cauchy’ego (opisujacy m.in. ksztalt linii widmo-
wych), dla ktérego Srednia i wariancja sa matematycznie nieokreslone (calki sa rozbiezne), co
sprawia sporo probleméw nieostroznym badaczom.

Aby pokazaé, ze sama Srednia (wartos¢ oczekiwana) nie opisuje w pelni ludzkiego pojmo-
wania szansy, rozwazmy stynny paradoks, ktory spedzal sen z powiek osiemnastowiecznym
matematykom.

Gramy przeciwko kasynu. Krupier rzuca moneta. Jesli wypadnie orzet — dostajemy 1 rubla, a
gra si¢ konczy. Jedli reszka — gramy dalej. Jesli orzel wypadnie w drugim rzucie — dostajemy
2 ruble i koniczymy. W trzecim — 4 ruble, w czwartym — 8, i tak dalej. Ogdlnie: jesli pierwszy
orzel wypadnie w n-tym rzucie, nasza wygrana wynosi 2”1 rubli.

Zadajmy standardowe pytanie: jaka jest matematyczna wartos¢ oczekiwana ($rednia) naszej
wygranej? Prawdopodobienstwo, ze wygramy w 1. rzucie to 1/2. Ze w drugim (ciag Reszka,
Orzet) to 1/4. W n-tym rzucie to 1/2".

Liczymy érednia wygrana:

(wygrana) = <;-1)+(i-2>+-~-+(21n-2”_1>+...

( >_1+1+1+ B
wygrana) = 5 T3t3 =00

Wartoé¢ oczekiwana naszej wygranej to nieskonczonosé! A teraz kluczowe pytanie z teorii gier:
Ile bytby$ w stanie zaptlaci¢ wpisowego, zeby wziagé¢ udzial w tej grze?

Naiwnie, z punktu widzenia matematyki, gra jest dla nas oplacalna (spodziewamy sie zysku),
o ile wpisowe jest mniejsze niz oczekiwana wygrana. Skoro oczekiwana wygrana jest nieskoni-
czona, powinni$my zastawi¢ dom, sprzedaé¢ nerke i wziaé¢ gigantyczny kredyt, byle tylko méc
zagraé. A jednak zaden rozsadny czlowiek nie zaplacitby za wejscie do tej gry wiecej niz 10,
moze 20 rubli.

Dlaczego? Pomocnicze pytanie: sg dwie gry. W jednej masz prawdopodobienstwo jedna miliar-
dowa na wygranie miliarda ztotych. W drugiej masz prawdopodobienistwo 1/2 na wygranie
2 ztotych. Warto$¢ oczekiwana jest ta sama: okoto 1 ztotego. W ktéra gre zagrasz chetniej?
Ludzie instynktownie odrzucaja nieskonczenie mate prawdopodobienstwa poteznych wygra-
nych, poniewaz szansa na odzyskanie wpisowego staje si¢ nierealna. (Pézniej doprowadzilo to
do powstania pojecia ,uzytecznosci krancowej” w ekonomii).

Znajomo$¢ tego mechanizmu to podstawa strategii d’Alemberta (martyngalu) w ru-
letce: stawiamy na czerwone. Przegrywamy? Podwajamy stawke. Przegrywamy znowu? Znéw
podwajamy. Teoretycznie, pierwsza wygrana pokryje nam wszystkie dotychczasowe straty z
nawiazka. Problem w tym, ze bardzo szybko docieramy do poteznych kwot (jak w Paradoksie
Petersburskim), a kasyna maja limity maksymalnego zakladu, co brutalnie weryfikuje naiwne
zastosowanie wartoéci oczekiwanej w praktyce.

2.4 Wielowymiarowe zmienne losowe

W fizyce rzadko mamy do czynienia z tylko jedna zmienna losowa. Czastka w gazie porusza
sie w trzech wymiarach, wiec jej predkos¢ to wektor losowy sktadajacy sie z trzech sktadowych.
Zatézmy wiec, ze mamy wiecej niz jedna zmienna losowa: X1, X2, X3,..., X, okreslone na tej
samej przestrzeni zdarzen §2.

Ich taczna dystrybuante definiujemy jako:

FX1...Xn(x17"‘7xn) = P(Xl < T1,.. .,Xn < :cn)
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Pamietajmy o interpretacji tego wyrazenia: jest to prawdopodobienistwo czesci wspélnej (przecie-
cia) zdarzen. Innymi stowy, to prawdopodobienstwo, ze zmienna X; przyjmie warto$¢ mniejsza
od z1, i jednoczes$nie zmienna X5 bedzie mniejsza od s, itd. W przypadku dyskretnym przy-
ktadem moze byé rzut dwiema kostkami: interesuje nas wynik na pierwszej (X1) i na drugiej
(X2). W przypadku ciagltym — np. laczny rozklad wysokosci meza i zony w losowo wybranych
malzenstwach w Polsce.

Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, gesto$é¢ prawdopodobienstwa to po prostu
wielokrotna pochodna mieszana dystrybuanty:

O"Fx(x1,...,Tp)
Px(T1s- o) = 0z ...0x

Czesto znajac pelen rozklad, interesuje nas tylko jedna zmienna (np. predkosé tylko w osi z,
ignorujac reszte). Otrzymujemy wtedy tzw. rozklady marginalne (brzegowe), catkujac (lub
sumujac) po wszystkich pozostatych zmiennych, ktérych chcemy sie ,,pozby¢”:

o0
p1(x1) = / p(z1,z2)dwo
—0o0

Momenty wielowymiarowe definiujemy analogicznie, liczac wielokrotne calki: (z1), (x2), czy
wreszcie momenty mieszane okreslajace korelacje, np. (z1x9).

Korzystajac z poznanego wczesniej pojecia niezaleznosci zdarzen losowych, mozemy zdefinio-
waé niezalezno$¢ zmiennych losowych. Méwimy, ze zmienne X7 i Xo sa niezalezne, jezeli dla
dowolnych przedzialéw Aq, As C R ich przeciwobrazy sa zdarzeniami niezaleznymi. W praktyce
(w jezyku gestosci prawdopodobienistwa) oznacza to, ze taczna gestosé faktoryzuje sie na iloczyn
gestosci brzegowych:

X1 i X, sa niezalezne <= p(x1,x2) = p1(x1)p2(x2)

Dowdd jest natychmiastowy - z jednej strony P(A; N A2) = [, dx1 [, dwop(w1,22), 7 drugiej
P(A1)P(Az) = [, dv1p1(w1) [y, dr2pa(r2). Oba te wyrazenia powinny by¢ réwne (z definicji
niezaleznosci Ay i Ag), a skoro ma to zachodzi¢ dla dowolnych A; i As to funkcje podcatkowe
powinny by¢ réwne, a zatem p(x1,x2) = p1(x1)p2(x2).

Dla zmiennych niezaleznych wartosé¢ oczekiwana iloczynu jest iloczynem wartosci oczekiwa-
nych: (x12z2) = (z1)(x2) (poniewaz catka podwdjna si¢ po prostu rozbija na dwie niezalezne).

2.5 Przyklad fizyczny: Rozklad Maxwella (1860) — oryginalne wyprowadze-
nie

To, co teraz zrobimy, to jedno z najpiekniejszych wyprowadzen w historii fizyki. James Clerk Ma-
xwell w 1860 roku postawil sobie za cel znalezienie rozktadu predkosci w gazie nieoddziatujacych
ze soba czasteczek w réwnowadze termiczne;j.

Maxwell przyjat tylko dwa, dosé¢ naturalne zatozenia:

1. Niezalezno$¢ sktadowych: Predkosci w poszczegdlnych kierunkach kartezjanskich (vz, vy, vz)
sa wzajemnie niezaleznymi zmiennymi losowymi. Y.aczne prawdopodobienistwo to iloczyn
prawdopodobienstw sktadowych:

P(vz, vy, v2) = f(vz) fvy) f(v2)
2. Izotropia przestrzeni: W gazie w réwnowadze nie ma zadnego wyrdznionego kierunku.
Jesli obrécimy uktad wspétrzednych, rozktad nie powinien sie zmieni¢. Gesto$¢ musi zalezeé
wylacznie od modutu predkoéci (lub jej kwadratu v? = v2 + vz +v2), a nie od kierunku:

P(Vg, Uy, v;) = (v? + vf, + v?)
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Zestawiajac oba zalozenia, dostajemy réownanie funkcyjne:

Fve) f(vy) f(v2) = W02 + v + v2)

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy czgstka porusza si¢ tylko wzdtuz osi X, czyli v, = v, = 0.
Oznaczmy dla wygody f(0) = c. Mamy wtedy:

flug)-c-c= ‘ll(vz +0+0) = ch(vx) = \Il(v:%)

Zatem f(v;) = ¥(v2)/c?. Wstawiajac to z powrotem do gléwnego réwnania, otrzymujemy:

U(v2) ¥(vg) T(v?)
236 CQy 022 = \Ij(vi + U?? + vg)

C

T(02)W(02) T (v?) = ET (02 + U; + v?)

T Y z

Dla ulatwienia zapisu zmienmy zmienne: niech a = v2, 8 = vg, v = v2. Réwnanie przyjmuje
postacé:
V(@) U(B)¥(y) = U(a+ 5 +7)

Zrézniczkujmy teraz to wyrazenie stronami po zmiennej
V(@) (B)¥(y) = SV (a+ 5 +7)
Podzielmy to nowe réwnanie przez réwnanie wyjsciowe:

V() _ W(a+f+7)
U(a)  Yla+p+7)

Podstawmy a = v = 0:

v(g) _ v(0)

v(B)  (0)
Zauwazmy, ze lewa strona tej rownoéci zalezy od [, a prawa nie, a tak moze by¢ tylko wtedy,
gdy obie strony sg réwne stalej!

v(p) _ ¥'(0)

wE) T
gdzie ujemny znak wybieramy przezornie, wiedzac, ze prawdopodobienstwo dla nieskonczonych
predkoéci musi spadaé¢ do zera. OtrzymaliSmy proste réwnanie rézniczkowe: % = —\df, ktore
catkujemy:
In¥(B)=-A3+C = U(B)=Ae ™
Stad:

A3
V(a+B+7) = —Ge*)‘(O‘J“BJ“’)
c
Ostatecznie nasza taczna gesto$é prawdopodobienstwa predkosci wynosi:

N (2 2 g2
p(vmv%vz) — Be A(vz-i-vy-i-vz)

Pozostaje nam jedynie wyznaczyé¢ stala normalizacyjna B (calka po calej przestrzeni pedéw
musi wynosi¢ 1) oraz parametr fizyczny A. Wiemy z analizy, ze calka Gaussa to:

O 9 T
/ e e dvg =/ —
oo A

A)a/g‘

™

Co dla trzech wymiaréw daje B = (
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Parametr A mozemy powiaza¢ ze $rednia energia kinetyczna czasteczek. Obliczajac wartosé
oczekiwana kwadratu predkosci (v?) (np. rézniczkujac po parametrze), otrzymujemy:
m(v?)  3m
2 4\
Wybiegajac nieco w przéd do termodynamiki — z zasady ekwipartycji energii wiemy, ze srednia
energia kinetyczna zalezy od temperatury 71':

me’) 3
2 "2

Zestawiajac te dwa wzory, otrzymujemy ostatecznie parametr A = 5. W ten sposob abstrak-
cyjna matematyka potaczyta sie z mikroskopowym ruchem gazu i makroskopowa temperatura.

2.6 Funkcje zmiennych losowych

Czesto znamy rozklad zmiennej losowej X (o gestoéci px(x)), ale w eksperymencie mierzymy
wielko$é Y, ktéra jest pewna jej funkcja: Y = f(X). Pytanie brzmi: jaka jest gesto$é¢ prawdopo-
dobienistwa py (y) nowej zmiennej?

Mechanizm jest niezwykle elegancki i opiera si¢ na delcie Diraca. Obliczamy prawdopodo-
bienistwo, ze nowa zmienna przyjmie warto$é¢ ze zbioru A:

P ed) = [ vy = [ ox@)is

Zamiast catkowaé po skomplikowanym przeciwobrazie f~!(A), mozemy calkowaé po calej prze-
strzeni uzywajac dystrybucji Diraca jako matematycznego ,sita”, ktére wylapie tylko te wartosci
z, dla ktérych f(z) =y:

P ed)= [y [* dopx(a)bty - £(a)

Poréwnujac lewa i prawa strone, natychmiast odczytujemy wzér na nowa gestosé:

pvv) = [ px@)ly — f@)ds = (6~ F(X))

—0o0

Ten potezny wzor mozna tatwo uogdlni¢ na przypadek wielowymiarowych zmiennych loso-
wych X = (X1, Xo,...,X,,) oraz wielowymiarowych funkcji Y = £f(X):

pe(y) = [ dxpx(x)s(y ~ £(x) = (5(y ~ £

Przyklad: Suma dwéch niezaleznych zmiennych losowych

Mamy dwie rzutki, dwie kostki lub dwie czastki gazu. Mamy zmienne niezalezne X; i Xo o
zadanych rozkladach py(z1) oraz pa(z2). Szukamy rozkladu gestosci ich sumy: Y = X; + Xo.

Uzywamy naszego wzoru z delta Diraca (pamietajac, ze dla zmiennych niezaleznych laczna
gestosé to iloczyn p1 - p2):

py(y) = (3ly = X1 = X)) = | [ dordeadly = a1 = w2)pr(m)pa(a)
Calkujemy po zmiennej xo. Delta Diraca ,wybiera” za nas warto$¢ xo =y — x1:

) = [ Z dz1 pr(@1)paly — 21)

Whiosek jest fundamentalny: gesto$¢ prawdopodobienstwa sumy niezaleznych zmiennych loso-
wych jest splotem ich indywidualnych gestosci. To wlasnie ten fakt lezy u podstaw stynnego
Centralnego Twierdzenia Granicznego.
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Czesé 111
Procesy nier6wnowagowe

1 Ruchy Browna i btadzenie losowe

SAnd you may find yourself

In another part of the world

And you may find yourself

Behind the wheel of a large automobile

And you may find yourself in a beautiful house
With a beautiful wife

And you may ask yourself

Well ... how did I get here?” — Talking

Heads, Once in a Lifetime

1.1 Kropla mleka i sila zyciowa

Na wyktadzie mieliémy okazje spojrzeé przez mikroskop na krople mleka rozcienczona w wo-
dzie. Drobne kuleczki ttuszczu zawieszone w plynie nieustannie, chaotycznie przemieszczaly sie
we wszystkich kierunkach. Ten nieustanny taniec mikroskopijnych czastek to wiasnie ruchy
Browna. Zjawisko to bylo odkryte w 1827 roku przez szkockiego botanika Roberta Browna,
ktéry badat pod mikroskopem mate czastki pytku kwiatowego zawieszone w wodzie. Poniewaz
pylek to element rozrodczy roslin, Brown sadzil, ze ten nieustanny ruch to przejaw mitycznej
,sily zyciowej” (vis vitalis) — legendarnego tchnienia, ktére miato odrézniaé¢ materie ozywiona od
nieozywionej. Brown przeprowadzil z pytkiem imponujaca liczbe eksperymentéw. Zauwazyt, ze
ruchy te staja sie szybsze wraz ze wzrostem temperatury ptynu. Co wiecej, pokazal, ze ten ruch
nigdy nie ustaje — prébki zamkniete w szafie nawet na kilka lat po wyjeciu wciaz wykazywaly
te sama, nieprzerwang aktywnosc.

Prawdziwe zrozumienie tego zjawiska przyszlo dopiero na poczatku XX wieku (w latach
1905-1906), gléwnie za sprawa prac Alberta Einsteina oraz Mariana Smoluchowskiego. Udo-
wodnili oni, Zze ruchy Browna sa efektem wynikajacym bezposrednio z faktu, ze woda sklada
sie z niewidzialnych atoméw. Niezliczone miliardy malenkich czasteczek wody nieustannie i ze
wszystkich stron zderzaja sie z duza, zawieszona w niej czastka pytku.

W tym miejscu pojawia si¢ jednak bardzo naturalne pytanie: skoro czastka pytku jest bom-
bardowana ze wszystkich stron przez miliardy czasteczek wody, to czy $rednio rzecz biorac nie
uderza w nia tyle samo czasteczek z lewej, co z prawej strony? Dlaczego wiec czastka w ogdle
sie przemieszcza, a nie stoi w miejscu, wibrujac jedynie wokoét rodka?

Marian Smoluchowski odpierat on te zarzuty, poréwnujac ruch czastki Browna do grajacego
w kasynie hazardzisty:

»dJest to taki sam blgd rozumowania, jok gdyby czlowiek uprawiajgcy gre hazardowqg
(np. rzucanie kostki) sqdzil, ze nigdy wiekszej straty ani tez wiekszego zysku mieé nie
bedzie, niz wynosi stawka na jeden rzut. Wiemy dobrze, Ze szczeScie i mieszczesScie
zwykle niezupelnie sie rownowazq; ze im diuzej gra trwa, tym wieksza jest przecietna
suma albo wygrana, albo stracona”.

Zalézmy, ze w kazdej rundzie rzucamy moneta: jesli wypadnie orzel, gracz zyskuje 1 jed-
nostke kapitalu (+1 z p = 1/2), a jesli reszka — traci 1 jednostke (—1 z p = 1/2). Srednio rzecz
biorac, wygrana z takiej gry to zero. Ale jesli spojrzymy na rozklad kapitalu w czasie, zobaczymy,
ze im dluzej nasz hazardzista gra, tym bardziej jego kapital odchyla sie od wartosci poczatkowe;j.
Kwadrat odchylenia stanu konta naszego gracza od stanu poczatkowego (N; — Ng)? rognie pro-
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porcjonalnie do liczby rozegranych partii n. Oznacza to, ze typowe odchylenie od éredniej (czyli
statystyczna nadwyzka wygranych nad przegranymi) rosnie jak pierwiastek z liczby préb: y/n.

Aby przenie$¢ te hazardowa analogie na grunt fizyki, musimy dokonaé prostego tlumaczenia
pojec. Rola ,rzutu moneta” przypada pojedynczym uderzeniom niewidzialnych molekut cieczy, a
»kapitalem” gracza staje si¢ aktualne polozenie czastki pytku wzgledem punktu startu. Uderzenie
z jednej strony to nasza wygrana, uderzenie z przeciwnej — strata. Zgodnie z prawami statystyki,
nawet przy idealnej symetrii, z uptywem czasu czastka bedzie doswiadczaé¢ coraz wiekszych
fluktuacji. Oznacza to, ze co rusz pojawiaé sie beda statystyczne nadwyzki uderzen z jednego
kierunku, ktére zaczng chaotycznie przesuwaé pylek w przestrzeni.

SprawdzZmy, czy te statystyczne nadwyzki maja w ogodle znaczenie w skali fizycznej. Ziarenko
zawiesiny jest uderzane przez molekuly cieczy $rednio n = 10%° razy w ciaggu zaledwie jednej
sekundy. Zgodnie z regula opisana wyzej, przecietna nadwyzka uderzen z jednej strony nad
druga wyniesie w tym czasie pierwiastek z tej gigantycznej liczby zderzen, czyli okoto v1020 =
10'0 (dziesie¢ miliardéw)! Nawet jezeli ped przekazany przez pojedyncza molekute jest znikomo
maly, to sumaryczny efekt dziesieciu miliardéw ,nadmiarowych” uderzen z jednego kierunku
jest wystarczajaco potezny, by popychaé czastke pytku w widoczny pod mikroskopem sposéb.

1.2 Matematyczny model btadzenia przypadkowego w 1D

Zbudujmy prosty, jednowymiarowy model tego zjawiska. Rozwazmy czastke na osi x, ktora w
chwili ¢ = 0 startuje z punktu z = 0.

p=1/2 p=1/2

Wprowadzamy trzy proste zalozenia:

1. Kazda czastka w pojedynczym kroku czasowym dt wykonuje skok w prawo lub w lewo o
ustalong odleglosé dz. Dokladne wartosci §t oraz dx zaleza od fizycznych wlasnosci cieczy:
jej lepkosci, temperatury i rozmiaru samej czastki.

2. Prawdopodobienistwo skoku w lewo lub w prawo jest réwne i wynosi 1/2. Co kluczowe,
kierunek skoku nie zalezy od tego, co dzialo sie wcze$niej — brakuje tu jakiejkolwiek
pamieci, a kolejne kroki sa zdarzeniami w pelni niezaleznymi.

3. Rozne czastki w cieczy przemieszczaja sie niezaleznie od siebie.

Jakie sa konsekwencje takiego modelu dla ruchu po n krokach czasowych? Potozenie po
n-tym kroku opisuje réwnanie:

X(n)=X(n-1)+AX

gdzie zmienna losowa (skok) AX przyjmuje warto$¢ +0x z p = 1/2 oraz —dx réwniez z p = 1/2.

1. Srednie przesuniecie

Wysredniujmy nasze réwnanie stronami:

Poniewaz (AX) = 0, otrzymujemy:
(X(n)) = (X(n— 1)) = (X(n—2)) =+ = (X(0)) =0

Zgodnie z przewidywaniami, Srednie przesuniecie czastki jest rowne 0. Gdyby$émy zamiast jednej
czastki wypuszczali cala ich gromade z x = 0 i przyjecli zalozenie ze ich ruchy wzajemnie na
siebie nie wpltywaja, to powyszy wynik oznaczalby, ze choé to skupisko czastek z uptywem czasu
rozmywa sie¢ na boki, srodek paczki caly czas pozostaje w punkcie x = 0.

19



czastki /7

skupione w x = 0

rozmycie

Gestosé czastek

-
-
- -
- -
--------

I
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
T

I
0
X

2. Srednie przesuniecie kwadratowe

Podniesmy réwnanie ruchu do kwadratu:
X3n)=(X(n—-1)+AX)? =X?(n—1)4+2AX - X(n — 1) + (AX)?
i znéw wysredniujmy stronami:
(X2(n)) = (X*(n — 1)) + 2(AX - X (n — 1)) + ((AX)?)

W tym miejscu korzystamy z zatozenia o braku pamieci. Skoro kierunek nowego skoku AX jest
niezalezny od przeszlego potozenia X (n — 1), to warto$¢ oczekiwana ich iloczynu jest iloczynem
wartosci oczekiwanych. A skoro (AX) = 0, to caly czlon mieszany znika:

2AX - X(n—1)) =2 (AX) - (X(n—1)) =0

Wartoéé oczekiwana kwadratu pojedynczego skoku wynosi natomiast ((AX)?) = ()2 Zostaje
nam prosta rekurencja:

(X2(n)) = (X*(n — 1)) + (62)°
Zwijajac to réwnanie dla n krokéw az do zera (zakladajac (X2(0)) = 0), dostajemy:
(X*(n)) = n(0z)*

Ostatni krok to zamiana liczby krokéw n na fizyczny czas. Skoro kazdy krok trwa dt, to
calkowity czas t = ndt, skad n = t/d0t. Podstawiajac to do réwnania:

T 2
(xX2(1)) = [(5&) ] t

Dla wygody wprowadzamy w tym miejscu wielkos¢ zwang stalg dyfuzji D, zdefiniowana
. _ (61})2 4 . . Ce . , . . . .
jako D a5; - W ten sposob otrzymujemy najwazniejszy wzor na dyfuzje w jednym wymiarze:

(%) = 2Dt

W przypadku przestrzeni trojwymiarowej wariancje z trzech wzajemnie niezaleznych osi po
prostu sie dodaja, co daje wynik 3 razy wigkszy:

(%) = (@) + (%) + () = 6Dt
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1.3 Czy dyfuzja jest efektywna?

Aby okredli¢ rozmiar ,,rozmywania” sie paczki czastek po uplywie zadanego czasu, patrzymy na
odchylenie standardowe potozenia, bedace pierwiastkiem z wariancji:

(x?y = V2Dt

Sprawdzmy teraz, jak ten statystyczny mechanizm transportu radzi sobie w réznych rzedach
wielkosci, przyjmujac wartosé statej dyfuzji dla matych czasteczek w wodzie w temperaturze
pokojowej wynoszaca D ~ 1075 ¢cm?/s. Z przeksztalcenia wzoru wiemy, ze czas dyfuzji to mniej
wiecej t ~ x2/2D.

« Skala mikro (wymiary bakterii): Dla odlegloéci rzedu 2 = 10~* cm, czas wynosi
t~ (107%)2/(2-107%) ~ 5-10~* s. Zaledwie 0.5 milisekundy! W mikroskopijnym $wiecie
pojedynczych komérek transport dyfuzyjny jest bardzo efektywny.

e Skala probéwki chemicznej: Jesli chcemy, aby nasza substancja przebyla x = 1 cm,
czas wzrasta lawinowo do ¢t ~ 12/(2 - 107°) = 50000 sekund. To oznacza az ~ 14 godzin.
Dyfuzja w tej skali staje sie procesem niezwykle mato efektywnym.

o Skala makroskopowa (pokdj): Powszechnie uwaza sie, ze zapachy w pokoju rozchodza
sie dzieki mechanizmowi dyfuzji. Policzmy to! Dla dystansu 5 m (500 cm), dyfuzja wylicza
nam czas na przebycie tego dystansu rowny dobrym kilku miesiacom. W rzeczywistosci,
jezeli po chwili czujemy na drugim koncu pokoju zapach perfum, nie jest to absolutnie za-
stuga powolnej i slepej dyfuzji, lecz mechanizmu konwekcji — makroskopowych, fizycznych
pradéw mieszajacych powietrze w pomieszczeniu.

1.4 Roéwnanie dyfuzji: opis ciggly

Zamiast $ledzi¢ chaotyczna trajektorie pojedynczej czastki, mozemy przejé¢ do opisu ewolucji
prawdopodobienstwa znalezienia czastki w danym punkcie x w chwili ¢, czyli P(x,t). Wychodzac
z naszego dyskretnego modelu bladzenia, czastka moze znaleZé sie w punkcie x w chwili ¢ + dt
tylko wtedy, gdy wczesniej (w chwili ¢) byla w sasiednim wezle i wykonala odpowiedni skok.
Réwnanie bilansu prawdopodobienstwa ma postacé:

1 1
P(z,t+0t) = §P(:U —dx,t) + §P($ + dz,t)
Odejmujac obustronnie P(x,t), dzielac przez krok czasowy dt i wyciagajac czynnik przed
nawias po prawej stronie, od razu formujemy klasyczne ilorazy réznicowe:
P(z,t +0t) — P(z,t)  (0x)% [P(x — dz,t) — 2P(x,t) + P(x + 0z, t)

St 26t (6x)2

Dokonujac przejécia do granicy ciaglej (6t — 0,0z — 0), dyskretne prawdopodobienistwo
P(x,t) zastepujemy ciagla gestoscia prawdopodobienistwa p(z,t) (formalnie P(x,t) ~ p(z,t)dz,
przy czym staly czynnik dz upraszcza sie po obu stronach réwnania). Nasze utamki staja sie z de-
finicji odpowiednio: pierwsza pochodna gestosci po czasie oraz jej druga pochodna przestrzenna.

2
Rozpoznajac w czynniku przed nawiasem wyprowadzong wczesniej stata dyfuzji D = (‘;:g% , na-
tychmiast otrzymujemy rézniczkowe réwnanie dyfuzji:
0 0?
op _ ,&p
ot Ox?

Przeszlismy w ten sposéb od mikroskopowego chaosu do gtadkiego, deterministycznego réw-
nania na pole koncentracji. Rozwigzmy to réwnanie przy zalozeniu, ze w chwili ¢ = 0 wszystkie
czastki startuja z poczatku uktadu wspédtrzednych:

p(x,0) = o(x)
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Rozwiazaniem dla tak zadanego warunku poczatkowego jest tzw. rozwiazanie fundamentalne
(funkcja Greena), majace postaé rozmywajacego sie w czasie rozkladu Gaussa:

(2,1) 1 x?

x,t) = exp | ——

P VarDt P\ " apt

Poréwnujac ten wynik ze standardows postacia gestosci rozkladu normalnego (oc exp (—%)),

natychmiast odczytujemy wariancje:
202 =4Dt = o?=2Dt

W ten sposéb zatoczylidmy pelne koto. Rozwiazujac rézniczkowe rownanie ciagle, otrzymalismy
wariancje potozenia identyczng z wynikiem (X?2) = 2Dt, ktéry wezeéniej wyprowadzilismy czysto
algebraicznymi metodami dla dyskretnego btadzenia przypadkowego.

1.5 Procesy Markowa i réwnowaga szczegélowa

Analizujac bladzenie przypadkowe, poczyniliémy jedno fundamentalne zalozenie: prawdopodo-
bienstwo tego, w ktéra strone czastka skoczy w kolejnym kroku, nie zalezy w zaden sposéb od
jej przesztodci. Przysztos$é zalezy wylgcznie od jej obecnego polozenia.

Procesy losowe posiadajace te wlasnosé ,braku pamieci” nazywamy procesami Markowa.
Modele oparte na dyskretnych stanach i dyskretnych krokach czasowych z ta wtasnoscia to tan-
cuchy Markowa. Z fizycznego punktu widzenia oznacza to, ze uktad bardzo szybko ,,zapomina”
o swoich warunkach poczatkowych wskutek chaotycznych zderzen.

Wyobrazmy sobie, ze nasz tancuch Markowa ewoluuje przez bardzo dtugi czas, az osiagnie
stan stacjonarny (réwnowagowy). Oznacza to, ze rozklad prawdopodobienstwa znalezienia
ukladu w danym makrostanie przestaje si¢ zmienia¢ w czasie: P(n,t+ 1) = P(n,t) = Poq(n).

Aby utrzymaé ten stacjonarny rozklad, érednia liczba przejsé¢ (strumieii prawdopodobien-
stwa) wychodzacych z dowolnego stanu musi by¢ réwna liczbie przej$é¢ do niego wchodzacych.
Najprostszym sposobem na zagwarantowanie takiego bilansu jest zadanie, aby bilansowaly sie
procesy zachodzace miedzy kazdg parg pojedynczych standw. Koncepcje te nazywamy zasadg
réwnowagi szczegolowej (detailed balance).

Zgodnie z nig, strumien prawdopodobienistwa ze stanu n do n—+1 jest doktadnie réwnowazony
przez strumien powrotny:

Poyy(n) - W(n —-n+1)=Pyqn+1)-W(n+1—n) (1.1)

Zasada réwnowagi szczegdlowej jest warunkiem wystarczajgcym na stacjonarnos$é rozkladu,
ale nie koniecznym — rozklad stacjonarny méglby istnieé¢ nawet bez niej (np. przy cyklicznej
cyrkulacji prawdopodobienstwa A — B — C' — A). Stosujemy ja w fizyce statystycznej jako
niezwykle potezne i wygodne narzedzie: jezeli uda nam sie znalezé rozklad, ktory ja spelnia,
to mamy absolutna pewnos¢, ze jest to rozklad stacjonarny.

2 Model Ehrenfestéw (psy i pchty)

»They say jump

Jump, they say

They say jump

Jump, they say”

— David Bowie, Jump They Say
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Model zaproponowany w 1907 roku przez Paula i Tatiane Ehrenfestéw wybitny matematyk
Mark Kac nazwal ,prawdopodobnie jednym z najbardziej pouczajacych modeli w catej fizyce”.
Pokazuje on w sposob krystalicznie przejrzysty, jak mikroskopowa odwracalnosé i losowosé pro-
wadza do makroskopowej nieodwracalnosci i réwnowagi termodynamicznej — a wszystko to za
pomocg obrazu, ktéry kazdy moze sobie wyobrazi¢: dwéch pséw i przeskakujacych miedzy nimi
pchet.

Wyobrazmy sobie zatem dwa psy: Azora i Burka, na ktérych zeruje tacznie N rozréznialnych
pchel (patrz Ry. 2). Stan (makrostan) ukladu w dowolnej chwili okreslamy przez liczbe pchet
znajdujacych sie na Azorze, ktéra oznaczamy jako mn. Sila rzeczy, na Burku przebywa w tym
samym czasie N — n pchel.

Rysunek 2: Azor, Burek i ich pchlty w chwili poczatkowej (wszystkie na Azorze).

W kazdym dyskretnym kroku czasowym wybieramy losowo (z jednakowym prawdopodobien-
stwem 1/N) jedna z N pchel, ktéra natychmiast przeskakuje na drugiego psa. Zastanéwmy sie,
jak zmienia sie stan ukltadu w pojedynczym kroku. Zakladajac, ze obecnie na Azorze mamy n
pchel, w kolejnym kroku stan ten moze zmieni¢ si¢ tylko o +1:

o Skok w gére (n — n+1): Zdarzy sie tylko wtedy, gdy wylosowana zostanie pchla siedzaca
obecnie na Burku. Poniewaz takich pchet jest N — n, prawdopodobienistwo tego przejscia
Wynosi:

N —n
N

Wn—-n+1)=

o Skok w dét (n — n — 1): Zdarzy sie, jesli wylosujemy pchle siedzaca na Azorze. Takich
pchet jest n, wiec prawdopodobienstwo wynosi:

W(n%n—l):%

Zastanéwmy sie nad fizyczna intuicja tego procesu. Jedli poczatkowo wiekszos¢ z N pchet
znajduje sie na Azorze, to w pierwszych chwilach liczba n bedzie gwaltownie male¢ na korzysé
(czy raczej niekorzy$é) Burka. Po dostatecznie dlugim czasie uklad osiagnie stan réwnowagi, w
ktérym liczba pchel na kazdym z pséw bedzie fluktuowaé wok6t N/2. Co istotne, rozmiar tych
fluktuacji (mierzony wzgledna dyspersja o/(n)) silnie zalezy od ukladu: dla malego N uklad
bedzie gwaltownie przeskakiwaé¢ miedzy skrajnymi stanami, natomiast w granicy makroskopowej
(bardzo duze N) rozklad skoncentruje sie niezwykle ciasno wokét wartosci Sredniej.

W kontekécie tego modelu postawimy sobie trzy fundamentalne pytania:

1. Jaki jest rownowagowy rozklad prawdopodobienstwa Pq(n) znalezienia dokladnie n pchel
na Azorze po bardzo dlugim czasie?

2. Jak w funkcji czasu ewoluuje érednia liczba pchel (n(t))?

3. Ile $rednio krokéw trzeba odczekaé, aby wszystkie pchly samorzutnie powrécily na Azora?
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2.1 Rozklad ré6wnowagowy przez réwnowage szczegélowq

Szukamy rozkladu stacjonarnego Peq(n), tj. takiego, ktéry nie zmienia si¢ w czasie. Nasza stra-
tegia bedzie skorzystanie z oméwionej wczesniej zasady réwnowagi szczegdtowej. Podstawiajac
prawdopodobienstwa przejicia, otrzymujemy relacje rekurencyjna:

N —n n+1
Poy(n) - N = Poy(n+1)- N (2.1)
skad:
Pey(n+1) _ N — n (2.2)
Pey(n) n+1
Rozwijamy te rekurencje krok po kroku, zaczynajac od Peq(0) = a:
N
Peq(1) = 7 -, (2.3)
N-1 N(N —1)
Pqy(2) = 5 Py(1) = 5% (2.4)
N-(N-1)---(N—-n+1) N
Pey(n) = " a=|{ | (2.5)
7 warunku normalizacji ZnN:o P.y(n) = 11 tozsamodci ﬁ);o (]X ) = 2NV wyznaczamy stala

a = 2~V Ostatecznie:

Pn) = 5 <N> (2.6

n

Jest to rozktad dwumianowy z parametrem p = 1/2. Ma on wartos¢ oczekiwana (n) = N/2
i odchylenie standardowe o = v/N /2. Wzgledna szeroko$é rozktadu maleje jak o/(n) = 1/v/'N —
dla makroskopowej liczby czastek rozklad jest ekstremalnie waski i z astronomiczna pewnoscia
obserwujemy stan n ~ N/2.

Warto przy tym zauwazy¢, ze wynik ten ma glebokie uzasadnienie kombinatoryczne: rozktad
dwumianowy z p = 1/2 to po prostu rozktad jednostajny po wszystkich 2" mikroskopowych kon-
figuracjach (przypisaniach kazdej pchly do jednego z pséw). Kazda konfiguracja mikroskopowa
jest jednakowo prawdopodobna — to zasada réwnouprawnienia a priori stanéw mikroskopowych.

2.2 Relaksacja wartosci $redniej

Zapytajmy teraz, jak warto$¢ oczekiwana (n(t)) ewoluuje w czasie, startujac z warunkiem po-
czatkowym n(0) = N (wszystkie pchly na Azorze).

W kazdym kroku n zmienia sie o +1 z prawdopodobienstwem N ~ - lub o —1 z prawdopodo-
bienstwem &, wiec:

(n(t +1)) — (n(t)) = (+1) - " (2.7)

skad: )
(n(t + 1)) = (n(t)) (1 _ N) Y (2.8)

Aby rozwiaza¢ rekurencje wprowadzamy nowg zmienng opisujaca nadwyzke pchet na Azo-
rze ponad warto$¢ réwnowagowa,

(2.9)

24



Podstawiajac (n(t)) = m(t) + N/2 do réwnania rekurencyjnego:

m(t + 1) + g _ (m(t) + JQV) (1 - ;) 1 (2.10)
Upraszczajac:
m(t +1) = m(?) <1 _ 12v> , (2.11)
co daje

m(t) = m(0) <1 - JQV)t (2.12)

Warunek poczatkowy n(0) = N daje m(0) = N/2, zatem wracajac do oryginalnej zmiennej:

mwy =5+ N (- 2) (2.13)

Z granicy t — oo od razu widaé, ze uktad dazy do wartos$ci réwnowagowej N/2; co stanowi
potwierdzenie spéjnosci rachunku. Dla duzych N korzystamy z przyblizenia In(1-2/N) ~ —2/N,
co daje wykladnicza relaksacje:

(n(t)) ~ g (1472, (2.14)

ze charakterystycznym czasem relaksacji teq = N/2. Im wiecej pchel, tym wolniejsza relaksacja
— co ma gleboki sens fizyczny: wiekszy uktad potrzebuje wiecej krokéw, by “wymieszaé” sie do
rownowagi.

2.3 Czas powrotu do stanu poczatkowego

Pytanie trzecie jest filozoficznie najglebsze: jak dtugo trzeba czekaé, zeby wszystkie N pchet
znalazlo sie z powrotem na Azorze?

Jest to pytanie o §redni czas powrotu (mean recurrence time) do stanu n w lancuchu
Markowa. Fundamentalne twierdzenie teorii tancuchéw Markowa méwi, ze dla ergodycznego
tancucha skonczonego éredni czas powrotu do stanu n wynosi:

1 oN

T(n) P) (NN (2.15)
n
Dla stanu poczatkowego n = N (wszystkie pchly na Azorze):
2N
T(N) = o~ =2V, (2.16)
(v)

Dla N = 20000 daje to T(N) = 220000 g ~ 106090 Jat — czas gigantyczny, nawet w poréwnaniu
z wiekiem Wszechéwiata (109 lat). Jak ujat to Richard Feynman: ,,It is just unlikely. It would
never happen in a million years”.

Kontrast staje sie jeszcze wyrazniejszy, gdy zapytamy o czas powrotu do stanu réwnowago-

k
wego n = N /2. Korzystajac ze wzoru Stirlinga k! ~ v/ 27k (g) , Szacujemy mianownik:

N N! 2N
(N/Z) TN (N2 T AN (2:17)
skad:
2N TN
T(N/2) = —— ~ | —. 2.18
1) = s = (218)

Dla N = 20000 dostajemy T'(N/2) = +/100007 s ~ 177 s — niecale trzy minuty.
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Zestawienie T(N/2) ~ \/TN/2 krokéw i T(N) = 2" krokéw doskonale ilustruje sedno fizyki
statystycznej. Jak pisal Marian Smoluchowski: jezeli stan poczgtkowy charakteryzuje sie diu-
gim czasem powrotu, to ewolucja ukiadu bedzie miala cechy procesu nieodwracalnego; jednak
dla stanow poczgtkowych o krotkim czasie powrotu mie ma sensu mowi¢ o nieodwracalnosci.
Makroskopowa nieodwracalnosé¢ nie wynika zatem z zadnego mikroskopowego zakazu — kazda
reguta ewolucji jest w pelni odwracalna.

Rysunek 3 schematycznie pokazuje pelna historie ukladu startujacego z n(0) = N.

N
w W ¥ e WV
—
relaksacja fluktuacje wokét stanu réwnowagi
0

Rysunek 3: Ewolucja liczby pchel na Azorze w czasie. W fazie relaksacji (n(t)) spada wykladniczo
do N/2; film tej ewolucji wyglada wyraznie inaczej od odwréconego — uktad jest makroskopowo
nieodwracalny. W stanie réwnowagowym n 4 fluktuuje losowo wok6t N/2 z amplituda ~ v/ N /2;
tutaj film odwroécony jest nieodrdznialny od oryginalnego.

Rysunek ten unaocznia kluczowe rozréznienie wprowadzone przez Smoluchowskiego: nieod-
wracalno$c¢ jest cechq fazy relaksacji, nie stanu rownowagowego. Gdy uklad juz osiagnie stan
réwnowagowy i oscyluje wokét N /2, nie ma zadnego sposobu, zeby patrzac na trajektorie stwier-
dzié¢, “w ktora strone” biegnie czas.

Warto jeszcze zauwazy¢, ze otrzymany rozklad réwnowagowy

n

Pegln) = (N) e (2.19)

powinien przypomina¢ nam dobrze znany wynik z innego kontekstu. Na ¢wiczeniach rozwaza-
lismy N czastek gazu zamknietych w pudle o objetoéci V', w ktorym wydzieliliSmy podobjetosé
V. Prawdopodobienstwo znalezienia doktadnie n czastek w lewej polowie wynosi:

P(n) = (f) (‘(j)n (1 - ?)N_n. (2.20)

Jest to rozklad dwumianowy z parametrem p = V;/V. Podstawiajac Vo = V/2, czyli p =
1/2, dostajemy dokladnie nasz rozklad pséw Ehrenfestéw. To nie jest przypadek — w obu
przypadkach mamy N niezaleznych, rozréznialnych obiektéw, z ktérych kazdy z jednakowym
prawdopodobienstwem 1/2 nalezy do jednego z dwdch zbioréw.
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Rozklad dwumianowy z p = 1/2 ma wartoéé oczekiwana (n) = N/2 i wariancje o2 = N/4.
Kluczowa wielkoscia opisujaca wzgledna szerokosé fluktuacji jest dyspersja wzgledna:
on _VN/4 1

o= N ST (2.21)

Fluktuacje wzgledne maleja jak 1/ V/N — zgodnie ze slynnym prawem pierwiastka, ktére
jest fundamentalnym wynikiem dla ukladéw ztozonych z wielu niezaleznych sktadnikéw. Dla
makroskopowej liczby czastek N ~ 10?® wzgledne odchylenie od réwnowagi wynosi ~ 10712,
co jest zupelnie nieobserwowalne. Tak mocnego zapchlenia si¢ (na szczescie) nie obserwuje,
wiec w przypadku psow Ehrenfestow fluktuacje sa troche wieksze - N = 100 pchel typowa
fluktuacja wynosi 10%, dla N = 10000 - zaledwie 1%.

3 Entropia jako miara informacji
» Bawimy ste
Bawimy tadnie lub nie
Niewazne
Bo nico nielatwo rozdraznic
Ono tam jest
A imie jego na E
Paradne
Cos jak Etiopia lecz ladniej”
— Lech Janerka, Dobranoc

Stan makroskopowy ukladu fizycznego moze by¢ zrealizowany przez gigantyczna liczbe mi-
krostanéw. Makroskopowo wiemy o uktadzie wszystko, ale mikroskopowo nie mamy pojecia,
w jakiej doktadnie konfiguracji w danej chwili si¢ on znajduje. Siegniemy wiec teraz do teorii
informacji, aby nauczy¢ sie mierzy¢ te niewiedze.

Jak precyzyjnie zmierzy¢ ilosé brakujacej informacji? Wyobrazmy sobie prosta gre: ukryliSmy
kulke w jednym z N = 8 identycznych pudelek. Ile optymalnie zadanych pytan typu ,tak/nie”
(wyszukiwanie binarne) potrzeba, by ja znalez¢é? Naiwna strategia bytoby pytanie pytanie o kazde
pudetko po kolei (,,Czy jest w pudetku nr 17”7, A moze nr 27”). W najgorszym scenariuszu, aby
zyskaé¢ pewnos$é, musimy wtedy zadaé¢ N — 1 pytan. Inteligentniejsza strategia

1. ,,Czy kulka jest w pudetkach 1-47” (zostaja 4 mozliwosci)
2. ,,Czy jest w pudelkach 1-2?” (zostaja 2 mozliwosci)
3. ,,Czy to pudeltko nr 17” (zostaje 1 mozliwo$¢ — znamy odpowiedz).

Dla 8 pudelek potrzebujemy dokladnie 3 pytan, co wynika z prostej relacji 23 = 8. Z kazdym
pytaniem dzielimy przestrzen stanéw przez dwa. Uogdlniajac to na dowolna liczbe N réowno-
prawdopodobnych stanéw, miara informacji I potrzebnej do usunigcia naszej niewiedzy wynosi:

I =klog N (3.1)

gdzie k to stala dobierana w zaleznosci od wybranej jednostki (wybdr logarytmu przy podstawie
2 1 k = 1 daje informacje w bitach; w fizyce uzywa sie stalej Boltzmanna kp i logarytmu
naturalnego).

Wybor logarytmu nie jest przypadkowy. Gwarantuje on addytywnos$¢ informacji dla uktadow
niezaleznych. Jesli szukamy kulki w jednym z N pudelek oraz niezaleznie monety w jednym z
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M pudetek, taczna liczba kombinacji to V- M. Oczekujemy, ze catkowita informacja potrzebna
do ich zlokalizowania bedzie po prostu suma informacji czastkowych: In.ar = In + Ipr. Te
kluczowa wlasnosé posiada wlasnie funkcja logarytmiczna: log(N - M) = log N + log M.

3.1 Sgzpieg i kolorowe pudetka

Uog6lnijmy teraz te sytuacje na nieréwne prawdopodobienstwa. Zatézmy, ze nasze 8 pudetek
jest pokolorowane: 4 sa czarne, 3 biale, a 1 jest zielone. Kulka nadal laduje w jednym z nich
catkowicie losowo.

Wysytamy na zwiady szpiega. Szpiegowi nie udaje sie przeniknaé do pomieszczenia z samymi
pudetkami, ale udaje mu sig¢ ustali¢, ze kulka znajduje sie w czarnym pudetku”. Szpieg przesyta
nam ten komunikat. Pytanie brzmi: ile informacji przekazal nam szpieg w swojej wiadomoéci?

Przed otrzymaniem tego meldunku mieliémy 8 réwnoprawdopodobnych mozliwosci — aby
wskaza¢ kulke, brakowato nam klog8 informacji. Po ustyszeniu hasta ,czarne”, nasz zbiér moz-
liwosci zawezil sie do 4 pudelek — nadal brakuje nam klog4 pytan (informacji) do pelnego
sukcesu. Réznica tych wielkoéci to informacja, ktéra zyskalismy dzigki dziataniom szpiega:

8
Tezarme = klog8 — klog4 = klog 1= klog2 (3.2)

Gdyby szpieg wyczytal w depeszy stowo ,biate”, zyskalibySmy Ilhiate = klog 8 — klog 3 = klog %.

Ogodlnie, jesli pudetek koloru ¢ jest doktadnie N; sposrod wszystkich N pudelek, informacja
zyskana po komunikacie o kolorze i wynosi klog(N/N;). Poniewaz prawdopodobienistwo trafie-
nia kulki do pudetka koloru i przed rozpoczeciem poszukiwan wynosito po prostu p; = N;/N,
otrzymujemy fundamentalny wzor na ilo$¢ informacji niesiong przez zdarzenie:

I; = —klogp; (3.3)

Im rzadsze (mniej prawdopodobne) zdarzenie, z tym wigkszym zaskoczeniem je przyjmujemy i
tym wiecej informacji dostarcza nam komunikat o jego zajsciu.

3.2 Szpieg na horyzoncie, czyli entropia Shannona

WyobraZmy sobie teraz nieco inng sytuacje. Widzimy naszego szpiega majaczacego na horyzoncie.
Biegnie w nasza strone z zaklejona koperta zawierajaca wykradziony meldunek o kolorze. Jeszcze
do nas nie dotart i nie mamy pojecia, jaki kolor wymieni w raporcie. Mozemy jednak zapytac:
jaka jest wartos¢ oczekiwana informacji, ktérg za chwile od niego dostaniemy?

7 prawdopodobienstwem p; szpieg przyniesie nam wiadomos¢ o kolorze ¢, co dostarczy nam
I; informacji. Srednia (oczekiwana) ilo§¢ informacji, jaka zyskamy po otwarciu koperty, to usred-
niona po wszystkich mozliwosciach wartosé I;:

Podstawiajac nasz wzér na I;, dostajemy stynne réwnanie:

M
S=-k Zpi log p; (3.5)
i=1

To wtlasnie jest entropia informacyjna wprowadzona przez Claude’a Shannona w 1948 roku
jako fundament teorii informacji. Zauwazmy, ze wielko$¢ ta nie méwi, ile informacji dostalismy
po otwarciu koperty (to mierzy I;). Entropia mierzy, ile informacji spodziewamy sie dostaé, zanim
koperte w ogéle otworzymy. Jest to zatem miara naszej poczatkowej niewiedzy.

28



Kiedy w 1948 roku Claude Shannon sformutowal matematyczne podstawy teorii informacji,
zastanawial sie, jak nazwaé odkryta przez siebie miare (S = —k > p; log p;). Wahal sie miedzy
terminami takimi jak ,informacja” czy ,niepewnos¢”. Z prosba o rade zwrdcit si¢ do Johna
von Neumanna, ktérego spotkal w instytucjonalnej kantynie. Von Neumann po bez wahania
udzielit mu nastepujacej rady:

»Powinienes nazwaé to entropig, z dwéch powodéw. Po pierwsze, twoja funkcja
niepewnosdci byla juz wezesniej uzywana w mechanice statystycznej pod tg wlasnie
nazwg, wiec ma ugruntowang pozycje. Po drugie, © co znacznie wazniejsze, nikt
tak naprawde nie wie, czym w ogdle jest entropia, wiec w kazdej dyskusji bedziesz
miat przewage.”

3.3 WilasnoSci entropii informacyjnej

Ksztalt rozkladu prawdopodobienstwa jednoznacznie determinuje warto$é¢ entropii. Przeanali-
zujmy dwa skrajne przypadki:

o Rozklad réwnomierny (maksymalna niewiedza): Gdy wszystkie z M mozliwych
zdarzen sa jednakowo prawdopodobne (p; = 1/M), wzér redukuje si¢ do:

M
1 1 1
S=—-k» —log—=—-k-M-—(—logM)=klogM 3.6
i; 708 37 77 (~log M) = klog (3.6)
Otrzymujemy w ten sposéb maksymalng mozliwag warto$é¢ entropii. Poniewaz nie wiemy
absolutnie nic o tym, ktore zdarzenie nastapi, kazda wiadomo$é¢ o wyniku niesie maksimum
informacji. Fakt, ze to wlasnie rozkiad ptaski maksymalizuje entropie przy zadanym wa-
runku normalizacji (3 p; = 1), mozna udowodnié¢ stosujac metode mnoznikéw Lagrange’a.

o Stan pewny (pelna informacja): Gdy z géry wiemy, ze na pewno zajdzie konkretne
zdarzenie (np. p1 = 1, a pozostale p;~1 = 0), entropia znika. Stosujac standardowa w teorii
informacji konwencje graniczna lim,_,o+ xlogz = 0, otrzymujemy:

S=-k-1-logl—> k-0-log0=0 (3.7)
i>1
Entropia wynosi zero. Skoro mamy catkowita pewnos¢ co do wyniku przed jego oglosze-
niem, sama wiadomos¢ nie niesie najmniejszego elementu zaskoczenia i w zwiazku z tym
nie dostarcza zadnej nowej informacji.

Entropia S mierzy nasze przecietne zaskoczenie wynikiem losowania — albo réwnowaznie,
nasza niewiedze o tym, co nastapi. Im bardziej plaski rozklad prawdopodobienistwa (im mniej
wiemy), tym wigksza entropia. Im bardziej skupiony rozklad (im wiecej wiemy), tym entropia
mniejsza, az do zera w granicy pewnosci.

Wkrétce zobaczymy, ze entropia Boltzmanna znana z termodynamiki, S = kp In (2, jest szcze-
gblnym przypadkiem tego wzoru — dla rozkladu rownomiernego po 2 mikroskopowych stanach
uktadu.

4 Entropia Gibbsa pséw Ehrenfesta

L, Entropy, it’s a matter of course
Entropy, energy at all levels
Entropy, from it you cannot divorce.”
— Bad Religion, Entropy
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4.1 Dwa poziomy opisu i dwie entropie

W modelu pséw Ehrenfestéw mamy do czynienia z dwiema réznymi warstwami opisu probabili-
stycznego, ktore warto wyraznie rozréznic.

Poziom mikroskopowy. Kazda pchla ma swoja tozsamo$é¢ — mozemy je ponumerowac.
Mikrostan uktadu to konkretne przypisanie kazdej pchty do jednego z psow. Oznaczamy przez
Phic(t) prawdopodobienstwo, ze uklad w chwili ¢ jest w danym mikrostanie.

Poziom makroskopowy. Obserwujemy jedynie, ile pchel siedzi na Azorze — nie wiemy,
ktére to sa. Makrostan opisuje liczba m € {0,1,..., N}. Oznaczamy przez P,,(t) prawdopo-
dobienstwo makrostanu m w chwili ¢. Kluczowa role gra liczba mikrostanéw odpowiadajacych

makrostanowi m:
N
G,y = e (4.1)

gdyz tyle jest sposobéw wyboru m pchel sposréd NV, ktére maja siedzie¢ na Azorze.
Zaktadamy, ze wszystkie mikrostany w danym makrostanie sa jednakowo prawdopodobne

(zasada réwnouprawnienia a priori). Prawdopodobienstwo konkretnego mikrostanu nalezacego

do makrostanu m wynosi zatem:

Pn(t)

e (4.2)

Piem = Hm

Jeden z trojga ojcow mechaniki statystycznej, obok Maxwella i Boltzmanna. W swoim monu-
mentalnym dziele Elementary Principles in Statistical Mechanics (1902) jako pierwszy sfor-
mutowatl mechanike statystyczna w jezyku ansambléw i rozkladéow prawdopodobienstwa — a
nie pojedynczych trajektorii. Entropia noszaca jego imie jest wiasnoscia catego rozktadu, nie
pojedynczego stanu.

4.2 Entropia Gibbsa

Entropie Gibbsa definiujemy jako entropie informacyjna Shannona rozktadu po mikrostanach:

Sa(t) = =k pilogpi, (4.3)
i
gdzie suma biegnie po wszystkich 2V mikrostanach. Wyrazamy ja przez zmienne makroskopowe.
Kazdy makrostan m zawiera G, mikrostanéw, kazdy z prawdopodobiefistwem II,,, = P, /Gy:
N N p p
Sa(t) = —k Z G -y logl,, = —k Z G - sz log ﬁ (4.4)
m=0 m=0
czyli:
N N
Sa(t) =~k > PnlogPrn+k > PnlogGhp. (4.5)
m=0 m=0

Pierwszy sktadnik to entropia rozktadu po makrostanach — miara naszej niewiedzy o tym, w
ktérym makrostanie jest uktad. Drugi skladnik to $rednia entropia Boltzmanna — érednia (po
makrostanach) liczba klog G,, mikrostanéw odpowiadajacych danemu makrostanowi.
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4.3 Entropia Boltzmanna

Entropia Boltzmanna przypisuje pojedynczemu makrostanowi m wartosc:

Sp(m) = klog G, = klog (Z) (4.6)

Jest to wlasno$é¢ jednego makrostanu — nie calego rozkladu. Obserwujemy jeden makrostan,
wyobrazamy sobie G, réwnoprawdopodobnych mikrostanéw, ktére go realizuja, i obliczamy
Sp.

Obliczmy Sp dla stanu réwnowagi. Wiemy, ze:

n= )= 5 (4.7
skad:
!
Sy = klog (N]\/[2> = klog (N/Q)]'V(N/Q)' (4.8)
Dla duzych N stosujemy wzér Stirlinga log N! =~ Nlog N — N:
S%q%k<NlogN—N—2-glogg+2-g):kNlogQ. (4.9)

4.4 Entropia Gibbsa rosnie monotonicznie — dowéd

Pokazemy, ze Sg(t + 1) > Sg(t), co jest odpowiednikiem II zasady termodynamiki w naszym
modelu.

Réwnanie master. Ewolucja rozkladu P, (t) opisana jest réwnaniem:

m+1 m—1
Pat+1) ="t p o+ (1 - ) P s (D). (4.10)
N N
Przepiszemy je w jezyku II,,, = P,,,/Gy,. Korzystajac z tozsamosci:
m+1 Gpypr  m+1 N—-m N-m (4.11)
N Gn N m+1 N~ '
oraz N N .
(1—m_ ) mp _NomAl m M (4.12)
N Gm N N-m+1 N
otrzymujemy:
m m
I, (t+1) = N I, —1(t) + (1 — N) 41 (2). (4.13)

Jest to wazona $rednia dwéch wartosci I z sasiednich stanéw, ze wspolezynnikami o = m/N i
ag =1 —m/N spehiajacymi o + ag = 1.

Funkcja ¢(x) = zlogzx jest wypukla (bo ¢”(z) = 1/ > 0 dla > 0). Sieczna funkcji
wypuklej lezy powyzej jej wykresu, a zatem

plonzy + agxa) < o1 (1), +az o(x2),  a; >0, Y o =1 (4.14)
5

Stosujac to do réwnania (4.13):

T (t + 1) log I (t + 1) < 1—%

% 1 (¢) log 1 () + ( ) i1 (¢) log et (). (4.15)
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Mnozymy przez Gy, i sumujemy po m od 0 do N:

N
ZG I, (04 1) log Iy (t41) < 3 G [ 1(t)logHm_1(t)+(1—]n\;> Ty 41 (8) log Tyt ()]
m=0

m=0

(4.16)
Rozbijmy prawa strone na dwie sumy i przesuinmy w nich indeksy. W pierwszej sumie wprowa-
dzamy nowa zmienna n = m — 1 (co wymaga odrzucenia znikajacego wyrazu dla m = 0), a w
drugiej n = m + 1 (odrzucajac znikajacy wyraz dla m = N):

N-1
n+1 N—-n+1
RHS = 7;) (Gn+1 N >H log IT,, + Z ( N) I, log IT,,. (4.17)
Korzystajac z tozsamosci dla wspotczynnikéw dwumianowych, Gn+1”+1 = Gp(1— %) oraz

G & ](}H = Gy}, mozemy z powrotem sprowadzi¢ obie sumy do granic od 0 do N (gdyz dla
skrajnych wyrazéw dodawane wspoétczynniki i tak wynosza zero):

N N
RHS =Y G, (1 —~ ;) I, log IT,, + Gn%ﬂn log IT,, = Z Gn Iln(t) log Iy (t).  (4.18)
n=0 n=0

Stad otrzymujemy:

= G I (t + 1) log Iy (t + 1) ZG IT,,, () log T, (1), (4.19)

co po podstawieniu definicji S¢ daje entropie stale rosnaca (lub stala w stanie stacjonarnym):

Sa(t+1) > Sa(t). | (4.20)

4.5 Entropia Gibbsa w stanie r6wnowagowym

W stanie réwnowagi termodynamicznej wszystkie z 2 mozliwych mikrostanéw uktadu sg jed-
nakowo prawdopodobne. Prawdopodobienistwo znalezienia uktadu w dowolnym konkretnym mi-
krostanie ¢ wynosi zatem p; = 1/2%V.

Podstawiajac to bezposrednio do definicji entropii Gibbsa, otrzymujemy natychmiast:

2N 2N
o 1 1 N, 1
Se = —k:i;pi logp; = —/’{:ZE:1 N log <2N> =—k-2" . SN (=Nlog2) =kNlog2. (4.21)

Otrzymany wynik zgadza si¢ z entropia Boltzmanna S7! obliczong wezesniej. Zwréémy jed-
nak uwage na fundamentalng réznice pojeciowa miedzy ta warto$cig a entropia Boltzmanna.
Entropia Gibbsa zalezy od rozkladu na wszystkich 2V mikrostanach. Tymczasem entropia Bolt-
zmanna z definicji zlicza mikrostany nalezace tylko do makrostanu réwnowagowego (n = N/2):

SE = klog ( N]\/TQ). (4.22)

Dlaczego zatem w granicy termodynamicznej obie entropie daja ten sam wynik rzedu kN log 27
Wynika to z faktu, ze dla bardzo duzych N makrostan réwnowagowy catkowicie dominuje prze-
strzen stanéw. Rozklad jest tak niewyobrazalnie ostro wypietrzony wokét N/2, ze logarytm z
liczby stanéw w samym tylko piku réwnowagowym (S3') jest w praktyce réwny logarytmowi z
liczby wszystkich mozliwych stanéw w calym ukladzie (Sg).
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Obie entropie przyjmuja te sama warto$¢ w stanie réwnowagi, ale poza nim réznia sie¢ w
spos6b zasadniczy.

Entropia Boltzmanna Sp(m) = klogG,, jest wlasnoscia jednego makrostanu. Obserwu-
jemy konkretny uklad w stanie m i wyobrazamy sobie liczbe mikrostanéw go realizujacych.
Cena tej prostoty jest taka, ze naruszenie Il zasady termodynamiki jest nominalnie mozliwe
— wskutek losowych fluktuacji uklad moze tymczasowo trafi¢ do stanu o mniejszej liczbie
mikrostanéw (jego entropia spadnie). Oczywiscie, dla uktadéw makroskopowych sa one astro-
nomicznie rzadkie, a uktad po chwili i tak powrdci do stanu o wyzszej entropii.

Entropia Gibbsa S¢ jest wlasnoscia calego rozkladu {P,,(t)} — dotyczy zespolu statystycz-
nego (ansamblu) lub naszego stanu wiedzy, a nie pojedynczej realizacji ukladu. Jej monoto-
nicznosé Sg(t + 1) > Si(t) staje sie twardym prawem matematycznym, ale placimy za to
pewng cene: entropia ta ,nie widzi” chwilowych fluktuacji pojedynczego uktadu.

5 Mikro- i makrostany: Skad sie bierze nieodwracalnos¢?

»There’s nothing to it
It’s just a matter of time
FEverything put together
Sooner or later falls apart.”
— Paul Simon, Fverything Put Together

Falls Apart

5.1 Eksperyment myslowy: Dwa filmy

Wyobrazmy sobie dwa filmy wideo przedstawiajace rozprezanie si¢ gazu w zamknietym pudetku.
W obu przypadkach czasteczki startuja z lewej polowy naczynia i zaczynaja chaotycznie odbijac¢
sie od Scianek. Réznica polega wylacznie na skali — na pierwszym filmie Sledzimy zaledwie pigé
czasteczek, podczas gdy na drugim jest ich milion.

Prawdziwa przepa$é¢ miedzy tymi dwoma $wiatami ujawnia sie dopiero wtedy, gdy sprébu-
jemy odtworzy¢ oba filmy wstecz. Film z pigcioma czasteczkami puszczony od tytu nie wzbudzi
naszych podejrzen i bedzie wygladal zupelnie naturalnie. Czasteczki odbijaja sie od siebie, po
czym w wyniku czystego przypadku na moment znéw gromadza sie w lewej potowie naczynia.
Dla tak malych uktadéw ciggle, stosunkowo duze fluktuacje gestosci sg na porzadku dziennym.

Gdy jednak pudcimy wstecz drugi film, natychmiast uznamy go za niefizyczny absurd. Zo-
baczymy wtedy, jak réwnomiernie rozproszony gaz nagle, sam z siebie, gromadzi sie w lewej
polowie naczynia. Oczywiscie, z punktu widzenia mikroskopowych praw mechaniki takie zda-
rzenie nie jest zakazane, jednak prawdopodobienstwo tak gigantycznej fluktuacji jest znikomo
mate. To wlasnie dlatego w prawdziwym zyciu nie musimy sie obawiaé, ze czasteczki powietrza
w sali wykladowej nagle zgromadza sie w jednym kacie, duszac wszystkich stuchaczy — czas
oczekiwania na takie wydarzenie znacznie przekracza wiek Wszechswiata.

Ostatecznie, o ile w ukladzie pieciu czastek parametry fizyczne (takie jak gestosé) beda nie-
ustannie si¢ zmieniaé, o tyle milion czastek po krétkim czasie tworzy usredniona, wypelniajaca
cala przestrzen ,zupe”, w ktorej wizualnie nie zachodza juz zadne zmiany. Zjawisko to ilustruje
kluczowy fakt: tam, gdzie czasteczek jest duzo, procesy fizyczne nabieraja zupelnie nowej, emer-
gentnej cechy — staja sie nieodwracalne.

5.2 Statystyka rozprezajacego sie gazu

Aby to zjawisko ubraé¢ w ramy matematyczne, przypomnijmy rozpatrywany na ¢wiczeniach
przyktad gazu ztozonego z N nieoddziatujacych czastek w pojemniku o objetosci V, w ktérym
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wydzielamy myslowo podobojetosé V. Jesli odczekalismy wystarczajaco dtugo, aby gestosé gazu
stala sie jednorodna, to rozktad prawdopodobienistwa znalezienia doktadnie n czastek w objetosci
Vo jest dany klasycznym rozkladem dwumianowym:

P(n) = (Z) (?) (1 B ?)N_n

Srednia liczba czgstek w tym obszarze wynosi po prostu (n) = N %.

Najwazniejszym wnioskiem z analizy tego rozkladu jest zachowanie fluktuacji. Dla rozktadu
dwumianowego wariancja to Np(1—p). Dzielac ja przez kwadrat $redniej i pierwiastkujac, otrzy-
mujemy wzgledne odchylenie standardowe. Dla malego wycinka ogromnego ukladu (Vo < V)
upraszcza sie¢ ono do postaci:

Jest to stynne prawo pierwiastkowe, charakterystyczne dla niezaleznych uktadéw statystycz-
nych. Stanowi ono matematyczny dowdd na to, dlaczego w skali makro nie doswiadczamy dziw-
nych zjawisk: ze wzrostem ukladu fluktuacje staja sie relatywnie coraz mniejsze.

Dla uproszczenia przyjmijmy teraz, ze interesuja nas réwne potéwki naczynia (Vp/V = 1/2).
JAk juz wspominalidémy, przypadek ten mapuje si¢ na model Ehrenfestéw - czasteczka gazu wy-
bierajaca lewg lub prawa potowe naczynia to dokladnie to samo, co pchia wybierajaca psa Azora
lub Burka. Rozktad prawdopodobienstwa przyjmuje znana nam juz doskonale z poprzedniego

podrozdziatu postac:
1 (N
o=z (0)

Zamiast wiec powtarza¢ cale rozumowanie od nowa, mozemy $miato przenies¢ nasze wnioski z
modelu pchel bezposrednio na grunt termodynamiki gazu.

Wyobrazmy sobie, ze obserwujemy ten gaz, interesujac si¢ tylko jego zachowaniem w skali
makro. Zamiast §ledzi¢ polozenia i pedy wszystkich molekul, mierzymy jedynie ,liczbe czastek
w prawej czedci naczynia”.

Wprowadza to fundamentalne dla statystyki rozréznienie:

o Stan mikroskopowy (mikrostan) gazu: Scharakteryzowany przez podanie polozen

i pedéw wszystkich (a wiec ~ 10%3) czasteczek. Odpowiada on jednemu konkretnemu
punktowi w 6 N-wymiarowej przestrzeni fazowej.

o Stan makroskopowy (makrostan): Opisany przez podanie tylko tych wielkosci, ktore
moga by¢ wyznaczone przez pomiary makroskopowe (np. objeto$é, cisnienie, liczba czastek
w badanej polowie).

Przy czym, jak widzielidmy na przyktadzie pséw i pchel, kazdemu makrostanowi odpowiada
ogromna liczba mikrostanéw (moze by¢ on realizowany na bardzo duzo sposobéw).

Makrostany sa dostepne naszym ludzkim zmystom. Natomiast pelna informacja o mikrosta-
nie w ogdlnoéci nie jest nam dostepna — dysponuje nia tylko hipotetyczny byt zwany demonem
Laplace’a. Co ciekawe, jako ze rownania mikroskopowe Newtona sg w pelni odwracalne w czasie,
demon ten w ogole nie dostrzega nieodwracalnoéci! Pelna informacja o stanie $wiata w jego
oczach jest zachowana, bo zawsze moze on precyzyjnie odwroci¢ predkosci wszystkich czastek i
wréci¢ do stanu poczatkowego. Wedtug stow samego Laplace’a: ,,dla takiej istoty nic nie byloby
niepewne a przysztosé tak jak i przesztos¢ rozposcierataby sie przed jej oczami.”

5.3 Czas powrotu i stan rownowagi

Wréémy do naszego gazu. Wyobrazmy sobie, ze krecimy film, robiac zdjecia klatka po klatce,
powiedzmy co sekunde. Musimy tu poczyni¢ jedno kluczowe zalozenie: odstep czasu miedzy
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kolejnymi klatkami jest dtuzszy niz tzw. czas korelacji ukladu. Dzigki temu czasteczki zdaza
sie wielokrotnie zderzy¢ i przetasowaé, a uktad ,zapomni” swéj poprzedni stan. Dopiero wtedy
kazda klatka filmu stanowi dla nas nowa, statystycznie niezalezna prébke (losowanie) z dostepnej
przestrzeni stanow.

Przez wiekszo$¢ czasu na filmie bedziemy obserwowadé, ze ny ~ ng ~ N/2, cho¢ rzadko bedzie
to doktadnie potowa. Poniewaz czasteczki nieustannie przelatuja przez $rodek naczynia, méwimy,
ze liczba czastek ny fluktuuje. Zazwyczaj fluktuacje te sa bardzo male (|n; — N/2| < N/2).

Nikt nie spodziewa sie, ze wszystkie czasteczki gazu nagle zgromadzg sie w jednej czedci
naczynia. Oszacujmy prawdopodobiefistwo wystapienia takiej skrajnej fluktuacji (czyli pustki
w lewej polowie, n; = 0). Korzystajac z naszego réwnania (bedacego odpowiednikiem ucieczki
wszystkich pchel na jednego psa), wynosi ono P(0) = 2%\,

Skoro kazda klatka to niezalezne losowanie, to aby uchwyci¢ taka sytuacje, musielibySmy
obejrzeé¢ §rednio 2%V klatek filmu. Dla makroskopowego uktadu N ~ 10%* zajeloby to nam:

024 023

910%* _ (210)1023 ~ (103)1 — 103107 ¢
Byltby to wiec raczej dlugi seans, biorac pod uwage, ze wiek Wszechswiata to zaledwie T, =~
10'7s. Nawet dla zupelie mikroskopijnego ukladu zlozonego z N = 60 czastek dostajemy czas
oczekiwania 10'% s, czyli dziesie¢ wiekéw Wszechéwiatal

Whniosek jest bezlitosny: tak duze odstepstwa od stanu n; &~ ng nie zachodza w praktyce
prawie nigdy.

Zrobmy teraz nastepujace doswiadczenie: za pomoca tloka zbieramy wszystkie czastki w lewej
czedci naczynia, po czym tlok usuwamy. Spodziewamy sie, ze nierownomierno$é¢ ruchu spowoduje
intensywny przeplyw na pusta strone. Jak bedzie zachowywaé sie warto$é¢ oczekiwana (n(t)) w
lewej potowie?

Odpowiedz juz znamy - to doktadnie to samo zjawisko, ktére rozpatrywalismy dla pséw
Ehrenfesta. Usuniecie ttoka to fizyczny odpowiednik sytuacji, w ktérej wszystkie N pchel umie-
$cilismy poczatkowo na jednym psie. Jak juz udowodniliSmy w tamtym modelu, wartosé¢ ocze-
kiwana (n(t)) bedzie szybko male¢ (stan makroskopowy zmienia si¢ w czasie!l), az zréwna sie z
druga polowa (n; ~ na &~ N/2). Wtedy makrostan przestanie sie zauwazalnie zmienia¢ w czasie,
osiggajac stan ré6wnowagi termodynamicznej.

Podsumowujac:

o Stan rownowagi to makrostan, ktéry nie zmienia sie¢ w czasie (z wyjatkiem przypadkowych
mikroskopijnych fluktuacji) — odpowiada on n = N/2.

o Drzieki prawu odwrotnosci pierwiastka (1/y/n) zauwazamy, ze to wlasnie okolice stanu
réwnowagi sg realizowane przez przyttaczajaca wiekszosé mozliwych mikrostanow.

Aby unaocznié¢ sobie, jak niewyobrazalnie duza jest ta ,przyttaczajaca wiekszo$¢” mikrosta-
néw, sprébujmy oszacowaé, jaka czes¢ ukladow przebywa blisko stanu réwnowagi. Gdy N jest
bardzo duze, zmienna n staje sie w praktyce ciggla. Na podstawie Centralnego Twierdzenia
Granicznego wiemy, ze nasz dyskretny rozklad dwumianowy dazy do ciaglego rozktadu Gaussa
z dyspersja 0 = %\/N . Przechodzimy w ten sposéb do gestosci prawdopodobienstwa:

n— 2
p(n) =\ exp (—2<jvv/2>)

Calkowanie tej gestosci prawdopodobienstwa wokdl niewielkiego otoczenia poltowy czastek,
powiedzmy w granicach od (1 — a)% do (1 + a)% (gdzie a to ulamek okreslajacy szerokosé
naszego okna tolerancji), prowadzi do wyniku:

N
Erf —
i a5
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gdzie Erf to funkcja bledu Gaussa, zdefiniowana jako Erf(z) = % IS e~ dz. Z wlasnoéci mate-
matycznych tej funkcji wiemy, ze dla duzych argumentéow dazy ona asymptotycznie do jedynki
w nastepujacy sposob:

e
LT

Wstawiajac konkretne liczby, widzimy potege tego zjawiska:

Erf(z) - 1—

« dla bardzo matego uktadu N = 10? i odchylenia a = 0.9, prawdopodobieristwo znalezienia
uktadu w tym szerokim oknie wynosi ok. 1 — 1073,

« ale dla wcigz fizycznie mikroskopijnego N = 107 i bardzo waskiego okna a = 0.999 (do-
puszczamy wahania rzedu zaledwie 0,1%), wynosi ono az 1 —2-1073.

Wraz ze wzrostem N, rozktad ten niezwykle gwaltownie zweza sie wzgledem swojej wartosci
sredniej. Oznacza to, ze dla makroskopowej liczby czastek stany réwnowagowe zajmuja o cate
rzedy wielkoSci wiekszy procent przestrzeni fazowej niz stany nieréwnowagowe. Nic wiec dziw-
nego, ze jesli przyjmiemy, ze trajektoria ukltadu blaka sie przypadkowo w przestrzeni fazowej
(odwiedzajac dostepne stany z réwnym prawdopodobiefistwem), to niezwykle szybko wyjdzie z
bardzo ciasnego obszaru nieréwnowagowego i na zawsze ,utonie” w gigantycznym morzu stanéw
rownowagi.

5.4 Paradoks Loschmidta

Podsumowujac: gaz zgromadzony w rogu rozpreza sie w sposéb nieodwracalny i przechodzi do
stanu réwnowagi (IN/2 czastek w poléwkach). Przejécie to polega na zmianie z makrostanu
realizowanego przez malg liczbe mikrostanéw, do makrostanu o astronomicznie duzej ich liczbie.
Przyklady zjawisk nieodwracalnych to wszystko to, co nie jest nudne: ludzie, zycie (zjawiska
odwracalne to np. ruch planet).

Budzi to jednak kontrowersje, ujete w tzw. argumencie Loschmidta: przeciez na pozio-
mie mikroskopowym réwnania Newtona sa w pelni odwracalne! Skad nagle ta asymetria? Jesli
odwrécimy predkosci czasteczek, to n(t) zacznie znéw rosna¢ do N i gaz zgromadzi sie¢ w lewej
czedci naczynia. OtrzymaliSmy zatem co$ nieodwracalnego z odwracalnych réwnan ruchu.

Odpowiedz Boltzmanna na ten zarzut byta nastepujaca: ,liczg sie nie tylko réwnania, ale
1 warunki poczgtkowe”. Asymetria kryje sie wlasnie w nich: prawie wszystkie potozenia i pedy
czastek sttoczonych w rogu prowadza po puszczeniu uktadu do ich rozprezania, podczas gdy tylko
bardzo specyficzne, superdoktadnie dobrane potozenia w calym pudle prowadzg do ponownego
sprezania w narozniku.

Ten argument Boltzmanna dobrze ilustruje tzw. paradoks parkowania. Bardzo czesto, aby
zaparkowaé¢ samochdd, zmuszeni jesteSmy ustawi¢ go w waskiej luce miedzy dwoma innymi
autami. Jest to manewr trudny — znacznie trudniejszy niz manewr odwrotny (wyjechanie). A
przeciez kinematycznie samochdéd moze jechaé¢ po tej samej trasie zarowno do przodu, jak i
do tylu, wiec skad ta trudnosé? Aby to zrozumieé¢, ponownie wyréznijmy dwa poziomy opisu:

o Opis mikroskopowy: podajemy dokladnie polozenie samochodu na jezdni (,,mikro-
stan”).

o Opis makroskopowy: wyrézniamy tylko dwie sytuacje (,,makrostany”): (1) samochod
zaparkowany i (2) samoch6d poza miejscem parkowania.

Stan (1) moze by¢ zrealizowany przez bardzo niewiele mikrostanéw samochodu. Tymczasem

stan (2) na ulicy odpowiada bardzo duzej liczbie potozeri (mikrostanéw). Z tego powodu przej-

Scie z (1) do (2) jest latwe — wielu mozliwym realizacjom odpowiada sukces. Proces odwrotny
jest trudniejszy w realizacji: startujac z jezdni, musimy precyzyjnie trafi¢ do makrostanu (1),
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ktoremu odpowiada bardzo malo utozen samochodu w luce parkingowej.

5.5 Granica termodynamiczna i ekstensywnos¢ entropii

Aby spojrzeé¢ na problem gazu z nieco bardziej wyrafinowanej, statystycznej perspektywy, po-
rzuémy na chwile zgrubny podzial na lewa i prawa strone naczynia. Zamiast tego podzielmy
nasze pudto na V identycznych, mikroskopijnych komoérek. Zalozymy przy tym, ze sg one na
tyle matle, iz w kazdej z nich moze znajdowaé si¢ maksymalnie jedna czastka.

W tak skonstruowanym modelu okreslenie mikrostanu uktadu sprowadza sie do precyzyjnego
wskazania, ktore doktadnie komoérki sa w danej chwili zajete. Makrostanem z kolei bedzie po
prostu catkowita liczba czastek N uwiezionych w calym pudle. Skoro z dostepnej puli V' komérek
musimy wybra¢ te N, w ktérych umieécimy nasze czastki, calkowita liczba mikrostanéow X
realizujacych ten konkretny makrostan jest dana klasycznym symbolem Newtona:

14 4
> (N) ~ NI(V-N)!

Fizyka makroskopowa rzadko zajmuje si¢ jednak uktadami, w ktérych mozemy recznie poli-
czy¢ komorki i molekuty. Aby nasze rozwazania mialy sens dla rzeczywistych, obserwowalnych
gazdéw, musimy dokona¢ matematycznego przejscia do tzw. granicy termodynamicznej. For-
malnie zapisujemy ja jako:

N
N — o0, V — o0, pN:V:const.

Fizyczny sens tej granicy jest bardzo intuicyjny: wyobrazamy sobie, ze rozmiary naszego ukltadu
(objetosc¢) oraz catkowita ilo$¢ materii daza do nieskoniczonosci, ale dzieje si¢ to w sposéb w pelni
proporcjonalny, dzieki czemu lokalna gestosé uktadu py pozostaje przez caly czas stala.

Aby sprawdzié, jak w tej granicy zachowuje sie ogromna liczba mikrostanéw, najwygodniej
jest badaé jej logarytm. Dla tak gigantycznych liczb mozemy bez obaw skorzystaé z przyblizenia
Stirlinga (log N! =~ N log N—N). Aplikujac to rozwiniecie do naszej silni i porzadkujac logarytmy
z iloczynéw, otrzymujemy:

log¥ =VlegV —V —(NlogN — N) —[(V = N)log(V —N)— (V- N)|
=V [logV — pnlog(Vpn) — (1 = pn) log(V (1 — pn))]
=V [logV — pnlogV — pylogpn — (1 — pn)logV — (1 — pn)log(1 — pn)]
Cho¢ ostateczne réwnanie wyglada do$¢ paskudnie, to jednak tatwo zauwazamy, ze wszystkie

czlony zawierajace log V wewnatrz nawiasu kwadratowego sumuja sie do zera, poniewaz 1 —pyn —
1+ pny = 0. Pozbywajac sie ich, otrzymujemy zgrabny wynik:

log¥ =~V (pnlog pn + (1 — pn) log(1 — pn))

7 matematycznego punktu widzenia mozemy ten rezultat (pomijajac zaniedbywalne w gra-
nicy termodynamicznej reszty wyzszego rzedu, tzw. o(V')) zapisa¢ w zwartej postaci:

log¥ = Vs
gdzie wprowadziliémy nowa zmienng s, zdefiniowana jako:

s =—(pnlogpn + (1 — pn)log(l — pn)) (5.1)

Co wazne, wykazaliémy wtasnie, ze wielkos¢ log 3. jest parametrem ekstensywnym — zalezy
ona wprost proporcjonalnie od catkowitej objetosci uktadu V. Oznacza to, ze jesli weZmiemy dwa
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identyczne pudla z gazem i potaczymy je w jedno, wartosé¢ log > wzrosnie doktadnie dwukrotnie

(zachowuje sie wiec dokladnie tak samo jak catkowita masa ukladu czy jego energia wewnetrzna).

7 kolei zdefiniowane przez nas s jest parametrem intensywnym, ktéry zalezy wyltacznie od

utamkowej gestosci uktadu, a wiec nie ulega zmianie przy skalowaniu rozmiaréw pudetka.
Przyjrzyjmy sie jednak blizej samej postaci matematycznej funkcji s:

—(pnlog pnv + (1 — pwv) log(1 — pn))

Dla uwaznego czytelnika ten zapis powinien wyda¢ sie znajomy - to nic innego jak entropia
Shannona dla najprostszego rozkladu dwupunktowego. Faktycznie: py = N/V to po prostu
ulamek zajetych komorek, a wiec prawdopodobienstwo p, ze losowo wybrana komorka z naszej
siatki jest pelna. Z kolei (1 — px) to prawdopodobiefistwo zdarzenia przeciwnego — ze komorka
pozostaje pusta (1 — p). Entropia informacyjna przypadajaca na jedna komorke to zatem s =
—[plogp + (1 —p)log(1 — p)], czyli doktadnie wzér (5.1).

Skoro log¥ = V - s, dochodzimy do wniosku, ze logarytm z liczby mikrostanow jest cal-
kowita entropia informacyjna naszego uktadu makroskopowego (miara naszej niewiedzy o tym,
w ktérym dokladnie mikrostanie znajduje sie¢ uklad). To zderzenie statystyki z teoria infor-
macji prowadzi nas wprost do serca fizyki. Z dokladnoscia do stalej proporcjonalnosci (stalej
Boltzmanna kg, ktora przelicza entropi¢ na dzule na kelwin), wielko$¢ ta definiuje entropie

termodynamiczna:
S =kplogX

W ten oto sposéb abstrakcyjna miara braku informacji o utozeniu czasteczek stata si¢ mierzalna
w laboratorium wielko$cia fizyczna, a zjawisko makroskopowej nieodwracalnosci zyskato twarde,
matematyczne fundamenty.

5.6 Czastki w komérkach

Rozwazmy teraz uklad o objetosci V przedzielony przegroda na dwa réwne obszary. W lewej
czedci wiezimy Ny, czastek, co wymusza, by w prawej znajdowalo si¢ ich Np = N — Np. Caltko-
wita liczba mikrostanéw takiego uktadu jest iloczynem liczb standéw dostepnych dla kazdego z

poduktadow:
V/2 V/2
Y= 2
= () ) o2

Logarytmujac powyzsze wyrazenie i przechodzac do granicy termodynamicznej, otrzymujemy
sume wkladéw entropowych obu czesci:

1%
logXp =~ lprlogpr + (1 = pr)log(l — pr) + pplog pp + (1 = pp)log(1 — pp)]  (5.3)

gdzie lokalne gestosci zdefiniowane sa jako pr = ‘]/V—/LQ oraz pp = N‘;i/];h = 2p — pr, (przy czym
p = N/V to srednia gestos¢ calego uktadu). Zauwazmy, ze g’; P =
Kluczowe pytanie brzmi: ktéry makrostan (okreslony przez g@stosc prL) jest realizowany przez

najwieksza liczbe mikrostanéw? Aby to rozstrzygnaé, wyznaczamy pochodng log X1, wzgledem

dlog¥, _V [log( PL >—log( pp >]:V10g((1_ﬁ’L)(2p—pL)> (5.4)

dpr, 2 1—pr 1—pp 2 pr(l—2p+pr)

Analiza znaku pochodnej prowadzi do nastepujacych wnioskéw:

o Dla pr, < p pochodna jest dodatnia (liczba mikrostanéw rosnie wraz ze wzrostem pr,).
e Dla p;, > p pochodna jest ujemna.

o Dla p;, = p pochodna wynosi zero, co oznacza osiagniecie ekstremum (maksimum).
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Jak jednak wiemy z wcze$niejszych rozwazan, samo istnienie matematycznego maksimum to
nie wszystko. Kluczowe jest ekstremalne wypikowanie tego rozktadu w granicy termodynamicz-
nej (zapewniane tu przez gigantyczny czynnik V/2 przed calym nawiasem). Liczba mikrostanéw
w nieskoriczenie bliskim sasiedztwie podziatu gestosci 50%/50% jest tak przytlaczajaco wiek-
sza od reszty, ze sumarycznie pochlania ona niemal cate prawdopodobienistwo. Z tego powodu
makroskopowe odchylenia od stanu jednorodnego staja si¢ w praktyce niemozliwe do zaobserwo-
wania. Wynika z tego, ze po usunieciu wiezéw (przegrody), uklad spontanicznie dazy do stanu
o jednorodnym rozktadzie gestosci, poniewaz to on odpowiada najwiekszej liczbie konfiguracji
mikroskopowych.

6 Dazenie do réwnowagi

1 tried so hard and got so far

But in the end, it doesn’t even matter

I had to fall to lose it all

But in the end, it doesn’t even matter.”
— Linkin Park, In the End

AnalizowaliSmy juz przypadki, w ktorych uklad izolowany przechodzil ze stanu nieréw-
nowagowego do réwnowagowego, jak przy swobodnym rozprezaniu gazu czy w modelu pséw
Ehrenfestow. W opisie takich proceséw wygodnie jest postugiwaé sie pojeciem zespolu sta-
tystycznego (ansamblu). Zamiast Sledzi¢ ewolucje jednego konkretnego ukladu, wyobrazamy
sobie bardzo duza liczbe jego makroskopowo identycznych kopii i badamy rozkitad prawdopo-
dobienstwa mikrostanéw, to znaczy sprawdzamy, jaka czes¢ uktadéw w zespole realizuje dany
mikrostan w danej chwili.

Startujac z makrostanu nieréwnowagowego, ktéry realizowany jest przez znacznie mniej-
szg liczbe mikrostandw niz stan réwnowagi, i usuwajac wiezy ograniczajace uklad, inicjujemy
jego ewolucje. W modelu Ehrenfestow takim wiezem byto poczatkowe przygotowanie ukltadu:
wszystkie pchly siedzialy na Azorze i nie mogly przeskakiwaé na Burka. W przykladzie gazu
analogiczna role petnita przegroda, ktéra zmuszata wszystkie czastki do pozostawania w jednej
potowie naczynia. Po usunieciu tych wiezéw uklad uzyskuje dostep do znacznie wiekszej liczby
mikrostandw.

W stanie nieréwnowagowym rozktad prawdopodobienstwa po mikrostanach nie jest jedno-
stajny: niektore mikrostany sa uprzywilejowane przez warunek poczatkowy, inne zas maja znacz-
nie mniejsze prawdopodobienstwo. Po usunieciu wiezéw ansambl zaczyna stopniowo rozlewaé
si¢ po coraz wigkszej czedci dostepnej przestrzeni stanéw. W modelu Ehrenfestéw mozna to
przesledzi¢ jawnie: jeSli n oznacza liczbe pchel siedzacych na Azorze, to liczba mikrostanéw
realizujacych taki makrostan wynosi

a maksimum tej funkcji wypada dla n ~ N/2. Podobnie dla gazu w naczyniu podzielonym
myslowo na dwie réwne czesci, jesli Ny oznacza liczbe czastek w lewej polowie, to liczba reali-
zujacych taki makrostan mikrostandéw jest proporcjonalna do

Q(NL) = (]]\YL)’

a maksimum znéw wypada przy Ny ~ N/2.
Widzimy wiec, ze po usunieciu wiezow uktad nie zmierza ku jakiemu$ wyréznionemu mikro-
stanowi, lecz ku takim warto$ciom parametréw makroskopowych, ktéorym odpowiada najwieksza
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liczba realizacji mikroskopowych. Jest to boltzmannowski sens dochodzenia do réwnowagi: uktad
izolowany przechodzi samorzutnie ku coraz bardziej typowym makrostanom.

Aby jednak przypisa¢ temu obrazowi precyzyjny sens probabilistyczny, potrzebujemy jeszcze
zalozenia dotyczacego samego stanu réwnowagi. W modelu Ehrenfestéw mozna pokazaé Scisle,
ze asymptotyczny rozktad réwnowagowy odpowiada sytuacji, w ktorej wszystkie dopuszczalne
mikrostany sa jednakowo prawdopodobne. W ogdlnej teorii statystycznej przyjmujemy te wta-
snos¢ jako postulat réwnych prawdopodobienstw a priori:

W stanie rownowagi uktadu izolowanego wszystkie dopuszczalne mikrostany, zgodne
z natozonymi wiezami makroskopowymi, sg jednakowo prawdopodobne.

Dla uktadu o ustalonych E, N i V zapisujemy to w postaci

1

Pi= s,
Y(E,N,V)

gdzie X(FE, N, V) oznacza liczbe wszystkich dopuszczalnych mikrostanéw.

Celem fizyki statystycznej jest przewidywanie wartosci wielkosci makroskopowych na pod-
stawie opisu mikroskopowego. Jesli wielkos¢ A przyjmuje w mikro stanie i warto$é A;, to jej
wartos¢ $rednia dana jest przez

(A) =D PA;,

a dla zmiennych ciagglych przez odpowiednig catke. Dlatego kluczowym zadaniem fizyki staty-
stycznej jest wyznaczenie prawdopodobienstw P; mikrostanéw.

Postulat réwnych prawdopodobienstw a priori wiaze teraz $wiat mikro ze swiatem makro.
Jezeli wszystkie dopuszczalne mikrostany sa réwnoprawdopodobne, to prawdopodobienstwo ma-
krostanu jest proporcjonalne do liczby mikrostanéw, ktére go realizuja. Dlatego najbardziej
prawdopodobny jest makrostan realizowany przez najwieksza liczbe mikrostandéw. To wlasnie
ten makrostan identyfikujemy ze stanem réwnowagi.

6.1 Fizyka statystyczna a mechanika klasyczna

W poprzednim rozdziale przedstawiliémy zgrabny obraz dochodzenia ukiadu do stanu réwno-
wagi: uklad zapomina o swoim poczatkowym rozkladzie, entropia rosnie, az w koncu osigga
maksimum, a w stanie rownowagi wszystkie mikrostany staja sie rownoprawdopodobne. Wiel-
kosci makroskopowe staja sie wtedy latwe do obliczenia, bo sg po prostu srednimi po takim
jednostajnym rozkladzie. Jest to obraz pociagajacy, ale z punktu widzenia mechaniki klasycznej
kompletnie falszywy!

Dlaczego? Po pierwsze, skoro réwnania Hamiltona sa odwracalne w czasie, to dlaczego entro-
pia miataby samorzutnie rosngc¢? Istotnie, jak zaraz zobaczymy, w mechanice klasycznej entropia
Gibbsa nie rosnie, lecz pozostaje stata. Po drugie, wskutek zachowania objetosci w przestrzeni
fazowej rozklad nie moze po prostu rozptynaé sie po catej dostepnej przestrzeni stanéw. Obraz
samorzutnego dochodzenia do réwnowagi wymaga wiec subtelniejszej interpretacji.

Zacznijmy od ewolucji entropii Gibbsa. Niech I' oznacza punkt w 6 N-wymiarowej przestrzeni
fazowej, a f(I',t) bedzie znormalizowana gestoscia prawdopodobienstwa w tej przestrzeni, taka
ze [ f(T,t)dl = 1. Wielko$é¢ f(T',t) dT" oznacza wiec prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w
chwili t w elemencie objetoéci dI' wokét punktu I'. Przez ®* oznaczmy przeptyw Hamiltona, tzn.
odwzorowanie przypisujace punktowi poczatkowemu I'g punkt

I = o4(Ty), (6.1)

do ktorego uktad dochodzi po czasie t.
Entropie Gibbsa definiujemy wtedy jako

Se(t) = — / F(T, 1) log f (T, ¢) dT. (6.2)
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Pokazemy teraz, ze wielko$¢ ta jest stala w czasie. Wystarcza do tego dwa fakty. Po pierwsze,
z twierdzenia Liouville’a wynika, ze przeptyw hamiltonowski zachowuje objeto$¢ w przestrzeni
fazowej:

dl’ = dDy. (6.3)
Po drugie, gestoéé jest stata wzdtuz trajektorii:
f(@'(To),t) = f(To,0). (6.4)

Skad to sie bierze? Wezmy bardzo mata “krople” rozkladu wokdt punktu I'g. Jej catkowite
prawdopodobienstwo
dP = f(Iy,0)dly (6.5)

jest podczas ewolucji zachowane, bo uklady tylko przesuwaja sie po trajektoriach — zadne punkty

nie znikaja i nie pojawiaja sie znikad. Ta sama kropla po czasie t trafia do otoczenia punktu
P! (PO)a wiec

dP = f(®'(Ty),t)dT. (6.6)
Poniewaz za$ ruchu hamiltonowskiego dI" = dI'y, dostajemy
f(@'(To),t) = f(To,0). (6.7)

Mozemy teraz wykonaé¢ zmiang zmiennych I' = ®(T'y):
Sat) == [ F(T,0)log f(T,8)dT = [ (®!(T).)log f(2'(To), 1) dTo

_ _/f(I‘O,O) log £(I'o,0) dTy = Sg(0). (6.8)

A wiec w mechanice klasycznej entropia Gibbsa nie rosnie. Dynamika Hamiltona tylko przesuwa
i deformuje rozklad w przestrzeni fazowej, ale nie niszczy informacji zapisanej w jego strukturze.

Skoro mikroskopowa informacja nie ginie, jak wytlumaczy¢ druga zasade termodynamiki i
powszechnie obserwowany wzrost entropii? Znéw rozbijamy sie tu o dwie rézne wizje Swiata:
demona oraz rzeczywistego obserwatora. Ten pierwszy dysponuje absolutng wiedza o ukladzie
—zna dokladne polozenia i pedy wszystkich czastek, co oznacza, ze postuguje sie funkcja f(T',¢)
o nieograniczonej rozdzielczosci. W miare ewolucji uktadu, chmura poczatkowego prawdopodo-
bienstwa w przestrzeni fazowej wygina sie, rozciaga i dzieli na nieskoriczenie cienkie, splatane
wlékna niczym kropla soku mieszana w szklance wody. Demon bez trudu $ledzi wszystkie
te zawilosci, a skoro objeto$¢ tych filamentéw pozostaje stata (twierdzenie Liouville’a), nie
odnotowuje on zadnej utraty informacji, a entropia Gibbsa pozostaje w jego oczach stala.
Demon nie dostrzega nieodwracalnosci — dla niego to $§wiat to wylacznie w pelni odwracalny,
skomplikowany zegar.

My jednak nie potrafimy zarejestrowaé¢ pedow miliardéw pojedynczych atoméw, przez co
nasz obraz ukladu jest nieuniknienie rozmyty. Dla naszego wzroku cienkie filamenty staja
sie nierozréznialne — nakltadaja sie na siebie i mieszaja. Obserwator zastepuje pofaldowany,
fraktalny rozklad w przestrzeni fazowej jego wartoscia usredniona na skali makrokomorki.
To uérednianie — wynikajace wprost z naszej ignorancji — bezpowrotnie niszczy doktadna
informacje, sprawiajac, ze chmura prawdopodobienstwa w naszych oczach "rozmazuje sig"i w
efekcie zajmuje coraz wigksza dostepna objetos¢ fazowa.

Zamiast uzywaé¢ doktadnej (drobnoziarnistej) gestosci f, wprowadzmy zatem opis gruboziar-
nisty. Dzielimy wiec przestrzen fazowa na komorki w; o jednakowej objetosci |w| i w kazdej z
nich zastepujemy prawdziwa gestos¢ przez jej Srednia:

F(0.t) = 1/ FT, 0 dr, T e w, (6.9)

jwl
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Jest to wlasnie gesto$é gruboziarnista. Odpowiadajaca jej entropia ma postaé

(1) = — / F(T, t)log J(T, 1) dT. (6.10)

Zalézmy teraz, ze w chwili poczatkowej rozklad nie zawiera jeszcze struktur mniejszych od
rozmiaru komérki, czyli

f(T,0) = f(T,0). (6.11)

Wtedy na poczatku obie entropie sg réwne:
S(0) = S(0). (6.12)

Teraz potrzebujemy prostego lematu. Jesli g(I') jest funkcja stala na kazdej komoéree wj, to

/f(r,t)g(r) dr = /f(r,t)g(r) dr. (6.13)

Istotnie, jesli g = g; na komoérce w;, to

[asair =Yg [ s
= 3"l Fit)
= Z/w@ﬁ(t) dr’ = /fEZJ'dF. (6.14)

Wybierajac w lemacie funkcje g(T') = log f(T', t), ktéra jest stala na kazdej komérce, dosta-
jemy

/f(r,t) log (T, t) dF:/f(F,t) log f (I, t) dr. (6.15)
Mozemy wiec zapisac:
S(t) = 5(0) = 5(t) — Saron(?)
:/f(F,t) log f (I, t) dr—/f(r,t)logf(r,t) dr

It
_ /f(F, P log LY gp. (6.16)
f(I0)
Ostatnia catka jest to tzw. dywergencja Kullbacka-Leiblera miedzy rozkladem doktadnym a
gruboziarnistym. Jej nieujemnos¢ mozna sprawdzi¢ elementarnie, korzystajac z nieréwnoéci

1
logz >1— —, x>0, (6.17)
T

w ktorej réwnosé zachodzi tylko dla = = 1. Po podstawieniu = = fg/ fE dostajemy

fB
Calkujac, otrzymujemy
- S Ie s B
S(t) - 5(0) = [ folog ar [ (5= Feyar =o, (6.19)

bo oba rozklady sa unormowane. A zatem:

S(t) > S(0). (6.20)




stan poczatkowy filamentacja po gruboziarnieniu

Rysunek 4: Schemat wzrostu entropii gruboziarnistej. Dynamika Hamiltona nie zmienia objetosci
zajmowanej przez rozktad w przestrzeni fazowej, ale rozciaga go i zawija w coraz cienisze widkna.
Po uérednieniu po komoérkach drobna struktura znika, a obserwator makroskopowy widzi coraz
bardziej jednorodny obraz.

Rownosé moze zachodzié tylko wtedy, gdy f(T',t) = f(I',t) prawie wszedzie, czyli gdy we-
wnatrz kazdej komodrki rozktad pozostal jednorodny. W praktyce ruch hamiltonowski robi cos
przeciwnego: rozciaga i zagina poczatkows ,,plame” w przestrzeni fazowej w coraz ciensze witdkna.
Drobnoziarnista gesto$é nic na tym nie traci — zachowuje pelna pamieé¢ o tych filamentach. Ale
opis gruboziarnisty widzi tylko srednia po komoérce, wigc coraz wigcej szczegdtowej informacji zo-
staje bezpowrotnie rozmazane. I wlasnie to rozmazywanie, a nie fundamentalna nieodwracalno$é¢
réwnan ruchu, stoi za wzrostem entropii makroskopowej.

To geometryczne rozciaganie i zawijanie rozkladu jest najprostszym obrazem mieszania.
Pojecie to mozna sformutowaé Scislej nastepujaco: jesli S C C'g jest poczatkowym obszarem, na
korym okreslony jest rozkiad, a V' C Cg dowolnym innym obszarem na powierzchni energii, to
przepltyw hamiltonowski ®; nazywamy mieszajacym, gdy

n(@(S)NV) ()
p(V)  tooo pu(Cp)’
gdzie p oznacza miare Liouvilled na C'g. Oznacza to, ze po dostatecznie dlugim czasie frag-
menty rozwinietej plamy S trafiaja do kazdego obszaru V w proporcji wyznaczonej wylacznie
przez miary tych obszarow. W skali makro, uktad traci wiec pamieé o szczegdlach potozenia
poczatkowego.

(6.21)

Gibbs, piszac o mieszaniu, podaje przykiad szklanki wody, do ktérej wlano whisky. Poczat-
kowo whisky zajmuje tylko niewielka cze$¢ objetosci, lecz po intenywnym wymieszaniu znaj-
dujemy ja wszedzie, w tej samej proporcji (rys. 5). Dobrze wymieszany koktajl to taki, w
ktorym stezenie whisky w kazdym elemencie ukladu jest jednakowe, a wiec wlasnie taki, o
jakim méwi warunek (6.21).

Filamentacja, o ktorej méwiliSmy wczesniej, nie jest jeszcze jedynym sposobem mieszania,
ale stanowi naturalny obraz geometryczny tego procesu: coraz ciensze, splatane pasma rozkladu
przenikaja kazda makroskopowa komorke, przez co po gruboziarnieniu opis staje sie coraz bar-
dziej jednorodny.

Klasycznym modelem ilustrujacym mieszanie jest przeksztalcenie kota Arnolda. Nie jest
to wprawdzie przeptyw Hamiltona w czasie ciagltym, lecz dyskretne odwzorowanie zachowu-
jace miare na torusie T? = [0, 1) x [0, 1), ale jego wlasnoéci maja wiele spélnego z zachowaniem
wieloczastkowych uktadéw hamiltonowskich. Przeksztalcenie zadane jest wzorem

x’ 2 1)\ (=z
E)-£ ) o
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Rysunek 5: Mieszanie wedlug Gibbsa: dobrze wymieszany koktajl to taki, w ktérym procent
whisky w kazdej podobjetoéci jest taki sam.

Wyznacznik macierzy jest réwny 1, wiec odwzorowanie zachowuje pole powierzchni, czyli dwu-
wymiarowy odpowiednik miary Liouville’a. Jednoczesnie przeksztalcenie to rozciaga rozklad
w jednym kierunku i $ciska w drugim. Wartoéci wlasne macierzy

_3+4/5
2

At

spelniaja
Ay > 1, Ao <1, ApAl =1,

co oznacza, ze w kazdej iteracji element rozkladu jest wydluzany wzdluz kierunku niesta-
bilnego i Sciskany wzdluz kierunku stabilnego. Operacja modulo 1 zawija nastepnie obraz
z powrotem na torus. W efekcie otrzymujemy wlasnie mechanizm rozciagania i faldowania,
ktory stanowi geometryczne jadro mieszania.

Jezeli jako rozktad poczatkowy wybierzemy niewielka plame albo charakterystyczny obrazek
kota, to po kilku iteracjach odwzorowania (6.22) obraz zostaje poszatkowany na cienkie pasma
rozciagniete po calym torusie. Z punktu widzenia opisu drobnoziarnistego informacja nie ginie:
odwzorowanie jest odwracalne. Jednak po gruboziarnieniu obraz szybko staje si¢ praktycznie
jednorodny. Przeksztalcenie kota Arnolda jest wiec prostym, lecz bardzo sugestywnym mo-
delem pokazujacym, jak odwracalna dynamika moze prowadzi¢ do makroskopowego zaniku
pamiegci o stanie poczatkowym.

W mechanice klasycznej nie ma sprzecznosci miedzy odwracalnoscia réwnan ruchu a druga
zasadg termodynamiki. Entropia drobnoziarnista pozostaje stata, poniewaz dynamika Ha-
miltona zachowuje objetosé w przestrzeni fazowej, a wartos¢ gestosci prawdopodobienstwa
jest stala wzdtuz trajektorii. Entropia gruboziarnista roénie natomiast dlatego, ze obserwator
makroskopowy zastepuje coraz bardziej pofaldowany rozkitad jego usrednieniem po komor-
kach. Nieodwracalnos¢ pojawia sie wiec dopiero na poziomie opisu, ktéry porzuca informacje
mikroskopows.

6.2 Ergodycznosé i typowosé: dlaczego wolno usredniaé¢ po zespole?

W fizyce statystycznej liczymy wielko$ci makroskopowe jako $rednie po rozktadzie na przestrzeni
fazowej. W zespole mikrokanonicznym wyglada to tak, jakbySmy dysponowali calym zespolem
identycznych kopii ukladu, rozsianych po powierzchni energii H(I'y) = E, i usredniali obserwa-
ble po wszystkich tych kopiach naraz. Tylko ze w rzeczywistym doswiadczeniu nie obserwujemy
zadnego zespotu. Obserwujemy jeden uktad, ktéry ewoluuje w czasie. Powstaje wiec naturalne
pytanie: dlaczego $rednia po zespole miataby cokolwiek méwié o pojedynczym ukladzie?
Pierwsza, najbardziej naturalna odpowiedZz odwoluje sie do ergodycznosci. Zamiast Sred-
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Rysunek 6: Kot przed i po pojedynczej i podwéjnej iteracji przeksztalcenia (6.22) - oryginalny
rysunek z ksiazki V.I. Arnolda“Ergodic Problems of Classical Mechanics”

niej po zespole sprébujmy wziaé érednia po czasie wzdluz jednej trajektorii. Niech ®; oznacza
przeplyw hamiltonowski na powierzchni energii

Cp={Ty: HTy) = E}. (6.23)

Dla dowolnej obserwabli A(I'y) definiujemy $rednia czasowa wzdluz trajektorii startujacej z
punktu I'y:

1 T
Ay(To) = Jim /0 A(®,T) dt, (6.24)

T—o00

o ile granica istnieje. Z drugiej strony odpowiadajaca jej érednia mikrokanoniczna ma postaé
1
Ape=——— | A(ln)d(E — H(Ty, dl'y. 2

Moéwimy, ze uklad jest ergodyczny na powierzchni energii Cp, jesli dla prawie kazdego
punktu poczatkowego I'g € Cg zachodzi

At<FO) = <A>mc (626)

dla kazdej rozsadnej obserwabli A. Innymi slowy: Srednia czasowa po jednej bardzo dhlugiej
trajektorii zgadza sie ze Srednia po calym zespole. Mozna udowodnié, ze kazdy uklad mieszajacy
(patrz poprzedni rozdzial) jest ergodyczny, lecz twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

W szczegdlnosci, jezeli jako obserwable wezmiemy funkcje charakterystyczna obszaru U C
CEZ

1, I'yeU,
I'y) = 6.27
xw{Tw) {0, Ty ¢ U. (6.27)
to érednia czasowa bedzie miala prosta interpretacje:
. . czas spedzony w U
Xu(To) = lim CAOny W 2 (6.28)

T—o00 T
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trajektoria ergodyczna trajektoria nieergodyczna

Rysunek 7: Szkic idei ergodycznoéci. Po lewej jedna dhuga trajektoria odwiedza caly dostepny
obszar fazowy w sposob reprezentatywny, wiec Srednia czasowa moze pokrywaé sie ze Srednig
po zespole. Po prawej ruch pozostaje uwieziony na podzbiorze przestrzeni fazowej, wiec taka
identyfikacja zawodzi.

Natomiast Srednia mikrokanoniczna wynosi

_wu(E) _
(XU)me = o(E) = Py(E), (6.29)
gdzie
wu(E) = [ 8(E = H(Tx, V) dl'x (6.30)

jest miarg czedci powierzchni energii lezacej w obszarze U. A zatem dla uktadu ergodycznego:

iy 78S spedzony w U wy(F)
im = .
T—o00 T w(E)

(6.31)

Zdanie to mozna przeczytaé po ludzku tak: ulamek czasu, ktory pojedynczy ukiad spedza w
obszarze U, jest rowny prawdopodobienstwu wylosowania stanu z tego obszaru przy losowaniu
jednostajnym na powierzchni energii.

Na pierwszy rzut oka wyglada to jak doktadnie to, czego potrzebujemy. Jest jednak pewien
ktopot. Definicja ergodycznosci odwotuje sie do granicy T — oo, a wiec do obserwacji nie-
skoniczenie dtugiej trajektorii. W realnym doswiadczeniu nigdy tyle nie czekamy. Co wiecej, dla
uktadow makroskopowych czasy odwiedzania réznych zakamarkéw przestrzeni fazowej staja sie
niewyobrazalnie dtugie, wiec dostowna wizja uktadu “odwiedzajacego po kolei” calg powierzchnie
energii nie moze by¢ rzeczywistym fundamentem fizyki statystycznej.

Wiasciwy trop jest inny i prowadzi do pojecia typowosci. Dla obserwabli makroskopowych
nie trzeba zakladaé¢, ze uklad zdazyl zwiedzi¢ cala powierzchnie energii. Wystarcza, ze prawie
wszystkie mikrostany zgodne z danymi wiezami makroskopowymi daja bardzo zblizong wartosé
danej obserwabli. Wtedy pojedynczy uktad, o ile znajduje si¢ w stanie typowym, daje wynik
praktycznie taki sam jak érednia po zespole. Sens Srednich zespolowych bierze sie wiec nie
stad, ze uktad wszystko odwiedza, lecz stad, ze niemal wszystko, co moze sie zdarzyé, wyglgda
makroskopowo tak samo.

Dynamika jest jednak nadal potrzebna. Jak widzieliSmy przy omawianiu gruboziarnienia,
ewolucja Hamiltona rozciaga i zawija rozklad w coraz cienisze filamenty, a w opisie makroskopo-
wym prowadzi to do utraty pamieci o szczegétach warunku poczatkowego. To wilasnie dlatego
stany nietypowe sg na ogoét krétkotrwalte, a uklad relaksuje do obszaru stanéw typowych.

7 tego punktu widzenia praktycznie uzyteczna jest nie tyle Scista ergodycznos¢é w granicy
T — oo, ile jej staba, operacyjna wersja: dla istotnych obserwabli makroskopowych i dla
czaséw dlugich w poréwnaniu z czasem relaksacji, ale krotkich w poréwnaniu z czasem nawrotu,
Srednie czasowe sa bardzo dobrze przyblizone przez $rednie zespotowe,

1 T
- / A@T) dt ~ (Admes, o € T < Trocn. (6.32)
0
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To przyblizenie jest w praktyce calkowicie wystarczajace. Nie potrzebujemy bowiem czekaé, az
uklad “uczciwie” przebiegnie cala powierzchnie energii. Wystarcza, ze dla obserwabli makrosko-
powych niemal wszystkie dopuszczalne mikrostany sa do siebie podobne, a dynamika szybko
prowadzi uktad do tej czesci przestrzeni fazowej, ktora jest typowa i przez ogromna wiekszo$é
czasu uktad zachowuje sie tak, jak przewiduje zespdét mikrokanoniczny.

Na koniec warto wspomnie¢ o jeszcze innym sposobie my$élenia, mocno zwiazanym z ujeciem
Landaua. Nie odwoluje sie on w ogdle do dlugoczasowej ewolucji pojedynczej trajektorii, lecz
do wieloczastkowosci uktadu i wynikajacego z niej samosredniowania. Wiekszo$¢ interesu-
jacych nas fizycznie obserwabli makroskopowych ma bowiem charakter addytywny: mozna je
zapisaé jako sume wkladéw pochodzacych z wielu poduktadow,

M
A=A, (6.33)
a=1

W réznych podukladach znajduja sie oczywiscie nieco inne lokalne konfiguracje czastek, wiec
wklady A, nie sg identyczne. Jednak wtlasnie dlatego, ze takich podukladéw jest bardzo wiele,
suma po nich dzialta jak skuteczne usrednienie. W granicy makroskopowej warto$¢ obserwabli w
pojedynczej prébcee staje sie praktycznie réwna $redniej po zespole, a wzgledne fluktuacje maleja
jak 1/ VM lub 1 / V' N. W tym sensie uktad makroskopowy sam wykonuje potrzebne uérednienie:
przestrzenna suma po ogromnej liczbie réznych lokalnych konfiguracji odtwarza to, co w forma-
lizmie Gibbsa zapisujemy jako Srednia po zespole. Jest to wiec alternatywa wobec argumentu
ergodycznego, i to alternatywa, w ktorej ewolucja czasowa nie odgrywa zadnej zasadniczej roli.

7 Twierdzenie o powracaniu Poincarégo i argument Zermela

A gdyby tak pewnego dnia lub nocy jakis demon wpelzngt za tobg w twg najsamot-
niejszq samotnosé i rzekl ci: Zycie to, tak jak je teraz przeiywasz i przeiywales,
bedziesz musial przeiywac raz jeszcze i niezliczone jeszcze razy; © nie bedzie nic w
niem nowego, tylko kazdy bol i kazda rozkosz i kazda mysl i westchnienie i wszystko
niewymownie mate i wielkie twego Zycia wroci¢ ci must, 1 wszystko w tym samym
porzgdku i nastepstwie — tak samo ten pajgk i ten blask miesigca posrod drzew i
tak samo ta chwila i ja sam. Wieczna klepsydra istnienia odwraca sie jeno — a ty z
nig, pytku z pytu! — Czy nie padlbys na ziemie i nie zgrzytal zebami i nie przeklgl
demona, ktoryby tak mowit?

— Friedrich Nietzsche Wiedza Radosna (ttum. L. Staff)

Przechodzac od obrazu Gibbsa do opisu pojedynczego uktadu w duchu Boltzmanna, natra-
fiamy na dobrze znang trudnosé. Gdy Boltzmann sformutowal teze, ze entropia uktadu izolo-
wanego ma tendencje do wzrostu, natychmiast podniesiono przeciw niej dwa klasyczne zarzuty.
Pierwszy z nich, sformutowany przez Loschmidta, odwoluje sie do odwracalno$ci réwnan ruchu i
byt juz czesciowo omawiany wczedniej. Drugi, wysuniety przez Zermela, opiera si¢ na twierdzeniu
o powracaniu Poincarégo i prowadzi do pytania, czy uklad moze rzeczywiscie w sposéb trwaly
przechodzi¢ od makrostanéw mniej prawdopodobnych do bardziej prawdopodobnych.

Aby sformutowac twierdzenie Poincarego w przejrzysty sposéb, przejdzmy na chwile od ruchu
ciaglego do mapy dyskretnej. Wybierzmy pewien krok czasowy 7 > 0 i oznaczmy przez

T=5, (7.1)

odwzorowanie odpowiadajace ewolucji uktadu w czasie 7. Zalézmy, ze uklad porusza sie w pew-
nym obszarze przestrzeni fazowej D o skonczonej objetoéci oraz ze

T(D) = D. (7.2)
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Zaltozenie to jest spelnione na przyklad dla uktadu o ustalonej energii, zamknietego w skon-
czonym pudle: potozenia czastek sa wtedy ograniczone przez S$cianki naczynia, a przy zadanej
calkowitej energii ograniczone pozostaja takze ich pedy. Dla dynamiki Hamiltona odwzorowanie
T jest ponadto odwracalne i zachowuje objetos¢ fazows.

Twierdzenie Poincarégo o powracaniu. Niech T bedzie odwracalnym przeksztalceniem
zachowujacym objetodé, ktére przeksztalca ograniczony obszar D przestrzeni fazowej w siebie.
Wtedy dla kazdego obszaru U C D o dodatniej objetosci istnieje punkt x € U oraz liczba
naturalna n > 0, takie ze

T"(x) € U. (7.3)

Co wiecej, nie jest to wlasnos¢ jedynie jakiegos szczegdlnego punktu: prawie kazdy punkt obszaru
U wraca do U, a zbiér punktéw, ktore nigdy do niego nie wracaja, ma objeto$¢ rowng zeru.

Idea dowodu. Najpierw pokazmy istnienie przynajmniej jednego powrotu. Rozpatrzmy ko-
lejne obrazy obszaru U:

U=T1U), T(U), T*U), ... (7.4)
Wszystkie one maja te sama objetos¢, poniewaz dynamika Hamiltona objetos¢ zachowuje. Gdyby
zadne dwa z tych obszaréw sie nie przecinaly, to mieliby$my nieskonczenie wiele rozlacznych
obszarow o tej samej dodatniej objetosci upakowanych w skonczonym obszarze D. To niemozliwe,
a zatem istnieja liczby catkowite k > [ > 0, dla ktérych

THUYNTYU) # 0. (7.5)
Zastosujmy teraz do obu stron odwrotne odwzorowanie T!. Dostajemy
TFYU)YNU # 0. (7.6)

Niech y bedzie dowolnym punktem tej czesci wspélnej. Wtedy y € U, ale zarazem y = T+ (x)
dla pewnego = € U. Innymi stowy, znalezliémy punkt z, ktéry po n = k — [ krokach wraca do
obszaru U.

Teraz drugi krok. Niech

V={xeU: T"(x) ¢ U dla kazdego n > 1} (7.7)

oznacza zbiér punktow, ktore po wyjsciu z U juz nigdy do niego nie wracaja. Rozwazmy jego
obrazy

vV, T(V), T*(V), ... (7.8)
Twierdzimy, ze sa one parami roztaczne. Gdyby bowiem dla pewnych k& > [ > 0 zachodzito
TFV)NTYV) # 0, (7.9)

to po zastosowaniu T~ otrzymaliby$my
T VYNV #£0. (7.10)

Istniatby wiec punkt z V, ktéry po k — [ krokach znéw trafit do V' C U, a wiec wrécitby do U.
To przeczy definicji zbioru V.

A zatem zbiory V, T(V), T%(V),... sa roztaczne. Kazdy z nich ma jednak te sama objetosé co
V. Gdyby objetos¢ V byla dodatnia, to znowu otrzymaliby$my nieskonczenie wiele roztacznych
kopii tego samego obszaru upakowanych w skonczonym D. To niemozliwe. Wynika stad, ze
objetosé V musi by¢ réwna zeru.

Warto podkresli¢, ze twierdzenie o powracaniu jest wlasnoscia znacznie stabsza niz ergodycz-
nos¢. Méwi ono tylko, ze trajektoria po bardzo dtugim czasie wraca do wczesniej odwiedzanych
rejonow przestrzeni fazowej. Nie mowi jeszcze, jak czesto odwiedza rézne obszary ani czy robi
to w proporcjach zgodnych z opisem mikrokanonicznym.
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Rysunek 8: Drugi krok dowodu. Gdyby zbiér punktéw, ktére po wyjsciu z U juz nigdy do niego
nie wracaja, mial dodatnig objetoéé, to jego obrazy V, T'(V), T?(V),... bylyby parami roztaczne
i wszystkie mialyby te sama objetos¢. Nie moglyby sie wiec zmiesci¢ w skoniczonym obszarze
fazowym D.

Argument Zermela. 7 twierdzenia o powracaniu wynika od razu klasyczny zarzut wobec
dostownie rozumianego wzrostu entropii. Zalézmy, ze uklad wystartowal z makrostanu o matej
entropii, a nastepnie przeszedl do makrostanu o entropii wiekszej. Skoro jednak trajektoria
ma po dostatecznie dlugim czasie wréci¢ dowolnie blisko stanu poczatkowego, to po drodze
wielkos¢ utozsamiana z entropia musialaby réwniez zmaleé. Nie moze wiec istnie¢ zadna funkcja
dokladnego mikrostanu, ktéra dla odwracalnej dynamiki Hamiltona rostaby $cile monotonicznie
dla wszystkich czaséw.

To wlaénie byl sens argumentu Zermela przeciw naiwnej, zbyt doslownej interpretacji prawa
wzrostu entropii. Nie obala on jednak fizyki statystycznej. Pokazuje tylko, ze wzrost entropii
nie moze by¢ rozumiany jako bezwzgledne twierdzenie o kazdej trajektorii i kazdym czasie. Jest
to twierdzenie statystyczne: dla typowych warunkéw poczatkowych i na skalach czasowych do-
stepnych makroskopowo uklad niemal zawsze przechodzi ku makrostanom o wickszej liczbie
mikrostandw.

Warto zestawi¢ ten argument z oméwionym wezeéniej paradoksem Loschmidta (podrozdz. 5.4).
Oba zarzuty uderzaja w inna luke naiwnego obrazu nieodwracalnoéci. Loschmidt przypomina,
ze réwnania ruchu sa odwracalne: po odwréceniu wszystkich predkosci uktad powinien wracaé
ku stanowi bardziej uporzadkowanemu. Zermelo dodaje, ze nawet bez takiej sztucznej operacji
sama dynamika w skonczonym obszarze fazowym prowadzi po bardzo dtugim czasie do nawro-
téw. Innymi stowy, Loschmidt méwi: mozna odwrécié bieg filmu, a Zermelo: film ¢ tak kiedys
prawie wroci do pierwszych klatek. Odpowiadajac na te zarzuty, Boltzmann wskazal na ogromne
skale czasowe, po ktérych moga zdarzy¢ sie spadki entropii, odpowiadajace rzadkim fluktuacjom,
moéwiac tak, powroty istniejq, ale trzeba na nie czekac absurdalnie diugo.

Loschmidt: skoro réwnania ruchu sg odwracalne w czasie, to po odwroceniu wszystkich pred-
kosci uktad powinien wracaé¢ ku stanowi bardziej uporzadkowanemu. Nie moze wiec istnie¢
Sci$le mechaniczne prawo méwiace, ze entropia zawsze rosnie dla kazdej trajektorii.

Zermelo: nawet bez odwracania predkosci uktad w skonczonym obszarze przestrzeni fazo-
wej musi po bardzo dtugim czasie wraca¢ dowolnie blisko standéw poczatkowych. Dostownie
monotoniczny wzrost entropii dla wszystkich czaséw jest wiec niemozliwy.

Boltzmann: druga zasada ma charakter statystyczny, a nie absolutnie dynamiczny. Dla
typowych warunkéw poczatkowych i na czasach makroskopowych entropia gruboziarnista
rosnie niemal zawsze, cho¢ wyjatkowo rzadkie fluktuacje i nawroty nie sg matematycznie
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wykluczone.

7.1 Boltzmann i zagadka niskoentropijnej przesztosci

Po odpowiedziach na zarzuty Loschmidta i Zermela pozostaje jeszcze jeden problem, trudniejszy
od poprzednich. Nawet jesli zgodzimy sie, ze druga zasada ma charakter statystyczny i ze entropia
gruboziarnista rosnie dla typowych warunkéw poczatkowych, to natychmiast rodzi si¢ nowe
pytanie: dlaczego warunki poczatkowe byly nietypowe? Dlaczego przesztos¢ byla tak
szczegblna? Dlaczego Wszechswiat zaczal w stanie o tak matej entropii?

Sam Boltzmann zmagal sie z tym problemem przez wiele lat i stopniowo przesuwal akcenty
swojej odpowiedzi. We wczesnym okresie wierzyl, ze prawo wzrostu entropii da sie bezposrednio
wyprowadzi¢ z mechaniki. Po krytyce Loschmidta coraz wyrazniej przechodzit jednak do jezyka
prawdopodobienstwa: spadki entropii nie sg niemozliwe, lecz skrajnie nieprawdopodobne. To
jednak nie usuwato trudnosci, tylko przesuwalo ja o jeden krok glebiej: Skoro wszystko opiera
sie na typowosci, to dlaczego nasze dzieje zaczynaja sie od stanu tak wybitnie nietypowego?

Wspolczednie mysl te ujmuje sie czesto w postaci hipotezy przesztosci (Past Hypothesis):
Wszechswiat rozpoczal ewolucje w makrostanie o wyjatkowo malej entropii. Nie jest to jednak
wyjasnienie w $cistym sensie, lecz raczej dodatkowe zalozenie o warunku poczatkowym, bez
ktérego trudno zrozumieé¢ obserwowana asymetrie miedzy przesziodcia a przyszloscia.

Swiat jako fluktuacja Boltzmann prébowal takze innej drogi. W latach 90. XIX wieku,
w odpowiedzi na trudnosci zwiazane z kosmologiczng interpretacja drugiej zasady, rozwazal
mozliwo$é, ze globalnie Wszech$wiat przez wiekszo$¢ czasu pozostaje bardzo blisko réwnowagi,
a tylko lokalnie i bardzo rzadko pojawiaja sie obszary dalekie od rownowagi. Nasz $wiat mogtby
by¢ wlasnie jednym z takich wyjatkowych obszaréw: wielka fluktuacjg na tle niemal martwego
termicznie kosmosu.

Pomyst ten ma pewien urok: nie wymaga wyrdzniania szczegblnego poczatku calego Wszech-
swiata. Ma jednak swoja ciemna strone. Jezeli stanem typowym jest rownowaga, to bardziej
prawdopodobna od olbrzymiej fluktuacji odtwarzajacej caly obserwowany Wszech$wiat jest fluk-
tuacja minimalna: taka, ktora wytwarza jedynie maly fragment uporzadkowanego swiata. W
wersji skrajnej najtansza okaze sie fluktuacja tworzaca tylko mézg z przypadkowo uformo-
wanymi wspomnieniami, wrazeniami i przekonaniem, ze istnieje zewnetrzny Swiat oraz dluga
uporzadkowana przesztoéé. Taki obiekt nazywa sie mézgiem Boltzmanna.

Mobzg Boltzmanna to nie tylko filozoficzna osobliwo$é. Mozgi takie moga rozplenié¢ sie we
Wszech$wiatach, w korych modele kosmologiczne przewiduja bardzo dluga, niemal pusta
przysztoéé de Sittera, czyli faze z dodatnig stala kosmologiczna. W takim $wiecie zwykli
obserwatorzy, tacy jak my, powstaja tylko w skoniczonym przedziale czasu: zanim zgasnie
formowanie gwiazd, planet i ztozonych struktur. Ich liczba pozostaje wiec skoriczona i jest
ograniczona przez cieplng $mieré Wszech$wiata.

Jezeli jednak poézny, prawie pusty etap ewolucji Wszech§wiata trwa bez konca, to zmienia
to statystyke mozliwych obserwatorow. Wszechswiat de Sittera, ze wzgledu na swoja przy-
spieszajaca ekspansje, posiada wlasny horyzont kosmologiczny. Z tym horyzontem wiaze sie
subtelny efekt kwantowy (tzw. promieniowanie Gibbonsa-Hawkinga), ktéry sprawia, ze préz-
nia de Sittera nie ma temperatury zera bezwzglednego. Oznacza to, ze w absurdalnie dtugich
skalach czasu nie mozna wykluczy¢ skrajnie rzadkich fluktuacji tworzacych lokalnie uporzad-
kowane struktury. Wéréd tych przypadkowych struktur moga znalezé sie takze obiekty zdolne
do chwilowego podtrzymania $§wiadomosci. Wedlug jednego oszacowania moézg Boltzmanna
jako fluktuacja w termicznej prézni de Sittera pojawia sie taz na 1010% 1at. Nie sg to liczby
do zapamietania, lecz znak, jak niewiarygodnie rzadkie sa takie zdarzenia. Tyle ze w wiecz-
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nym Wszechéwiecie maja one nieskonczenie wiele okazji, by zaj$¢. Wtedy liczba zwyklych
obserwatoréow pozostaje skonczona, a liczba moézgéw Boltzmanna moze rosnaé bez ograni-
czen. W takim obrazie staje si¢ nieskonczenie mato prawdopodobne, aby Czytelnicy tego
skryptu byli “normalnymi” umystami, a nie wlasnie taka fluktuacja. Rozpoznajac absurd tej
sytuacji, w nowoczesnej kosmologii traktuje sie pojawianie sie mézgéw Boltzmanna jako test
teorii: dobry model nie powinien prowadzi¢ do $wiata, w ktérym typowym obserwatorem jest
efemeryczna fluktuacja w niemal pustej przysztosci de Sittera. Powinna raczej przewidywac,
ze typowy obserwator jest produktem zwyklej historii kosmicznej: goracego poczatku, for-
mowania struktur, gwiazd, planet i dlugiej ewolucji materii. Jednym z mozliwych sposobéw
unikniecia tej trudnosci jest to, by préznia de Sittera rozpadala sie szybciej, niz zdazy wypro-
dukowaé¢ moézgi Boltzmanna. Niektérzy uwazaja jednak takie argumenty za pozanaukowe, a
mozgi Boltzmanna za realng mozliwos¢.

Amerykanski kosmolog J. Richard Gott III zaproponowal prosty test: jesli jesteSmy moézgami
Boltzmanna, wystarczy poczekaé 10 sekund i sprawdzi¢, czy jeszcze istniejemy. Wiekszoscé
takich mézgéw trwa tylko chwile, wiec powinniS§my niemal natychmiast zniknac...

Jest z tym jednak klopot: trudno stwierdzié¢, ze juz sie nie istnieje (znacie kogos, kto to stwier-
dzil?). Z drugiej strony w wiecznym Wszech$wiecie dtugowiecznych mézgéw Boltzmanna jest
i tak nieskonczenie wiele...
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Czes¢ IV
Fizyka statystyczna stanéw réwnowagi

“Time isn’t holding up,
Time isn’t after us
Same as it ever was,
Same as it ever was.”
— Talking Heads, Once in a Lifetime

1 Zespol mikrokanoniczny

Wiemy juz, ze w stanie rownowagi ukladu izolowanego wszystkie dopuszczalne mikrostany sa
jednakowo prawdopodobne. Taki rozktad prawdopodobienistwa nazywamy zespotem mikroka-
nonicznym. Jest to wiec statystyczny opis uktadu o ustalonych wartosciach energii F, objetosci
V' i liczby czastek N.

W dyskretnym obrazie mozna bylo po prostu powiedzieé¢, ze wszystkim dopuszczalnym mi-
krostanom przypisujemy jednakowe prawdopodobienstwo. Dla ukladu klasycznego wygodniej
jest jednak przejs¢ do opisu ciagltego. Czastki klasyczne maja ciagle polozenia (z,vy,z) i pedy
(Pa, Py, P=), a stan ukladu N czastek reprezentowany jest przez punkt I'y w 6N-wymiarowej
przestrzeni fazowej.

Poniewaz uklad jest izolowany, jego catkowita energia jest stala:

H(T'y) = E = const. (1.1)

Roéwnanie to wyznacza (6N — 1)-wymiarowa hiperpowierzchnie w przestrzeni fazowej. Zesp6l
mikrokanoniczny jest wiec rozkladem prawdopodobienstwa skoncentrowanym wlasnie na tej
powierzchni energii. W opisie cigglym moéwimy juz nie o prawdopodobienstwie pojedynczego
mikrostanu, lecz o gestosci prawdopodobienstwa:

1

p(Tn) = SEV.N) o(E — H(I'n,V)). (1.2)

Wielko$¢ w(E,V, N) jest stala normalizacyjna, wyznaczona warunkiem [p(I'y)dl'y = 1.
Ma ona postaé

W(E,V,N) = /5(E _H(Ty,V))dly. (1.3)

Jest to gestodé standéw, czyli miara powierzchni fazowej dostepnej uktadowi przy zadanej energii
E.

Bezwymiarowa miara catkowania, uwzgledniajaca nierozréznialno$é czastek (N!) oraz stala
Plancka, ma postaé

d3N q d3N P

Pojawienie si¢ statej Plancka w mierze catkowania wynika z kwantowej natury $wiata, a
doktadniej z zasady nieoznaczonosci Heisenberga (AxzAp > h/2). Z jej powodu nie mozemy
okredli¢ potozenia i pedu z dowolng dokladnoscia, co oznacza, ze przestrzen fazowa nie jest
ciggla w sensie fizycznym. Minimalna objetos¢ komérki fazowej dla pojedynczej czastki w
jednym wymiarze jest rzedu h. Dla czastki w trzech wymiarach daje to objetoéé¢ h?, a dla
ukladu N czastek — catkowitg elementarng objetosé¢ réwna h3Y. Dzielenie przez ten czynnik
sprowadza catke po ciaglej przestrzeni fazowej do poprawnego zliczania dyskretnych stanéw
kwantowych. Wrécimy do tego zagadnienia w przyszlosci, pokazujac, ze w przejsciu od sum
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kwantowych do catek taki czlon pojawia sie naturalnie.

Czesto wygodniej jest catkowaé nie po samej powierzchni energii, lecz po calej objetosci
fazowej obejmujacej wszystkie stany o energii mniejszej niz E. Objeto$é¢ te oznaczamy przez
wielkie €2

O(E,V,N) :/ dT'x. (1.5)
H(Tn)<E

Wtedy gestos$é stanéw otrzymujemy przez rozniczkowanie:

90 (E,V,N)

w(E,V,N) = 55

. (1.6)

1.1 Gaz doskonaly i wzér Sackura-Tetrode

Zastosujmy teraz formalizm zespolu mikrokanonicznego do gazu doskonatego. Dla gazu zlozo-
nego z N nieoddzialujacych czastek energia uktadu jest wylacznie energiag kinetyczna:

1 3N
H(I'y) = %ZP?
i=1

Chcemy obliczy¢ objetos¢ przestrzeni fazowej dostepnej dla uktadu o energii nie wiekszej niz
E:

O(E,V,N) :/ dT'y.
H(Ty)<E

Calka po przestrzeni fazowej rozdziela si¢ na czesé potozeniows i pedowa. Poniewaz hamil-
tonian gazu doskonatego nie zalezy od potozen czastek, catkowanie po wspotrzednych daje po
prostu czynnik VV. Pozostaje wiec catka po pedach, ograniczona warunkiem

3N

Zp? < 2mkE.
i=1

Warunek ten wyznacza wnetrze kuli w przestrzeni 3N-wymiarowej o promieniu

R=v2mE.
Objetosé kuli jednostkowej w d wymiarach wynosi
/2

Ag= "

r(4+1)

a wiec dla d = 3N otrzymujemy
N 3N/2
QE,V,N) = - T (2mE)3N/2,

a NURN (35 41)

Po uporzadkowaniu:

VN (2rmE)3N/2
| B3N 3N :
NURSN (38 4 1)

Gestos¢ stanéw otrzymujemy przez rézniczkowanie po energii:

Q(E,V,N) =

OQ(E,V,N)
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Daje to
VN (27Tm)3N/2 sy g
T ()

w(E,V,N) =

Aby wyznaczy¢ entropie, bierzemy logarytm i przechodzimy do granicy termodynamicznej,
korzystajac ze wzoru Stirlinga. W tej granicy cztony rzedu log N sa pomijalne wobec czlonéw
proporcjonalnych do N, tak ze

S(E,V,N) =klogw(E,V,N)
przyjmuje postaé
Vv 3 E 5 3 4mm
E,V,N)= Nk |log| — —log| — =1
S(E,V,N) k[og<N>+2 og(N)+2+ og(3h2 )]

Jest to wzér Sackura—Tetrode. Jedli wprowadzimy objetosé wiasciwa

v
v=—
N
oraz energie wlasciwa
E
u = N,

to entropia na jedna czasteczke ma postaé

- +1 +5+§1 <4ﬁm>}
s =5 =k [logv ogu+ o g 573

Wynik ten pokazuje kilka waznych wtasnosci:

e Entropia ma postaé

S(E,V,N) = Nf(E V>

N’ N

a wiec jest wielkodcia ekstensywna.

o Ekstensywnosé¢ ta wynika z braku oddziatywan diugiego zasiegu. Gdy dzielimy uktad na
dwie duze czesci, energia oddzialywania miedzy nimi rosnie jak pole powierzchni styku, a
nie jak objeto$¢. W granicy termodynamicznej wktad ten staje sie pomijalny, co prowadzi
do addytywnosci entropii:

S =51+95,.

e Zaleznosé
S=S(E,V,N)
nazywamy zwigzkiem podstawowym.

e Liczba dostepnych mikrostanéw roénie z energia bardzo szybko, jak potega E3N/2, a wicc
dla uktadu makroskopowego jest wielkoscig astronomiczng.

2 Statystyczna definicja temperatury

,Baby’s on fire
And all the instruments agree that
Her temperature’s rising
But any idiot would know that”
— Brian Eno, Baby’s on Fire
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Opierajac sie na postulacie o maksimum entropii w stanie réwnowagi, wprowadzimy teraz
podstawowe wielkosci termodynamiczne. W kazdym z ponizszych przypadkéw postepujemy tak
samo: stykamy dwa uklady, pozwalamy im wymienia¢ konkretna wielko$¢ (energie, objetosé¢ lub
czastki) i sprawdzamy warunek na maksimum calkowitej entropii w nowym stanie réwnowagi.

Poprzednio rozwazaliémy dwa jednakowe pojemniki z gazem, ktérym pozwalaliSmy wymie-
nia¢ czastki. W stanie rownowagi catkowita entropia byta najwieksza, co prowadzito do wyréwna-
nia liczby czastek po obu stronach. Teraz wykonamy analogiczne do$wiadczenie, ale tym razem
dopuscimy wymiane energii, zachowujac state objetosci i liczby czastek obu poduktadéw.

Rozwazmy wiec dwa uklady stykajace sie przez Sciane przewodzaca ciepto. Niech pierwszy z
nich ma objetosé Vi, liczbe czastek Ny i energie F1, a drugi odpowiednio Vo, Na i Fs. Zakladamy;,
ze w trakcie kontaktu moga zmienia¢ sie tylko energie F; i E5, natomiast

Vi, Vo, N1, Ny = const. (2.1)
Poniewaz caly ukltad jest izolowany, catkowita energia pozostaje stala:
Ey\ + Ey = E = const. (2.2)

To znaczy, ze tylko jedna z energii jest zmienna niezalezng. Wygodnie jest wziaé za nia Fi, a
wtedy
Ey=FE - F. (2.3)

Calkowita entropia uktadu zlozonego ma wiec postaé
S(Er) = S1(E1, Vi, N1) + S2(E — Eq, Vo, Na). (2.4)

W stanie réwnowagi entropia musi by¢ maksymalna wzgledem dopuszczalnego przepltywu energii,
czyli wzgledem zmian FEj. Rézniczkujac powyzszy wzor po Ei, przy ustalonych Vi, Vs, N1, No
oraz ustalonej calkowitej energii F, dostajemy

ds 051 0S5 dEs
2o (= £o2 atd 2.
dE (3E1>v1,N1 * (aEz)VQ,NQ dEy (25)

Poniewaz Fs = E — E1, mamy

dFs
— =1 2.6
o, (26)
a wiec warunek maksimum entropii przyjmuje postaé
d*9:<351) _(852> —0 2.7)
dEy OE, Vi,N1 % V2,Na . .
Stad wynika warunek réwnowagi cieplnej:
(35’1> _ (852) (2.8)
OE; Vi,N1 OE, Va,N2

Widzimy wiec, ze po zetknieciu dwoch ukladéw wyrdéwnuje sie nie sama energia, lecz pewna
pochodna entropii po energii, liczona przy statych V i N. Z klasycznej termodynamiki wiemy,
ze wielkoScia wyréwnujacy sie w takim procesie jest temperatura. To prowadzi do statystycznej

definicji temperatury:
1 oS
75 —_— . 2-9
7= (08 ) 29)

Zobaczmy teraz, jaki kierunek ma samorzutny przeptyw energii. Zalézmy, ze uktady nie sa
jeszcze w rownowadze i nastepuje maly transfer energii:

E, — E1 + AEq, Ey — FEy + AFEs, (2.10)
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przy czym z zachowania calkowitej energii wynika
AFE; + AFE; =0. (2.11)

Dla matych zmian calkowita zmiana entropii wynosi

851 6SZ
AS = () AE; + () AB,. 2.12
OE; Vi,N1 ! OE, Va,N2 ? ( )

Po wstawieniu AFEs = —AF; dostajemy

051 0859 1 1
AS = () _ <> AE, = ( _ ) NS 2.13
[ OE1 Vi,N1 OE, Va2,N2 ! Ty T ! ( )

W procesie samorzutnym catkowita entropia uktadu izolowanego roénie, wigc

AS > 0. (2.14)
Jezeli T > TQ, to

1 1

2o 2.15

™ <1 (2.15)

a zatem nawias w ostatnim wzorze jest ujemny. Aby wtedy AS bylo dodatnie, musi zachodzié¢
AE; < 0. (2.16)

Oznacza to, ze pierwszy uklad traci energie, a drugi ja zyskuje. Innymi stowy, energia samorzut-
nie przeplywa od ciata o wyzszej temperaturze do ciata o nizszej temperaturze. Wtaénie dlatego
definiujemy temperature przez odwrotno$é pochodnej 9S/0F, a nie odwrotnie.

Zastosujmy naszg nowa definicje do jednoatomowego gazu doskonaltego. Korzystamy z ge-
stosci entropii ze wzoru Sackura-Tetrode’a, rézniczkujac ja po energii wlasciwej e = E/N przy
stalej objetosci wlasciwej v = V/N:

1 Js o (3 3kp

Przeksztalcajac to réwnanie wzgledem energii e, odzyskujemy klasyczny wynik wynikajacy z
zasady ekwipartycji energii:

3
e=—kpT
okB
Pojawia sie w tym miejscu naturalne pytanie: dlaczego wielkosé (g%)wv definiujemy jako

odwrotno$¢ temperatury (1/7°), a nie wprost jako temperature (7°)7

Powdd jest w zasadzie wylacznie historyczny. Temperatura w skali absolutnej zostata zdefinio-
wana na diugo przed powstaniem fizyki statystycznej, przy zalozeniu catkowicie empirycznym:
cieplo samorzutnie przeplywa z ciala goretszego (o wyzszym T') do chlodniejszego (o nizszym
T).

Tymczasem z wyprowadzonego przed chwilg warunku statystycznego AS > 0 wynika, ze
energia samorzutnie przeplywa z podukladu o mniejszej wartosci pochodnej 9S/9FE do podu-
ktadu o wiekszej jej wartosci. Aby polaczy¢ nasz mikroskopowy model z klasyczng konwencja,
musimy utozsamié¢ te pochodna z odwrotnoscia temperatury. Wéwczas mniejsza warto$é 1/T
oznacza wyzsze 1', co wymusza poprawny, znany z do$wiadczenia kierunek przeplywu ciepla.
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3 Ciénienie
, Pressure pushing down on me
Pressing down on you, no man ask for
Under pressure that burns a building down

Splits a family in two, puts people on streets.”
— Queen & David Bowie, Under Pressure

Rozwazmy pionowy cylinder o przekroju A wypelniony gazem, zamkniety od géry ruchomym
ttokiem o masie m. Objetoéé¢ gazu wynosi V = Ah, gdzie h to wysoko$¢ potozenia ttoka. Uktad
jako calo$¢ jest izolowany, zatem catkowita energia (energia wewnetrzna gazu F, oraz energia
potencjalna tloka mgh) jest stala:

Eiot = E4 + mgh = const. (3.1)

Entropie gazu mozemy zapisaé jako funkcje polozenia ttoka h, korzystajac z pelnej statystycznej
postaci entropii Sg(Ey, V, N):

S(h) = Sy(Ewt — mgh, Ah, N) (3.2)

W stanie réwnowagi mechanicznej ttok spoczywa w potozeniu, dla ktérego entropia uktadu
osigga maksimum. Obliczmy pochodna S wzgledem h:

dS oS dE oS av
- = 9 9 + < g) _— = 0 (33)
dh OE, vy dh oV ) g, N dh
Podstawiajac dE,;/dh = —mg oraz dV/dh = A, a takze wykorzystujac wyprowadzony w po-
przednim podrozdziale warunek (%) = L. otrzymujemy:
aEg V,N T :
mg 8Sg>
—— 4+ Al = =0 3.4
Tt (av BN (34)

Wielko$¢ mg/A to po prostu zdefiniowane makroskopowo ciénienie p, jakie tlok wywiera na gaz
(i jakie gaz, bedac w réwnowadze, wywiera na tlok). Przeksztalcajac to réwnanie, uzyskujemy

statystyczna definicje ci$nienia:
oS
() . (3.5)
WV)pgn T

Zbadajmy teraz zachowanie ukladu poza stanem réwnowagi mechanicznej. Wyobrazmy sobie
izolowany uktad o stalej objetosci catkowitej (V4 + Vo = V = const.), przedzielony ruchoma
membrang. Zalézmy dla uproszczenia, ze membrana swobodnie przewodzi ciepto, co gwarantuje
stalg, wspdlng temperature T' obu podukiadéw. Przesuniecie membrany oznacza zmiang AVy =
—AV;. Calkowita zmiana entropii uktadu wynosi wéwczas:

051 05, b1 b2
AS = () AV; + () AV, = ( - ) AV, 3.6
Vi ) g\, s 2\ )R (3.6)

Zgodnie z postulatem dazenia do stanu réwnowagi, entropia musi rosna¢ (AS > 0). Jesli
ci$nienie z lewej strony jest wieksze (p1 > p2), wyrazenie w nawiasie jest dodatnie. Aby zachowaé
dodatni przyrost entropii, musi zachodzi¢ AV; > 0. Oznacza to, Zze membrana przesuwa sie,
zwiekszajac objetoéé¢ uktadu o wyzszym cisnieniu kosztem uktadu o nizszym. Ruch ten ustanie
dopiero wtedy, gdy ciSnienia po obu stronach sie zréwnaja.

Zastosujmy nowa definicje do jednoatomowego gazu doskonatego. Korzystamy z wyprowa-
dzonej wczesniej gestosci entropii s(e,v), rézniczkujac ja po objetosci wlasciwej v = V/N przy
zachowaniu stalej energii wladciwej e = E/N:

P _ 85) _(35> _9 _ ks
T(@V E,Nﬁ 5 efav(kBlogv—i—...)f » (3.7)
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Przeksztalcajac ten wynik, otrzymujemy zaleznos¢:

kT
N v

p (3.8)
co jest réwnowazne klasycznemu réwnaniu stanu gazu doskonalego (pV = NkpT).
Korzystajac dodatkowo z udowodnionej wczesniej relacji wynikajacej z ekwipartycji energii
(kpT = %e), mozemy zapisaé ci$nienie w uzytecznej postaci niezaleznej od temperatury:
2e 2

= — — V= —e 39
P=3 pv =3 (3.9)
W ten sposéb wszystkie wlasnosci makroskopowe gazu doskonatego zostaly wyprowadzone ze

statystycznego zachowania jego mikrostandw.

4 Wymiana czastek i potencjal chemiczny

wShould I stay or should I go now?
If I go, there will be trouble
And if I stay it will be double
So come on and let me know.”
— The Clash, Should I Stay or Should I Go

Rozwazmy na koniec warunek réwnowagi zwiazanej z wymianag czastek. Dwa poduktady sa
przedzielone Scianka, ktora utrzymuje state objetosci Vi i Vo, ale pozwala na wymiane zaréwno
energii, jak i czastek. Calkowita energia oraz catkowita liczba czastek uktadu ztozonego sa za-
chowane:

Ey + F> = FE = const., Ny + Ny = N = const. (4.1)

Calkowita entropia uktadu ztozonego jest wiec funkcjg tych dwoch zmiennych:
Stot (E1, N1) = S1(E1, V1, N1) + So(E — E1, Vo, N — Nyp). (4.2)

Stan rownowagi odpowiada maksimum tej funkcji. Oznacza to, ze

0Siot <8SI > (852)

_ (901 _ (222 =0, 4.3
0FE, 0E Vi,N1 OE, Va,N2 ( )
O0Stot (3sl> (852)

_ _ [ ZP2 =0. 4.4
O0N7 ONy E1 1 ON, E2,Va ( )

Pierwszy z tych warunkéw oznacza réwnosé temperatur (77 = T3), a drugi warunek méwi,
ze w stanie réwnowagi wyréwnuje sie pochodna entropii po liczbie czastek:

a5 08
(1> - <2> . (4.5)
8N1 El 1V1 8N2 E27V2
Aby powiazaé¢ ten wynik z klasyczna termodynamika, definiujemy potencjal chemiczny:
7 oS )
——= === . 4.
T (8N BV (4.6)

a rownos$¢ (4.5) interpretujemy wtedy jako wyréwnywanie sie potencjaléw, 1 = puo.
Rozpatrzmy teraz wariacje entropii poza stanem réwnowagi, spowodowang niewielkim prze-
pltywem materii ANy:

051 0852 p1 — 2
AS = () ANy + () ANy = ———""AN; >0 4.7
ONy £, ' ONy Es, Vs ? T ! ( )
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Z postulatu wzrostu entropii wynika, ze jesli u; > s, utamek jest dodatni, wiec dla zachowania
nierownosci AS > 0 musi zachodzi¢ ANy < 0. Oznacza to, ze pierwszy podukiad traci materie na
rzecz drugiego. Samorzutny przeplyw czastek odbywa sie zawsze z rejonu o wyzszym potencjale
1 W strone nizszego. Z tego powodu parametr ten nazywany jest czesto w chemii fizycznej miara
sktonnosci ucieczki (escaping tendency) — okresla on dazenie czasteczek do opuszczenia swojej
fazy.

Potencjal chemiczny dla gazu doskonalego mozna wyliczyé startujac ze wzoru Sackura-
Tetrode’a

vV 3 E 5 3 4mm
=N 1 + —log — — log 4.
S k:B(ogN ogN+2—|— 3h2> (4.8)
i rozniczkujac to wyrazenie po liczbie czastek N. To prowadzi do
85’ 5 3 47Tm 1 3
co mozna uproéci¢ do
4m\ /2
— kT los |v - 632 ( ) 41
p = —knTlog [ &2 (T (1.10)

Wyrazenie to mozna przepisa¢ w bardziej uzytecznej formie, korzystajac z tego, iz (dla gazu
jednoatomowego) e = 3kgT oraz z réwnania stanu v = kT'/p:

k 2mm \ 3/2 P
= —kpT1 BT 3/2< > = kpT'l < 3) 4.11
gdzie termiczna dlugosé fali de Broglie’a A to
A= __h (4.12)

\/QkaBT

Wielkos¢é ta wyznacza skale kwantowego rozmycia czastek w temperaturze 7. Jesli srednia od-
legltos¢ miedzy czastkami jest duzo wieksza od A, uklad mozna opisywaé klasycznie, natomiast
gdy staje sie z nig poréwnywalna, istotne staja sie efekty statystyki kwantowej.

5 Pierwsza zasada termodynamiki

» Reformator moze zmieniad
Rozklad tapek po kieszeniach
I wiecej nic
I wiecej nic, juz nic.”
— Lech Janerka, Reformator

Rozwazmy uktad, w ktérym zmianie moga ulegaé¢ energia, objetosé oraz liczba czastek. En-
tropia jest w takiej sytuacji funkcja trzech zmiennych: S = S(E,V, N). (Uwaga: w wielu podrecz-
nikach energia wewnetrzna oznaczana jest litera U, my jednak pozostaniemy przy stosowanym
dotychczas F).

Zmiana entropii wyraza si¢ rézniczka zupeina:

oS oS oS
s = dE + dv + dN
(38) i &+ (57) s *+ (55
Zgodnie z wprowadzonymi wczeéniej definicjami, pochodne te wynosza odpowiednio 1/7T', p/T
oraz —u/T. Podstawiajac je, otrzymujemy fundamentalne réwnanie termodynamiki:

1 D I
ds FdE + ZdV — =d
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Odwracajac to rownanie wzgledem zmiany energii dF, dostajemy:
dE =TdS — pdV + pdN

Roéwnanie to niesie za soba jasng interpretacje fizyczna: zmiana energii wewnetrznej uktadu
moze nastapi¢ w wyniku przeplywu ciepta, wykonania pracy mechanicznej lub wymiany materii
z otoczeniem. Definiujemy zatem:

dW = —pdV
jako prace sil zewnetrznych wykonana nad ukladem (znak minus oznacza, ze w przypadku
sprezania ukladu dV < 0, wiec jego energia roénie),

dQ = TdS

jako ciepto dostarczone do ukladu, natomiast wyraz udN okreslamy czesto mianem pracy che-
micznej, zwigzanej z dodaniem lub ujeciem czastek z uktadu.
Otrzymujemy w ten sposob pelny matematyczny zapis pierwszej zasady termodynamiki:

dE = dQ + dW + pdN

Nalezy pamietaé, ze w przeciwienstwie do F, wielkosci takie jak ,praca” dW czy ,.cieplo”
d @ nie sa rézniczkami funkeji stanu (nie istnieje wielko$¢ taka jak Calkowita Praca czy Cal-
kowite Cieplo uktadu). Podzial zmiany energii AE na prace i cieplo zalezy od konkretnego
procesu termodynamicznego. Sama znajomo$¢ punktu poczatkowego i kornicowego nie wystarczy
do obliczenia, jaka praca zostala wykonana przy przejsciu miedzy nimi.

Dla utatwienia rozwazmy przypadek dwéch zmiennych. W ogdlnosci forma rézniczkowa ma
postag:
w = Fy(2,y)dz + Fy(z,y)dy

Méwimy o rézniczce zupelnej i zapisujemy ja jako df, jedli forme te daje sie zapisaé¢ jako
rézniczke pewnej funkeji f(z,y):

- () e ()

7 twierdzenia o pochodnych mieszanych wynika wéwczas warunek:

0% f B 0% f
0xdy  Oyox

Mozna pokazaé, ze jesli przestrzen, na ktérej okreslona jest forma, jest pozbawiona ,,dziur”
(jest jednospdjna), to warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by rézniczka byla
zupelna, jest rownosé krzyzowych pochodnych czastkowych:

(222 - (22
Y z T ¥

Wréémy do naszego przyktadu z termodynamiki. MieliSmy tam forme ciepta:
dQQ=1-dE+p-dV

Sprawdzmy réwno$é pochodnych krzyzowych:
(@(1)) 2 <8<p>)
WV )k OF )v
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Lewa strona wynosi zero. Aby obliczy¢ prawa dla gazu doskonalego, korzystamy z relacji
pV = %E, skad p = % Obliczamy pochodna;:

(52, -+

Poniewaz pochodne czastkowe nie sg rowne, wykazaliSémy, ze elementarne ciepto d () nie jest
rozniczka zupelna.

5.1 Procesy termodynamiczne

Zdefiniowane przez nas parametry stanu, takie jak ci$nienie p czy temperatura 7T', maja pre-
cyzyjny sens fizyczny tylko w stanie réwnowagi termodynamicznej. Aby poprawnie opisywac
ewolucje uktadu za pomoca tych wielko$ci, musimy na samym poczatku ostro rozréznié trzy
kluczowe pojecia:

e Proces termodynamiczny — dowolne przejscie uktadu miedzy dwoma stanami réwno-
wagi (poczatkowym i koncowym). Stany posrednie w trakcie trwania procesu nie musza
by¢ stanami rownowagi.

e Proces kwazistatyczny — proces zachodzacy na tyle wolno, ze uklad przechodzi przez
ciagla sekwencje (kontinuum) stanéw réwnowagi. W kazdej chwili trwania procesu mozemy
mu przypisa¢ dobrze okreslone parametry makroskopowe (np. pi 7).

e Proces odwracalny — szczegdlny przypadek procesu kwazistatycznego, w ktérym do-
datkowo nie wystepuja zadne efekty dyssypacyjne (takie jak tarcie mechaniczne,
lepko$é, czy opér elektryczny). Proces ten mozna w dowolnym momencie odwrécié po-
przez nieskonczenie malg zmiane warunkow zewnetrznych, przywracajac zaréwno uklad,
jak i jego otoczenie do stanu poczatkowego bez pozostawiania jakichkolwiek zmian we
Wszechs$wiecie.

Warto wyraznie podkredli¢ te roznice: kazdy proces odwracalny jest kwazistatyczny,
ale nie kazdy proces kwazistatyczny jest odwracalny. Klasycznym kontrprzykladem jest
nieskonczenie powolne przesuwanie tloka, ktéry trze o Scianki cylindra. Proces jest kwazista-
tyczny (gaz w érodku ma ustalone p i T), ale tarcie bezpowrotnie rozprasza cze$é pracy w
postaci ciepla, co nieodwracalnie zwieksza entropie otoczenia.

W ogolnoéci praca mechaniczna wykonywana nad uktadem zalezy od cisnienia zewnetrznego

Pzew:

aw = —Pzew av.

Jesli jednak proces jest mechanicznie odwracalny, ttok porusza sie bez tarcia, a réznica miedzy
sita dzialajaca z zewnatrz a sila od strony gazu jest nieskonczenie mala (pyew = p £ dp). W
granicy tej powolnej przemiany ci$nienie zewnetrzne zréwnuje si¢ z ci$nieniem gazu, co pozwala
nam napisac:
Ve
dW = —pdV, W:—/ p(V)dVv.
Va
Jezeli przeprowadzamy uklad ze stanu A do stanu B w sposéb gwaltowny (niekwazista-
tyczny), w ogdlnosci nie mozemy skorzystaé¢ z powyzszej calki, ani napisa¢é Q = [T dS. Na
drodze miedzy A i B uktad nie przechodzi wtedy przez stany rownowagi, wiec wielkosci takie
jak T'i p po prostu nie istnieja. Ekstremalnym przykladem jest nagle usuniecie przegrody w na-
czyniu z gazem (rozprezanie prozniowe): stan réwnowagi istnieje przed rozpoczeciem procesu i po
jego zakonczeniu, ale w trakcie samego rozprezania w naczyniu panuje chaos hydrodynamiczny.
Co w praktyce oznacza postulat, by proces zachodzil ,dostatecznie wolno”? Zmiana pa-
rametrow zewnetrznych musi nastepowaé wolniej niz najdluzszy czas charakterystyczny (czas
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relaksacji) odpowiedzialny za wyréwnywanie zaburzen w ukladzie. Przy rozprezaniu gazu tlo-
kiem nalezy wiec poréwnaé czas ruchu tloka z czasem, jakiego fala dzwiekowa potrzebuje na
przebycie dlugosci naczynia. Dla L = 3m i predkosci dzwieku v = 332 m/s dostajemy

L
T~ — ~0.0ls.
v

Oznacza to, ze ttok nalezy przesuwac z predkoscia znacznie mniejsza od predkosci dzwieku, aby
zaburzenia ci$nienia zdazyly wyréwnaé sie w calej objetosci.

5.2 Procesy adiabatyczne i czynnik catkujacy

Jedli proces zachodzi w catkowitej izolacji cieplnej od otoczenia, czyli
dqQ =0,

nazywamy go procesem adiabatycznym. Przy ustalonej liczbie czastek pierwsza zasada termo-
dynamiki przyjmuje wtedy postac
dE =dW.

W procesie adiabatycznym cala zmiana energii wewnetrznej pochodzi wytacznie z pracy mecha-
nicznej wykonanej nad ukladem. Oznacza to, ze dla ukladu izolowanego termicznie wykonana
praca zalezy tylko od stanu poczatkowego i koncowego, stajac sie funkcja stanu.
Zauwazmy na koniec, ze choé ciepto nie jest rézniczka zupelna, to po podzieleniu przez T
staje sie rozniczka entropii
ondwr

s = T

W formalizmie réwnan rézniczkowych czynnik 1/7T nazywamy czynnikiem catkujacym. Ozna-

cza to, ze choé calka
B
J,
A

B
/ dS = Sp — Sa
A

zalezy od wybranej drogi, to catka

/B ondwr o
A T

zalezy juz wytacznie od stanéw brzegowych uktadu.

Jeszcze raz podkreslmy kluczowy warunek: zaleznosé dS = dQ/T jest Scisle zdefiniowana
tylko dla proceséw odwracalnych (d Qodwr), W ktérych temperatura ukladu 7' jest dobrze okre-
slona i jednorodna w kazdym punkcie na drodze pomiedzy stanem A i B.

6 Zespo6t kanoniczny i rozktad Boltzmanna

I want to live like common people

I want to do whatever common people do

I want to sleep with common people

I want to sleep with common people like you.”
— Pulp, Common People

Rozwazmy teraz niewielki uktad 1, ktéry moze wymieniaé energie z bardzo duzym ukladem
2. Caloéé (1 + 2) traktujemy jako uklad izolowany o ustalonej energii calkowitej F, objetosci V
i liczbie czastek N, a wiec opisujemy ja zespotem mikrokanonicznym:

1

oy -

O(E — Hy(TW) — Hy(T®)). (6.1)

62



otoczenie
Ey > Fq
T = const
uklad
By

Rysunek 9: Maly ukltad zanurzony w duzym otoczeniu, ktére pelni role termostatu.

Interesuje nas jednak nie pelny mikrostan uktadu ztozonego, lecz prawdopodobienstwo danego
mikrostanu matego uktadu 1, niezaleznie od tego, w jakim stanie znajduje si¢ termostat. Otrzy-
mujemy je przez scatkowanie po wszystkich stopniach swobody uktadu 2:

pr(0) = [ dr® pr®,re). (6.2)
Po wstawieniu rozkladu mikrokanonicznego dostajemy
1
= = [ ar®@ _ My _ 2
1 (T) w(E,V,N)/d S(E — Hy(TW) — Hy(T®)). (6.3)

Calka po zmiennych uktadu 2 jest po prostu jego gestoscia stanéw przy energii réwnej temu, co
zostato po odjeciu energii uktadu 1:

1

pr (M) = m“"?@ — H (W), V5, Ny). (6.4)
Korzystajac z relacji miedzy gestoscig standéw a entropia,
wa(Ea, Va, Np) o e92(F2:V2:N2) [k (6.5)
mozemy zapisac
1
p1(TM) x exp - S2(E = H) (TM), Vs, Ng)] . (6.6)

Poniewaz uktad 1 jest maly w poréwnaniu z termostatem, jego energia jest matg poprawka do
catkowitej energii rezerwuaru. Mozemy wiec rozwinaé entropie So w szereg Taylora wokét E:

S2(E = H(T0), Vo, o) = Sa(EVa, Vo) = (52 () (6.7)
Va,Na
Korzystajac z definicji temperatury,
052 1
S (0
notujemy wiec
p1 (T exp(SQ(E’kVZ’NZ)> exp <—Hllil;1))> . (6.9)

Pierwszy czynnik nie zalezy od mikrostanu uktadu 1, wiec moze zosta¢ wchloniety do stalej
normalizacyjnej. Ostatecznie otrzymujemy rozktad kanoniczny:

1 1
_ ~BH(Tx.V) _
p1(I'n) 2TV ¢ , B=1r (6.10)
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Wielkosé

Z(T,V,N) = /e*ﬂH(FM dT (6.11)
nazywamy suma statystycznag (lub klasyczna calka statystyczna). Zawiera ona cala infor-
macje termodynamiczna ukladu w kontakcie z termostatem. W szczegdlnosci $rednie wartosci
obserwabli liczymy teraz z uzyciem rozkladu Boltzmanna, a nie rozkltadu mikrokanonicznego.

W zespole kanonicznym energia uktadu nie jest wiec ustalona dokladnie, lecz fluktuuje wokot
wartosci §redniej wyznaczonej przez temperature termostatu.

6.1 Energia, jej fluktuacje i energia swobodna Helmholtza

W zespole kanonicznym Srednia energia uktadu wynosi z definicji
1
=(E)= [ B(T TN)dUN = | E(Dy) e PPN gr
U=(E) / (I'n) pr1(I'n) dly Z(T,V,N)/ (I'n)e N
gdzie

() = Z(Tlvmeﬁmm, ZTV.N) = [P ary, =
Poniewaz 97
35 = —/E(FN)e—ﬁE(W dl'y,
to
10Z  0OlogZ

V=208~ op

Policzmy teraz fluktuacje energii:

(AB)?) = (B - (E)?) = (E?) — (B).
Poniewaz
_ [Ee PETNgry

F) =
(B) = BT ary

to rézniczkujac po 5, dostajemy

O(E) [ E2ePETN) dry (fEe—ﬁE<FN>dPN>2

98— [ePECN 4y [ e BETN) Ty
A wiec
ou
— = —((AE)?).
o5 = ~{(AE))
Stad

gdyz dla ukltadéw makroskopowych energia jest ekstensywna. Wobec tego wzgledne fluktuacje

energii zachowuja sie jak
VIBEP] VN _ 1
U N N’
W granicy termodynamicznej fluktuacje energii staja sie wiec zaniedbywalne: rozktad energii w
zespole kanonicznym jest bardzo silnie skupiony wokoét wartosci sredniej U. Dlatego w tej granicy
zespOt mikrokanoniczny i kanoniczny daja takie same wyniki dla wielko$ci makroskopowych.
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Skoro w granicy termodynamicznej zespét mikrokanoniczny i kanoniczny daja te same wyniki
dla wielkoSci makroskopowych, poréwnajmy teraz oba opisy bardziej bezposrednio.

W zespole mikrokanonicznym wszystkie dopuszczalne mikrostany realizujace makrostan réw-
nowagowy o energii U sa jednakowo prawdopodobne. Zgodnie z postulatem réwnych prawdopo-
dobienstw a priori prawdopodobienistwo pojedynczego takiego mikrostanu wynosi

1

Prnie = e
KT S(U,N,V)

gdzie (U, N, V') oznacza liczbe wszystkich dopuszczalnych mikrostanéw o energii U.
7 kolei w zespole kanonicznym prawdopodobienistwo mikrostanu o energii F; dane jest przez
rozktad Boltzmanna:

e—BE;
Pi=
Z(T,V,N)
Dla mikrostanu realizujacego energie U dostajemy wiec
Pl — -0
2TV N)

W granicy termodynamicznej rozktad kanoniczny jest bardzo silnie skupiony wokoét energii
sredniej U, a wiec oba opisy powinny przypisywacé te samg wage mikrostanom realizujacym te

energie. Otrzymujemy zatem
e U 1

Z(T,V,N)  X(U,N,V)

Korzystajac z definicji entropii Boltzmanna

S(U,V.N) = klog £(U, N, V'),

mozemy zapisac

S(U,N, V) = S OV:N/E

a wiec
P sy
Z(T,V,N) '
Po przeksztalceniu dostajemy
S(U,V,N
g 2(r, v, N) = 2V gy

k

czyli
—kTlogZ =U —-TS.

Widzimy wiec, ze w naturalny sposéb pojawia sie kombinacja
U-TS.
Oznaczamy ja przez F' i nazywamy energia swobodna Helmholtza:
F=U-TS.

Ostatecznie otrzymujemy
F=—kTlogZ.

Jest to rownanie podstawowe w reprezentacji energii swobodnej:

F = F(T,V,N).
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Policzmy teraz rézniczke F. Mamy
F=U-TS§S,

a wiec

dF =dU —-TdS — SdT.
Korzystajac z pierwszej zasady termodynamiki w postaci
dU =TdS —pdV + pdN,

otrzymujemy

dF = —-SdT — pdV + udN.
Stad odczytujemy:

e )
- or )y N’ b= oV )rn’ = \on TV

6.2 Gaz doskonaly w zespole kanonicznym

Policzmy energie swobodng gazu doskonaltego, korzystajac z rozktadu kanonicznego. Funkcja
partycji ma postaé

!p
Z(T,V,N) = N'th /exp< BZ ) @BNpdNr (6.12)
Poniewaz energia nie zalezy od potozen, catkowanie po wspoélrzednych daje po prostu czynnik
VN wiec
N
vy \PP 3
Z(T,V,N) = NN (/exp( o ’p| . (6.13)
Catka w nawiasie rozklada si¢ na iloczyn trzech jednowymiarowych catek Gaussowskich, z kto-
rych kazda jest rowna
00 2
D5 2mm
—B== ) dpy =/ ——. 14
/_OOeXp< 62m> Pa 5 (6.14)
Stad
p?\ 5 (27Tm)3/2
R By = == 1
/ eXP( 5 | 4P 5 , (6.15)
a wiec
VN 2mm )\ 3V/2
Z(T,V,N) = i (B) . (6.16)
Energia swobodna wynosi zatem
F(T,V,N) = —kTlog Z. (6.17)
Korzystajac ze wzoru Stirlinga,
log N!' ~ Nlog N — N, (6.18)
dostajemy
3N
F(T,V,N)=—kT |[NlogV — Nlog N + N —3N logh + - log(2mrmkT) | . (6.19)
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W granicy termodynamicznej wygodnie jest przejs¢ do energii swobodnej na czastke,

CRTVN) v
f(T,v) = lgg1 — V= (6.20)
Otrzymujemy wtedy
3 3
f(T,v) = —kT |logv+1—3logh + 3 log(2mmk) + 3 logT| . (6.21)

Mozemy teraz tatwo wyznaczyé¢ funkcje stanu. Na przyktad

p:_(af)T:’“T, (6.22)

ov v

czyli ponownie dostajemy réwnanie stanu gazu doskonatego:

pV = NET. (6.23)

7 Wielki zesp6l kanoniczny

, They’re piling in the back seat
They’re generating steam heat
Pulsating to the back beat
The blitzkrieg bop.”

— Ramones, Blitzkrieqg Bop

W poprzednim rozdziale rozwazaliémy uktad zanurzony w zbiorniku energii, czyli w ter-
mostacie. Teraz zrébmy krok dalej i zalézmy, ze nasz uktad moze wymieniaé z otoczeniem nie
tylko energie, ale réwniez czgstki. Takie otoczenie nazywamy czasem zbiornikiem energii
i czgstek. Jest to naturalny model na przykilad dla gazu znajdujacego sie za przepuszczalna
przegroda, przez ktorg moga przechodzi¢ zaréwno czastki, jak i cieplo.

s N

otoczenie
zbiornik energii i czastek

Ey> E1, Na > Ny
T = const, p = const

ukltad
E1, My

. J

Rysunek 10: Maly uktad zanurzony w duzym otoczeniu, ktére petni role zbiornika energii i cza-
stek. Uklad moze wymienia¢ z otoczeniem zaréwno energie, jak i czastki, natomiast temperatura
i potencjal chemiczny otoczenia pozostaja state.

Rozwazmy zatem maly uktad 1, ktéry pozostaje w kontakcie z bardzo duzym ukladem 2.
Calosé (1 + 2) traktujemy jako uklad izolowany o ustalonych wartosciach E, V i N, a wiec
opisujemy ja zespotem mikrokanonicznym:

1

oy -

O(E — Hy(TW) — Hy(T®)). (7.1)

67



Interesuje nas jednak nie pelny stan uktadu ztozonego, lecz prawdopodobienstwo danego mikro-
stanu matego uktadu 1, niezaleznie od tego, co dzieje si¢ w rezerwuarze. Trzeba wiec scatkowaé
po wszystkich stopniach swobody uktadu 2 oraz dopusci¢ mozliwosé, ze uklad 1 zawiera rézne
liczby czastek Nj:

1
p(TY) = /dF @M, 1®) = mwQ(E — Hi(TY), Va, N — Iy). (7.2)
Korzystajac ponownie z relacji miedzy gestoscia standéw a entropia,
wo(Ea, Va, Np) o ¢92(F2:VaN2) [k (7.3)
dostajemy
1
p1(TR) o exp[kSg(E—Hl(Fg\}z),VQ,N—Nl)}. (7.4)

Poniewaz uktad 1 jest maly, zar6wno jego energia, jak i liczba czastek stanowia tylko niewielka
poprawke do odpowiednich wielkosci rezerwuaru. Mozemy wiec rozwingé entropie So w szereg
Taylora:

ds ds
So(E — Hy,Va, N — Ny) = Sy(E, Vo, N) — ((ﬁ) Hy — (azé) M. (7.5)
VQ,N E,\V;

Teraz korzystamy z definicji temperatury i potencjalu chemicznego:

o5\ 1 oS\ u
<<9E>v,1v T (8N)E,V e (7.6)

Po wstawieniu tych zalezno$ci otrzymujemy

p1(Tn,) ocexp[=B(H(Tny, V) —puN1)],  B= T (7.7)
Po normalizacji dostajemy wielki rozklad kanoniczny:
1
I'n)==——— —pB(H(T —uN)|. .
Wielkosé -
E(T,V, ) = Z /G_B(H(Fva)_MN) dl N (7.9)

nazywamy wielka suma statystyczna. Jest ona odpowiednikiem sumy statystycznej Z (T, V, N)
z zespolu kanonicznego, tyle ze teraz dodatkowo sumujemy po wszystkich mozliwych liczbach

czastek.
Czesto wygodnie jest wprowadzi¢ aktywnosé
z= et (7.10)
Wtedy rozklad wielkokanoniczny mozna zapisaé jako
1 N_—BH('x,V)
p1I'N)==——=2"¢ NV 7.11
=5z 1y
a sama wielka suma statystyczna przyjmuje postac
o
E(T,V,p) = > zNZ(T,V,N), (7.12)
N=0
gdzie
Z(T,V,N) = /e—ﬁH(FMV) dl'y. (7.13)

Widzimy wiec, ze wielki zespét kanoniczny mozna traktowaé jako wazong sume zespotéw kano-
nicznych o réznych liczbach czastek.
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7.1 Wielki potencjal termodynamiczny

Analogicznie jak poprzednio mozna pokazaé, ze fluktuacje liczby czastek rosna jak v N, a wiec
wzgledne fluktuacje maleja jak
(L
(N) VN’

Oznacza to, ze w granicy termodynamicznej wszystkie trzy rozktady, mikrokanoniczny, kano-
niczny i wielki kanoniczny, prowadza do tych samych wynikéw dla wielkosci makroskopowych.

Poréwnujac kanoniczny i wielki kanoniczny dla typowych stanéw realizujacych wartoéci Sred-
nie, dostajemy

(7.14)

7 = = . (7.15)
Po skréceniu przez czynnik Boltzmannowski mamy
== Z MmN, (7.16)
Logarytmujac:
log Z + Bu(N) = log E. (7.17)
Po pomnozeniu stronami przez —kT dostajemy
F — u(N) = —kTlog=. (7.18)
W granicy termodynamicznej mozemy utozsamia¢ N z jego wartoscig srednia, a wiec
NT,V,u) =F(T,V,N) — uN = —kT log E. (7.19)

Ten nowy obiekt nazywaé¢ bedziemy wielkim potencjalem termodynamicznym.
Policzmy jego przyrost, zeby zobaczy¢, jak wyznaczaé z niego wielkosci termodynamiczne:

dQY=dF — udN — Ndu
=—pdV —SdI'+ pdN — pdN — Ndu (7.20)
= —pdV — SdT — N du.

Stad odpowiednie funkcje termodynamiczne mozna otrzymaé przez rézniczkowanie 2:

b= <§3)T7u, (7.21)
S—— (g%w’ (7.22)
o (N} = — (gﬁ)w. (7.23)

Za$ Srednig energie mozna policzy¢, analogicznie do zespolu kanonicznego, rézniczkujac
wielka sume statystyczng po 3:

OlogZ= i o
(5 )W— (E = juN) = (U - u(N)). (7.24)
Zatem
_ dlog=
U= ( o )W+ﬂ<N>. (7.25)
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7.2 Gaz doskonaly w wielkim zespole kanonicznym

Zastosujmy teraz ten formalizm do klasycznego gazu doskonalego. Dla ustalonej liczby czastek
N energia ma postac

N pg
H(Ty) = Z—;n (7.26)

a wiec kanoniczna suma statystyczna wynosi

Z(T,V,N) = / =B P/ 2m) 3N 3N, (7.27)

1
NIE3N

Calke po polozeniach liczymy natychmiast i dostajemy czynnik V¥V, za$ catka po pedach daje
standardowo

AN
2(T,V,N) = 1 <A3> , (7.28)
gdzie
h h?
_ - (7.29)
V2rmkT 2mrmkT
jest termiczna dlugoscia de Broglie’a.
Wobec tego wielka suma statystyczna przyjmuje postac
_ x 1 /2V\YN 2V
N=0
Stad natychmiast dostajemy wielki potencjat
_ 2V
QT,V,u) = —kTlogE = —kTF. (7.31)
Poniewaz ogolnie zachodzi
- (89) (7.32)
P==\ov)s, '
a w tym przypadku € jest proporcjonalne do V', otrzymujemy po prostu
Q=—pV. (7.33)
A zatem v
z
7 drugiej strony srednia liczba czastek wynosi
1 /0log= zV
S ( ) _ 2 7.35
&) B\ op Jry N (7.35)
Po polaczeniu obu wynikéw dostajemy zwykle rownanie stanu gazu doskonaltego:
pV = (N)kT. (7.36)

Widzimy wiec, ze wielki zesp6t kanoniczny nie zmienia samej fizyki gazu doskonalego, ale daje
bardzo wygodny formalizm wszedzie tam, gdzie liczba czastek nie jest z géry ustalona.
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7.3 Twierdzenie Eulera o funkcjach jednorodnych i co z niego wynika

Przyda nam sie teraz proste twierdzenie matematyczne dotyczace tzw. funkcji jednorodnych.
Moé6wimy, ze funkcja f(z1,...,xN) jest jednorodna stopnia n-tego, jesli dla dowolnego A
zachodzi
fQzy, ..., xn) = N"f(x1, ..., xN). (7.37)

Na przyklad funkcja 322 jest jednorodna stopnia drugiego, funkcja xy? + 23 stopnia trzeciego,
natomiast e™¥ — xy nie jest jednorodna w ogdle.
Twierdzenie Eulera méwi, ze dla funkcji jednorodnej stopnia n zachodzi

nf(xi,...,zN) :sza— (7.38)
=1 9T
Dowdd jest prosty. Rézniczkujemy definicje funkeji jednorodnej stronami po A:
d d
af()\ml,...,)\x]v):a[)\”f(:nl,...,x]v)]. (7.39)
Lewa strona daje, na mocy reguty tancuchowej,
N
of
> @ : (7.40)
i— 8()@1)
zas prawa
nANf(zy, . TN). (7.41)

Po podstawieniu A = 1 dostajemy teze.
Skorzystajmy teraz z tego twierdzenia, rozpatrujac entropie S(U,V, N). Entropia jest wiel-
koscia ekstensywna, a wiec po zwiekszeniu rozmiaréw uktadu A razy mamy

S(A\U, AV, AN) = AS(U, V, N). (7.42)

Oznacza to, ze S jest funkcja jednorodna stopnia pierwszego. Z twierdzenia Eulera dostajemy
wiec

oS 08 oS
S=U|—=— V== N | =— . 7.43
(aU)V,N+ (8V)U,N+ <3N>U,v (7:43)
Korzystajac z definicji temperatury, cisnienia i potencjalu chemicznego
oS 1
— == 7.44
<5U) vw T’ (7:44)
oS P
— == 7.45
(3‘/) von T’ (7.45)
S I
— =—= 7.46
(31\7 ) A% T’ (7:46)
mozemy powyzszy wzor przepisa¢ w postaci
1
S:T(U—i-pV—,uN). (7.47)

Teraz to wyrazenie na entropie¢ mozemy wykorzysta¢ do obliczenia innych potencjatéw ter-
modynamicznych. Dla energii swobodnej Helmholtza dostajemy

F=U-TS=U-U+pV —uN)=—pV + puN. (7.48)
Natomiast dla wielkiego potencjatu termodynamicznego
Q=F—uN =—pV. (7.49)

Widzimy wiec, ze wielki potencjal termodynamiczny ma wyjatkowo prosta postac.
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8 O kurach i grzedach: interpretacja pracy i ciepla w jezyku

stanoéw energetycznych

»Poniewaz kury lubig nocowaé wysoko, przybija sie wiec wewngtrz kurnika w
rownej wysokosci ponad podiogg grzedy czyli banty; grzedy powinny bycé zro-
bione z tat 6-7 cm. szerokich, o brzegach gérnych zaokrgglonych i znajdowac
ste od stebie w odlegtosci 50 cm., umieszczone na statych stupkach 50, naj-

wyzej 65 cm. wysokich, tak, aby latwo daly sie z nich zdjgc.

— Jozef Zagaja, Hodowla Kur (1909)

Rozwazmy uklad o poziomach energii ¢; oraz prawdopodobienistwach obsadzenia p;. Energia

wewnetrzna ukladu ma postaé

U= Zfipi.

Rézniczkujac, dostajemy

dU = Zpi de; + Z«Si dp;.
i i
Drugi czton w tej sumie mozemy powigzaé ze zmiana entropii

S = —/{:Zpilnpi.

Jej rézniczka wynosi

dS =~k dpilnp; — kY _ pid(Inp).

Poniewaz

sz‘zl, ZdPiZU,

drugi sktadnik znika i zostaje
dsS =—k Z dp; In p;.
i
Zalézmy teraz, ze uklad ma rozklad kanoniczny

e_ﬁai

. = Z: 758'2 = —.
Di 7 zz:e ) B LT

Wéwcezas
Inp; = —fe; — In Z.

Po podstawieniu do (8.6) otrzymujemy

dS = -k dpi(—Be; —InZ) =B eidpi+k(In2)>_ dp;.
Poniewaz >, dp; = 0, drugi sktadnik znika, wiec

1
dsS = fzi:é‘idpi.

Widzimy wiec, ze drugi czlon w rozkladzie (8.2) jest zwiazany z przyrostem entropii.

Rozwazmy teraz dwa szczegdlne przypadki
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Rysunek 11: Obsadzenia pozioméw energetycznych w uktadzie przypominaja rozktad kur na
grzedach w kurniku.

1. Przekaz ciepla Najpierw wyobrazmy sobie, ze uklad znajduje si¢ w kontakcie cieplnym
z drugim cialem o innej temperaturze. Wtedy energie poziomoéw sie nie zmieniaja: de; = 0,
natomiast zmieniaja sie prawdopodobieristwa ich obsadzenia. Z rozkladu (8.2) dostajemy wtedy

dQ =dU = e dp;, (8.11)

z czym, na podstawie (8.10) wiaze sie przyrost entropii

_deQ

de
5=

(8.12)

gdzie indeks e oznacza, ze zmiana entropii jest w tym przypadku zwiazana z przekazem energii
Z 7zewnatrz.

|
> _u W
I
\,\M: )
'i W W

Rysunek 12: Przekaz ciepla - poziomy nie zmieniajg sie, a obsadzenia - tak

2. Powolna zmiana parametru zewnetrznego Teraz wyobrazmy sobie sytuacje, w ktorej
uklad jest izolowany cieplnie, ale - przy pomocy sit zewnetrznych - bardzo powoli z,ieniamy
w nim poziomy energetyczne. Jako przyklad moze tu postuzy¢ czastka w nieskonczonej studni

kwantowej, w ktérej poziomy energetyczne wynosza
h2m2n?
- 8.13
" 2mL? (8.13)

Rozciagajac studnie, zwigkszamy L, co wplynie na zmniejszenie .
Jezeli bedziemy to robic bardzo wolno, to bedzie mozna zastosowaé tzw. Twierdzenie adia-
batyczne z mechaniki kwantowej:
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Twierdzenie adiabatyczne. Jezeli hamiltonian H(A(t)) zalezy od parametru A(f) zmienia-
nego dostatecznie wolno, a uktad poczatkowo znajduje sie w nienaznaczonym degeneracja stanie
wlasnym odseparowanym przerwg energetyczng od reszty widma, to podczas ewolucji uktad po-
zostaje w odpowiadajacym mu chwilowym stanie wtasnym, z doktadnoscia do fazy dynamicznej
i geometrycznej.

Oznacza to, ze przy dostatecznie powolnej zmianie parametru zewnetrznego nie dochodzi do
przejs¢ miedzy poziomami, a wiec
dpi =0. (8.14)

Energia takieog uktadu zmienia sie, ale nie na skutek przpetywu ciepla, ale poprzez wykonanie

pracy
dU =dW = pide;. (8.15)

bez zmiany entropii

ds =0 (8.16)

t ____ws w1

t_SEw W W ¢
t U5 @ W ¢

Rysunek 13: Kazdy hodowca wie: przy powolnym podnoszeniu grzed, kury na nich zostana.

8.1 Nagla zmiana parametru zewnetrznego

Rozwazmy teraz sytuacje przeciwna: parametr zewnetrzny zmieniamy nagle. Nasze kury moga

y>Y ¢ |
y¥ ¢
L4

Rysunek 14: Zbyt szybko podniesione grzedy skutkuja spadaniem znajdujacych si¢ na nich kur.

>

>

Wtedy twierdzenie adiabatyczne nie obowigzuje i pojawiaja sie przejscia miedzy nowymi
chwilowymi stanami wlasnymi. Oznacza to, ze po naglej zmianie

dp; # 0. (8.17)
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W konsekwencji oprocz cztonu pracowego
> pide; (8.18)
i

pojawi sie takze dodatkowy wktad

> eidpi, (8.19)

nawet jeéli uktad jest izolowany.

Pokazmy to na przykladzie jednowymiarowego pudta o dtugoéci L. Przy malej zmianie dltu-
gosci
Oey,
oL
Niech teraz dtugo$é¢ pudta zwiekszy sie nagle. W chwili skoku stan uktadu nie zdazy sie¢ zmienié,
zmienia sie tylko hamiltonian. Wartos¢ érednia energii pozostaje taka sama jak przed rozszerze-
niem, tak ze dU = 0. Wstawiajac to do rozkladu (8.2), dostajemy

dep = “"dL <0 (dladL > 0) = —2%" dL. (8.20)

D endpn == pnden = 2% > pnen = 2U% >0 (8.21)

Jest to dodatni wklad “cieplny” wywotany nieadiabatycznoscia procesu. Nie wiaze si¢ on jednak z
transportem ciepta z otoczeniem. Rudolf Clausius nazwat ten czton cieplem nieskompensowanym
(uncompensated heat) - nie jest ono zwiazane z przepltywem energii przez granice ukladu, lecz
z nieodwracalnym procesem zachodzacym w samym uktadzie. Jezeli temperatura ukladu jest
dobrze okreslona, to - zgodnie z relacja (8.10) - wielko$¢ ta wiaze si¢ z wewnetrzna produkcja
entropii

2UdL

dS; = endp, = 77 >0 (8.22)

W przyktadzie jednowymiarowego pudia widzimy to bezposrednio. Za chwile pokazemy, ze ten
sam wniosek wynika takze ogélnie z rachunku zaburzen dla matego naglego skoku parametru.

8.2 Maly nagly skok parametru: ujecie perturbacyjne

Rozwazmy teraz ogdlny hamiltonian zalezny od parametru zewnetrznego A. Niech
H(N)|n) = en|n). (8.23)
Zakladamy, ze widmo jest niezdegenrowane oraz ze parametr ulega matej nagtej zmianie
A= A+d) (8.24)

wiec
OH
HA+d\)=H\) +d\V +0(d\?), V= e (8.25)
Stan uktadu w chwili skoku nie zdazy si¢ zmieni¢, zmienia si¢ natomiast baza wlasna hamilto-
nianu. Nowe stany wlasne oznaczamy przez |n'), a odpowiadajace im energie przez e/,.
7 rachunku zaburzen dla stanéw wlasnych otrzymujemy
k|V
In'y = |n) + d\ Z M k) + O(d\?). (8.26)
ktn En — Ek

Mnozac teraz (8.26) z lewej przez (m/|, dostajemy dla m # n

(i) = a2V
€n — Em

O(dr?). (8.27)
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Z drugiej strony, z ortogonalnosci stanéw (m’|n') = 0 dla m # n wynika

0= (m/|n') = (m + dm|n + on) = (m'In) + (m|n) (8.28)
co daje
(m/|n) = —(m|n’) + O(d\?). (8.29)
Prawdopodobienstwo przejscia ze starego poziomu n na nowy poziom m wynosi zatem
1% 2
P = |(m'|n) ]2 = dX? M = Pyn,  m#n. (8.30)
(en —&m)
oraz N
m#n
Nowe obsadzenia poziomdéw sa réwne
p;n = <m/|p|ml> = ZPmnpna (8.32)
n
a wiec
dpm = p;n —Pm = Z Pmn<pn - pm)a (833)
n

gdzie skorzystaliSmy z warunku

Y Pon =) [n)[? =) (m/|n) (n|m’) = (m'|m) =1 (8.34)

n

co wynika z zupelnosci bazy stanéw wtasnych.
Czton cieplny przepisaé zatem mozemy jako

- 1
Z Em dpm = Z Ponem (pn - pm) = 5 Z (Pmngm(pn - pm) + angn(pm - pn))

mn
1
= 5 Z Pmn(gm - En)(pn - pm) (835)
mn
gdzie skorzystaliSmy z symetrii P, = P,,. Poniewaz prawdopodobienstwa obsadzen malejg z

energia, dla kazdych dwéch pozioméw zachodzi (g, — €,)(Pn — Pm) > 0. Kazdy skladnik sumy
(8.35) jest wiec nieujemny, a zatem

0Qniesk = ng dpm > 0. (8.36)

Nierownosé jest ostra, jezeli rzeczywidcie wystepuja niezerowe przejscia miedzy poziomami o
réznych obsadzeniach. Widzimy wiec, ze dla matego naglego skoku parametru drugi czton w roz-
ktadzie energii znéw dostaliémy dodatnie ciepto nieskompensowane. Jezeli temperatura uktadu
jest dobrze okreslona, to dodatniemu cieptu nieskompensowanemu odpowiada dodatnia produk-
cja entropii wewnetrzne;j:

1
dS; = = ;sm dpm > 0. (8.37)

Dodatnio$¢ wewnetrznej produkceji entropii jest manifestacja drugiej zasady termodynamiki
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9 Druga zasada termodynamiki

, Kipple is useless objects, like junk mail or match folders after you use the
last match or gum wrappers or yesterday’s homeopape. When nobody’s aro-
und, kipple reproduces itself. For instance, if you go to bed leaving any kipple
around your apartment, when you wake up the next morning there’s twice as
much of it. It always gets more and more

— Philip K. Dick, Do Androids Dream of Electric Sheep?

Pierwsza zasada termodynamiki mowi, ze energia jest zachowana, ale sama nie rozstrzyga,
w ktoéra strone moga zachodzi¢ procesy. Nie zabrania ona na przykltad samorzutnego przepltywu
ciepta od ciala zimniejszego do cieplejszego ani samoczynnego sprezenia gazu. Dopiero druga
zasada wprowadza rozréznienie miedzy przemianami mozliwymi samorzutnie a takimi, ktére
moga zajs¢ jedynie pod wplywem dzialania zewnetrznego.

Najzwiezlej mozna ja sformulowaé dla uktadu izolowanego:

Entropia uktadu izolowanego nigdy nie maleje, dS > 0. Réwnos¢ zachodzi w procesach
odwracalnych, natomiast dla proceséw spontanicznych dS > 0.

Jest to najbardziej podstawowa postaé¢ drugiej zasady. W bardziej ogdlnej sytuacji, gdy uktad
moze wymieniaé ciepto z otoczeniem, wygodnie jest rozdzieli¢ catkowita zmiane entropii na czes$¢
zwiazang z wymiang zewnetrzng oraz czes¢ produkowana wewnetrznie:

dS = dSe + dS;. (9.1)
Wéwcezas P
ds, = %Xt, ds; > 0, (9.2)
a wiec druga zasada przyjmuje postac
dQext
ds > . .
§>— (9.3)

Nalezy jednak pamieta¢, ze entropia samego uktadu nie musi zawsze rosnaé¢. W procesach
wymuszanych zewnetrznie moze ona maleé, ale tylko kosztem zmian w otoczeniu: wykonania
pracy, odplywu ciepta itd.

10 Termodynamiczny taniec

»See how eagerly the lobsters and the turtles all advance!
They are waiting on the shingle—uwill you come and join the dance?
Will you, won’t you, will you, won’t you, will you join the dance?
Will you, won’t you, will you, won’t you, won’t you join the dance?
— Lewis Carroll, Lobster Quadrille

Zauwazylidmy zapewne, ze w termodynamice pojawia sie cala rodzina potencjatéw: energia
wewnetrzna, entalpia, energia swobodna, funkcja Gibbsa, wielki potencjal termodynamiczny.
Skad bierze sie ten pozorny nadmiar?

Odpowiedz jest prosta: rézne potencjaly sa wygodne w réznych warunkach zewnetrznych.
Kazdy z nich ma swoje naturalne zmienne, czyli takie, wzgledem ktérych jego rézniczka ma
najprostsza postac.

Zacznijmy od energii wewnetrzne;j:

dU =TdS — pdV + pndN. (10.1)
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Widzimy wiec, ze naturalnymi zmiennymi funkcji U sg .S, V' i N:
U=U(S,V,N). (10.2)

Zalézmy teraz, ze chcemy przejsé do opisu, w ktérym zamiast entropii S wygodniej jest
postugiwaé sie temperatura T'. Tak dzieje sie na przyktad przy kontakcie z termostatem, gdzie
to temperatura jest wielkoécia ustalong z zewnatrz. Definiujemy wtedy energie swobodna Helm-
holtza

F=U-TS. (10.3)

Jej rézniczka wynosi
dFF =dU —TdS — SdT' =TdS —pdV +pudN —TdS — SdI'=—-SdT" —pdV + pdN. (10.4)
A zatem
F=F(T,V,N). (10.5)

Widzimy wyraznie, ze w przejsciu od U do F zmienna S zostala zastapiona przez T.
Podobnie jest z entalpia, ktéra pojawia sie naturalnie wtedy, gdy wygodniej jest pracowad
przy statym cisnieniu. Definiujemy
H=U-+pV, (10.6)

skad
dH = dU +pdV +Vdp=TdS — pdV + pdN + pdV + Vdp=TdS + Vdp+ pdN. (10.7)

Zatem
H=H(S,p,N). (10.8)

Tym razem zamieniliSmy zmienng V' na jej sprzezone cidnienie p.
W termodynamice pojawiajg sie wiec pary wielkosci sprzezonych:

(Ta S)> (_p> V)v (:UJ, N)> (10'9)

a ogblnie mozna pisa¢ symbolicznie

(X, z), (10.10)

gdzie x jest zmienna ekstensywna, a X odpowiadajaca jej zmienna intensywna.
Jesli chcemy przejéé od opisu w zmiennej x do opisu w zmiennej X, wykonujemy transfor-
macje Legendre’a. Jezeli dla pewnego potencjatu P; mamy

dP = ...+ X dz, (10.11)
to definiujemy nowy potencjal
Pl =P — Xuz. (10.12)
Wtedy
dP| =dP, — Xdx —xdX = ... —zdX, (10.13)

czyli w nowym potencjale zmienna z zostala zastapiona przez X. W szczegdlnosci

T =— (g];}/). (10.14)

Pobawmy si¢ teraz tym mechanizmem dla standardowych potencjaléw termodynamicznych.

Zaczynamy od energii wewnetrznej:

U=U(S,V,N), dU=TdS—pdV + udN. (10.15)
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Po transformacji wzgledem V otrzymujemy entalpie:
H=Ul-p|=U+pV, (10.16)

H=H(S,p,N), dH=TdS+Vdp+ pudN. (10.17)

Po transformacji wzgledem S otrzymujemy energie swobodng Helmholtza:
F=U[T|=U-TS, (10.18)

F=F(T,V,N), dF = -5dI' —pdV + pdN. (10.19)
Po transformacji wzgledem S i V' dostajemy funkcje Gibbsa:

G=U[T,—p|=U—-TS + pV, (10.20)

G =G(T,p,N), dG=—-SdT +Vdp+ udN. (10.21)

Wreszcie, transformujac wzgledem S i NV, otrzymujemy wielki potencjat termodynamiczny:
Q=U[T,u)=U—-TS — uN. (10.22)
Dla uktadu jednorodnego mamy dodatkowo
Q0 =—pV, (10.23)
a jego rézniczka wynosi
Q=QT,V,u), dQ=—-SdT —pdV — Ndpu. (10.24)

Mozemy teraz zadaé¢ pytanie na czujnosé: co sie stanie, jesli wykonamy transformacje Legen-
dre’a wzgledem wszystkich zmiennych ekstensywnych i zdefiniujemy

SUP = U[T, —p, ] =U — TS + pV — uN? (10.25)

Dla uktadu jednorodnego odpowiedz brzmi:

SUP = 0. (10.26)
Wynika to bezpoérednio z relacji Eulera,
U=TS—-pV + uN, (10.27)
lub réwnowaznie )
S = T(UerV—,uN). (10.28)
Skoro SUP = 0, to réwniez
dSUP =0, (10.29)
a wiec
0=-SdI'+Vdp— Ndpu. (10.30)

Ten bardzo wazny zwigzek nazywamy relacjg Gibbsa-Duhema.
Kontynuujmy nasz taniec. Wszystkie wypisane wyzej rézniczki sa formami zupelnymi. Dla
kazdej formy

df = Aiday + Asdag + ... (1031)
mamy
of
A; = . 10.32
! 8ai ( 03 )
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7 roéwnosci pochodnych mieszanych wynika wiec

0A; 0A4;
= ) 10.33
8aj Oai ( )
Relacje otrzymywane w ten sposob nazywamy tozsamosciami Maxwella.
Na przyklad z
dF = -5dT — pdV (10.34)
otrzymujemy
oS Op
— | == . 10.35
<8V ) T <3T> v ( )

Jest to przyklad relacji wiazacej pochodne dotyczace réznych par wielkosci sprzezonych.
W zapamietywaniu tych zaleznosci bardzo pomocny bywa tzw. kétko Borna.

Peak

Ko6lko Borna to patent mnemotechniczny, wymyslony przez Borna, ktéra pozwala orientowaé
sie w gestwie potencjaléw termodynamicznych, szybko odtworzy¢ ich naturalne zmienne oraz
znaki w ich rézniczkach.

Na obwodzie kola umieszczamy cztery zmienne termodynamiczne: u goéry S (jak stonce),
na dole T (trees), po lewej p (peak) i po prawej V (valley). Te pary polaczone sa strzatkami
- stonice $wieci na drzewa, wiec strzalka biegnie od S do 1. Woda ptynie ze szczytu do doliny,
wiec strzatka biegnie od p do V.

Na obwodzie wpisujemy nastepnie, zgodnie z ruchem wskazowek zegara, alfabetycznie poten-
cjaly termodynamiczne

E F G, H. (10.36)
Kazdy z tych potencjalow zalezy od dwdch zmiennych lezacych po jego obu stronach, a wiec
E=E(SV), F=F(T,V), G =G(T,p), H=H(S,p). (10.37)

Rysunek pozwala tez natychmiast odczytaé¢ rézniczki potencjatéw. Regula jest nastepujaca:
przy danej zmiennej stoi wielkosé lezaca naprzeciw niej na tej samej Srednicy, a znak zalezy od
kierunku strzatki. Przejscie zgodnie ze strzalka daje znak plus, a przejécie przeciwnie do strzatki
znak minus: przy dS stoi +71', przy dI’ stoi —S, przy dp stoi +V, a przy dV stoi —p.

dS < +T, dT < —S, dpe+V,  dV < —p. (10.38)
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W rezultacie dostajemy od razu cztery podstawowe rézniczki:

dE =T dS — pdV, (10.39)
dF = —SdT — pdV, (10.40)
dG = —SdT +V dp, (10.41)
dH =T dS +V dp. (10.42)

To samo kotko mozna réwniez traktowaé jako skrotowy zapis transformacji Legendre’a:
F=FE-TS, H=FE+pV, G=E-TS+pV. (10.43)

7 tego samego rysunku wygodnie odczytuje sie takze tozsamosci Maxwella.

Dla wybranego potencjatu rysujemy dwa tuki konczace sie na jego ¢wiartce. Kazdy taki tuk
odczytujemy wedlug reguty

A—-B—C = <6A> . (10.44)
0B/
Innymi stowy: zmienna, od ktérej startujemy, trafia do licznika; zmienna mijana po drodze trafia
do mianownika; a zmienna, przy ktorej konczymy, jest utrzymywana na stalym poziomie.
Pozostaje jeszcze znak. Odczytujemy go patrzac na strzatki przy koncach tuku. Jesli na obu
koncach strzatki maja ten sam zwrot, to znak jest dodatni, a dla odwrotnie skierowanych strzatek
- ujmeny.
Na przyklad dla funkcji Helmholtza F' tuki narysowane na rysunku sa nastepujace:

a8
S—=V =T = — 10.45
SV (57). (10.45)
oraz
p—=T—=V = (8]3) (10.46)
ar ), :
W tym przypadku oba konice éwiartki zwigzanej z F maja ten sam zwrot, stad znak dodatni:
oS Op
— ] == . 10.47
(3‘/ ) T (3T> v ( )
Dla funkcji Gibbsa G analogiczne dostajemy
oS oV
— ] === 10.48
( ap ) T ( aT ) p ’ ( )
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bo tym razem odpowiednie strzalki (przy G) maja przeciwne znaki
W ten sam sposéb odczytujemy caly komplet relacji Maxwella:

(). (3),
(%), (),
(=), (),
), (),

11 Prawa ekstremalne, czyli do czego przydaja sie potencjaly

, Porownaj to z resztq,
wybterz wartosé najwiekszq”
— Kult, Czarne Stornica

Prawo wzrostu entropii sformutowaliSmy dla ukladu izolowanego, a wiec przy ustalonych
wartosciach energii, objetosci i liczby czastek. W praktyce czesto interesuja nas jednak uklady
pozostajace w kontakcie z otoczeniem: z termostatem, barostatem albo rezerwuarem czastek.
Wtedy wygodniej jest postugiwaé sie nie sama entropia, lecz odpowiednim potencjalem termo-
dynamicznym.

Kontakt z termostatem: minimum energii swobodnej Helmholtza

Rozwazmy uklad znajdujacy sie poczatkowo w stanie réwnowagi, ale utrzymywany przez pewne
wiezy. Nastepnie wiezy te usuwamy i pytamy, w jakim kierunku uklad bedzie dalej ewoluowal,
jesli pozostaje on w kontakcie cieplnym z termostatem o ustalonej temperaturze T'. Zaktadamy
przy tym, ze objetosé i liczba czastek uktadu nie zmieniaja sie. Po usunieciu wiezéw zachodzi wiec
proces spontaniczny, a to wlasnie dla takich proceséw druga zasada termodynamiki w przypadku
ukladdéw izolowanych méwi o wzroscie entropii.

Uklad wraz z termostatem tworza duzy uklad izolowany, zatem dla tego spontanicznego
procesu mamy

ASy; 4+ AS > 0. (11.1)

Poniewaz termostat przez caly czas pozostaje w stanie réwnowagi o temperaturze 7', mamy
T ASy, = AUy (11.2)

7 zachowania caltkowitej energii wynika za$

AUy + AU = 0. (11.3)
Po podstawieniu dostajemy
AU
ASOt + AS — —T + AS Z 0, (114)
co po wymnozeniu przez —1' daje
AU —TAS <0. (11.5)
A wiegc
AF <0. (11.6)

Oznacza to, ze w procesach spontanicznych zachodzacych przy ustalonych T, V' i N energia
swobodna Helmholtza nie rosnie. W stanie rownowagi osigga ona minimum.
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Kontakt z termostatem i barostatem: minimum funkcji Gibbsa

Rozwazmy teraz proces spontaniczny zachodzacy przy ustalonych 7', p i N. Dla otoczenia mamy

wtedy
AUOt = TASOt —pA‘/Ot, (117)
wiec
1
ASOt = ? (AUOt +pA‘/0t) . (118)
Poniewaz catkowita energia i catkowita objetos¢ uktadu wraz otoczeniem sg state,
AUy + AU =0, AV + AV =0, (11.9)
to 1
ASy = f(—AU—pAV). (11.10)

Wstawiajac to prawa wzorstu entropii otrzymujemy

AG =AU —-TAS+pAV <0. (11.11)
Oznacza to, ze przy ustalonych T, p i N funkcja Gibbsa nie roénie i w stanie réwnowagi osiaga
minimum.
Kontakt z termostatem i rezerwuarem czastek: minimum wielkiego potencjatu

Analogicznie mozna potraktowaé uklad pozostajacy w kontakcie cieplnym i materialowym z
otoczeniem przy ustalonych T, V' i u. Dla rezerwuaru, ktérego objetosé sie nie zmienia, mamy

AUot == TASOt + ,U,ANOt. (1112)

Korzystajac ze stalodci caltkowitej energia i liczby czastek dostaniemy

AU — pn AN

ASet = — T (11.13)
co po skorzystaniu z prawa wzrostu entropii da nam
AQ=AU-TAS — AN <0. (11.14)

A zatem przy ustalonych T, V' i p wielki potencjal termodynamiczny réwniez przyjmuje mini-
mum w stanie réwnowagi.

Widzimy ogblng regute: potencjatl termodynamiczny osiagga minimum w stanie rownowagi
wtedy, gdy utrzymujemy stale jego naturalne zmienne. Dla najwazniejszych potencjatow otrzy-
mujemy:

o entropia S osigga maksimum przy zadanych U, V i N,

o entalpia H osiagga minimum przy zadanych S, pi N,

e energia swobodna Helmholtza F' osiaga minimum przy zadanych 7', V' i N,
o funkcja Gibbsa G osiaga minimum przy zadanych 7', p i N,

o wielki potencjal termodynamiczny €2 osiaga minimum przy zadanych T', V' i p.
To wtasnie dlatego potencjaly sa tak uzyteczne: nie sa barokowymi ozdobnikami termody-
namiki, lecz narzedziem do rozpoznawania, w jakg strone spontanicznie ewoluuje uktad i jaki

warunek musi spetniaé¢ stan réwnowagi. Jak niebawem zobaczymy, przydaja sie tez do okreslenia,
jaka prace mozna otrzymac z uktadu w réznych warunkach fizycznych.
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Maksimum entropii a minimum energii wewnetrznej

Uwazny czytelnik zauwazyt by¢ moze, ze w gronie potencjaléw wymienionych w powyzszej ramce
zabraklo energii wewnetrznej. Dowodzi si¢ jej nieco inaczej, niz w przypadku innych potencjatéw,
wyprowadzajac ja bezposrednio z zasady maksimum dla entropii uktadu izolowanego. Zatézmy,
ze w ukladzie izolowanym stan réwnowagi opisuje pewien parametr X. Moze to byé¢ polozenie
ruchomej przegrody, stopien wymieszania albo inna zmienna wewnetrzna opisujaca dopuszczalne
stany uktadu. Skoro w rownowadze entropia ma maksimum przy ustalonych U, V i N, to

oS %8
<<9X)U =0, (aX2>U <0. (11.15)

(dla przejrzystosci pomijamy w zapisie V' i N). Chcemy teraz opisa¢ ten sam punkt réwnowagi
funkcja odwrotna
U=U(S,X), (11.16)

czyli zapytaé, jak zmienia sie energia, gdy poruszamy sie po powierzchni stalej entropii.

Dla trzech powigzanych zmiennych x, y, z zachodzi tozsamos¢ cykliczna

2.2, 68). -

Oto krétki dowdd. Niech z = z(z,y). Wtedy

0z 0z
dz = (%)yd:c - (&y)xdy’ (11.18)

Na krzywej z = const mamy dz = 0, zatem

(‘5’1‘/>Z __ (%)y (11.19)

ox

co daje teze.
Znak minus w (11.17) jest wazny: pojawia si¢ dlatego, ze poruszajac si¢ po krzywej z = const
zwigkszenie jednej zmiennej musi by¢ kompensowane zmiang drugiej.

Zastosujmy teraz te tozsamosé do trojki zmiennych X, U, S:

<6U)S _ _(g*;)q (11.20)

X 05
0X (W>X
W punkcie rownowagi licznik znika, bo entropia ma tam ekstremum przy staltym U:
oS
— | =0. 11.21
(3X ) U ( )
Stad natychmiast
ou
— | =0. 11.22
<3X ) s ( )

Energia wewnetrzna ma wiec w tym samym punkcie ekstremum przy statym S. Pozostaje ustalié,
czy jest to maksimum, czy minimum.
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Najprosciej to zobaczy¢ analizujac réwnanie definiujace powierzchnie stalej entropii:
S(U(S,X),X)=2=5. (11.23)
Rézniczkujac je po X przy stalym S, dostajemy
oS ou oS
0=|—== — — | . 11.24
(o), (5x),+ (5x), .

Rézniczkujemy jeszcze raz po X przy stalym S. W punkcie réwnowagi (0U/0X)g = 0, wiec
wszystkie wyrazy zawierajace ten czynnik znikaja i zostaje

oS 0%U %S
0= (aU)X (aXQ>S + <8X2>U. (11.25)

A zatem, w punkcie réwnowagi,

(20) _ (58, 1
S

2 a8
X (W)X
Teraz uzywamy definicji temperatury:
oS 1
— ] ==>0. 11.27
(0) =7 )
Poniewaz entropia ma w stanie rownowagi maksimum,
9?8
0 11.28
U
dostajemy
0?U
— . 11.2
( e > . >0 (11.29)

Widzimy zatem, ze warunek maksimum entropii przy ustalonych U, V i N jest rownowazny
warunkowi minimum energii wewnetrznej przy ustalonych S, Vi N.

Dla ukladu izolowanego maksymalizowana jest entropia. Gdy czes¢ zmiennych kontroluje
otoczenie, wygodniej przej$¢ do odpowiedniego potencjalu termodynamicznego. W stanie
réwnowagi potencjatl ten przyjmuje minimum przy ustalonych swoich naturalnych zmiennych.

12 Praca minimalna i maksymalna

»Kapital to praca umarta, ktora jok wampir ozywa tylko wtedy,
gdy wysysa Zywqg prace, i tym wiecej ma zycia, im wiecej jej
wyssie.”

— Karol Marks, Kapital

Termodynamika wyrosta ze stawiania praktycznych pytania: ile pracy mozna wydoby¢ z
ukladu fizycznego? Pierwotnie chodzilto o silniki cieplne i maszyny parowe, ale samo pytanie jest
znacznie ogolniejsze. Jezeli uktad przechodzi ze stanu poczatkowego do koncowego, to chcieliby-
Smy wiedzieé¢, jaka jest najwigksza praca uzyteczna, ktéra mozna z niego uzyskaé. Réwnowaznie,
jesli to my chcemy wymusi¢ dang przemiane, mozemy zapytaé, jaka jest najmniejsza praca, ktora
musimy w tym celu wykonac.
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otoczenie

uklad

. J

Rysunek 15: Uktad zanurzony w otoczeniu moze wykonywaé prace uzyteczna, na przyktad pod-
noszac ciezarek.

Rozwazmy uklad w kontakcie z otoczeniem, scharakteryzowanym przez stale wielkosci in-
tensywne Ty, Pot, ftot- Calosé, to znaczy badany uklad oraz otoczenie traktujemy jako uktad
adiabatycznie izolowany. Z tej calosci mozna jednak wyprowadzi¢ prace uzyteczng W, na przy-
ktad podnoszac ciezarek albo tadujac akumulator. Nie wliczamy so niej pracy objetoSciowej
przeciw ciSnieniu otoczenia, poniewaz ta jest juz uwzgledniona przez kontakt z rezerwuarem o
ci$nieniu pot. Zauwazmy, ze zgodnie z przyjeta przez nas wezesniej konwencja, W (czyli praca
wykonana nad ukladem) jest dana przez W = —W. Bilans energii dla uktadu i otoczenia ma
postaé

AUy + AU = —W. (12.1)

Jezeli W > 0, energia ukladu i otoczenia maleje, bo cze$é energii zostala wyprowadzona na
zewnatrz jako praca uzyteczna. Dla zmiennych ekstensywnych mamy

AVy + AV =0, ANy, + AN = 0. (12.2)
Calo$¢ jest izolowana cieplnie, wiec z drugiej zasady termodynamiki wynika
ASy +AS > 0. (12.3)

Poniewaz otoczenie pozostaje caly czas w stanie rownowagi, jego energia wewnetrzna zmienia
sie zgodnie z rownaniem fundamentalnym

A(]ot = TotA‘S’ot - potA‘/ot + ﬂotANot- (124)
Po podstawieniu (12.4) do (12.1) oraz skorzystaniu z (12.2) oraz drugiej zasady dostajemy
W = —AU — TOtASOt — pOtAV =+ /,LOtAN S —AU + TotAS — pOtAV + MOtAN- (125)

Jest to ograniczenie z gbry na prace uzyteczna, ktéra mozna wydoby¢ z uktadu. Maksymalna
praca jest osiagana wtedy i tylko wtedy, gdy calkowita produkcja entropii znika, czyli gdy
ASy + AS =0, co odpowiada procesowi odwracalnemu

Ten sam wynik mozna odczytaé¢ od drugiej strony. Jedli pytamy nie o to, ile pracy da sie
uzyskaé, lecz ile trzeba wlozyé, aby wymusi¢ pewna przemiane (np. sprezanie gazu), mamy
problem pracy minimalnej, czyli: Jak robié, zeby sie nie narobi¢? Poniewaz W = —W, z (12.5)
wynika

W > AU — Tt AS + pot AV — uot AN. (12.6)

Minimalna praca takze odpowiada procesowi odwracalnemu.
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W procesie odwracalnym osiagamy zaréwno maksimum pracy wydobytej z ukladu, jak i
minimum pracy nad nim wykonanej

Ogdlne nier6wnosei (12.5) i (12.6) zawieraja w sobie najwazniejsze przypadki spotykane w
termodynamice. W zaleznosci od tego, jakie parametry sa ustalone przez otoczenie, prawa strona
nierownosci przyjmuje posta¢ zmiany jednego ze znanych potencjatéw termodynamicznych. Dla
standéw poczatkowego i koncowego pozostajacych w réownowadze z odpowiednim rezerwuarem
otrzymujemy:

warunki potencjat Winin | Wmax
T,V,N F=U-TS AF | —AF
T,p,N | G=U-TS+pV | AG | —-AG
T Vip | Q=U-TS—uN | AQ | —AQ

W szczegdlnym przypadku procesu adiabatycznego odwracalnego przy statych V i N mamy
AS = AV = AN =0, wiec z (12.6)
W = AU. (12.7)

13 Wypuklosé i wklestosé potencjaléw termodynamicznych

, There ain’t no mountain high enough
Ain’t no valley low enough
Ain’t no river wide enough
To keep me from getting to you.”
— Marvin Gaye & Tammi Terrell,

Ain’t No Mountain High Enough

Warunki stabilnosci réwnowagi przekladaja sie bezposrednio na geometrie funkcji stanu:
entropia S(U,V, N) jest wklesta wzgledem swoich naturalnych zmiennych, natomiast energia
U(S,V,N) jest wzgledem nich wypukla. Potencjaly otrzymane z U przez transformacje Legen-
dre’a sa, w obszarze stabilnosci, wypukle wzgledem swoich naturalnych zmiennych ekstensyw-
nych i wkleste wzgledem zmiennych intensywnych. Te wlasnosci geometryczne narzucaja znaki
pojemnosci cieplnych, Scisliwosci oraz innych podatnosci.

Zacznijmy od energii wewnetrznej. Rozwazmy dwa jednorodne stany

Xl:(Slu‘/l?Nl% X2:(827VY2)N2)

oraz parameter A € [0, 1]. Zbudujmy uktad z dwéch makroskopowych czesci: jedna znajduje sie
w stanie X7 i zajmuje ulamek A calosci, druga w stanie X5 i zajmuje utamek 1 — A. Calkowite
zmienne ekstensywne takiego uktadu wynosza wtedy

S=AS +(1=N)S, V=A+10-NVy,  N=AN +(1-A)Ny, (13.1)

a jego energia jest réwna

Ustozony = AU(X1) + (1 — MU (Xo). (13.2)

Po usunieciu wewnetrznych wiezéw uktad moze zrelaksowaé do jednorodnego stanu réwnowagi
o tych samych catkowitych S, V' i N. Poniewaz przy ustalonych S, V, N stan réwnowagi minima-
lizuje energie wewnetrzna, dostajemy nieréwnosé
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A zatem U(S,V, N) jest funkcja wypukla swoich zmiennych ekstensywnych. Réwnowaznie, en-
tropia S(U,V, N) jest funkcja wklesla.

Dla funkcji gtadkich wypukloéé oznacza, ze odpowiednie drugie pochodne sa nieujemne. Dla
uktadu jednoskladnikowego mamy

U=U(S,V,N), dU =TdS —pdV + pdN. (13.4)
Stad wynika w szczegdlnosci
O*U <8T)
= (= >0 13.5
< 952 ) V,N 05 /v.n 159
oraz )
0°U ( Op >
— =—| = > 0. 13.6
(55), = () 150
Po odwro6ceniu odpowiednich pochodnych dostajemy wiec
oS 1 /ov
Cy=T|—=— >0 =——|—= > 0. 13.7
=T (ar) w20 =7 () .

W stabilnym obszarze jednofazowym nieréwnosci te sa ostre.
Przejdzmy teraz do entalpii

H=U-+pV, dH=TdS+Vdp+udN. (13.8)

Przy ustalonym ci$nieniu p ten sam argument z dzieleniem na poduklady pokazuje, ze H (S, p, N)
jest funkcja wypukla wzgledem swoich naturalnych zmiennych ekstensywnych, w szczegdlnosci
wzgledem S. Otrzymujemy wiec

O*H or
(28) () - s
oS oN 0S8/, N
a zatem 99
C,=T|—=— > 0. 13.10
=T (5z) 2 (13.10)
7 drugiej strony, poniewaz z wypuklosci U wynika
Op
— <0 13.11
(3V>S,N - ( )
to w stabilnym obszarze funkcja V' (p) jest nierosnaca, a z r6zniczki entalpii dostajemy
0’H ov
5 = () <0. (13.12)
W ) g N 9p /s N

Entalpia jest wiec wypukla wzgledem S, ale wklesta wzgledem p. Jest to typowy skutek transfor-
macji Legendre’a: wypuklosé wzgledem zmiennej ekstensywnej przechodzi we wklestosé wzgle-
dem sprzezonej z nig zmiennej intensywnej.

Pozostale potencjaly

Doktadnie te sama logike stosujemy do innych potencjaléw. Dla energii swobodnej Helmholtza

F=U-TS, dF=-SdT —pdV + udN (13.13)
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otrzymujemy

0*F <aS) Cy O*F < ap>
<8T2>V’N oT ) v T ov?2 TN oV )1 N ( )

A wiec F(T,V,N) jest wklesta wzgledem T, ale wypukla wzgledem V.
Dla funkcji Gibbsa

G=U-TS+pV, dG=—SdT+Vdp+ udN (13.15)

mamy natomiast

092G (85) c, 092G (av>
LY (L) —_Seo (22) —(ZD) <o 13.16
<8T2 >p,N 8T p,N r - 8])2 T,N ap TN ( )

Zatem G(T,p, N) jest wklesta zaréwno wzgledem 7', jak i wzgledem p.
Podobnie dla wielkiego potencjalu termodynamicznego

Q=U-TS—uN, dQ=-SdT —pdV — Ndu (13.17)

odpowiednie znaki drugich pochodnych sa nastepujace:

a%z) (am) (a?sz) (8]\7)
o <0, o3 >0, g - (£ <0. (13.18)
( ore ), ovz),, W ) 1y o /)Ty

Krétko mowiace: potencjaly termodynamiczne sa wypukte wzgledem swoich naturalnych zmien-
nych ekstensywnych i wkleste wzgledem naturalnych zmiennych intensywnych.

14 Podatnosci termodynamiczne

,She is susceptible
He is impossible
They have their cross to share
Three of a perfect pair”
— King Crimson, Three of a perfect pair

Wielkosci takie jak pojemno$é cieplna, $cidliwosé czy wspolezynnik rozszerzalnosci cieplnej
opisuja odpowiedz uktadu pozostajacego w stanie réwnowagi na niewielkg zmiane warunkéw
zewnetrznych. Nazywamy je podatnosciami termodynamicznymi. Sa one szczegdlnie wazne, bo
z jednej strony mozna je bezposrednio mierzy¢ do$wiadczalnie, a z drugiej strony ich znaki i
wzajemne relacje sa silnie ograniczone przez warunki stabilnosci rownowagi.

Jezeli do uktadu dostarczamy niewielka ilo$¢ ciepta przy ustalonym parametrze zewnetrznym
A, to pojemnos¢ cieplna jest zdefiniowana jako

dQ oS
Cy=|— =T|=—) . 14.1
! (dT >A <6T>A ey
Na jedna czastke mozna analogicznie zdefiniowaé cieplo wlasciwe
O0s
=T|—) . 14.2
A <3T> A (14.2)
Najczesciej spotykamy pojemnosci przy stalej objetosci i przy staltym ci$nieniu:
oS as
Cy=T|— C,=T|(—| . 14.3
v=T(5), G (aT)p (143)
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Dla pary sprzezonej (—p, V') naturalna podatnoscia jest $cisliwosé:

1 /oV

1 /oV 1 /oV
- (2 - (4 . 14.
T V(@p)T’ s V(Bp)s (14.5)

Wielkosci takie jak Ca czy k4, w ktérych pojawiaja sie elementy tej samej pary sprzezonych
zmiennych, mozna traktowaé jako przyktady efektow prostych. Oprocz nich istnieja takze efekty
krzyzowe, w ktorych mieszaja sie rézne pary zmiennych termodynamicznych. Najprostszym przy-
kladem jest wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej:

1 /0V

Efektowi krzyzowemu zawsze towarzyszy sprzezony efekt krzyzowy, wynikajacy z odpowied-
niej tozsamosci Maxwella. Na przyktad z rézniczki funkeji Gibbsa

W szczegdlnodci

dG = —SdT + V dp (14.7)

),

Oznacza to, ze jesli objetos¢ silnie reaguje na zmiang temperatury przy stalym cidnieniu, to
entropia réwnie silnie reaguje na zmiane cidnienia przy stalej temperaturze.

Zmaki podstawowych podatnoéci wynikaja bezposrednio z rozwazan z poprzedniego roz-
dziatu:

wynika

Cy >0, Cp >0, kg > 0, kr > 0. (14.9)
W stabilnym obszarze jednofazowym nieréwnoéci te sg ostre. Dodatnia pojemnosé cieplna ozna-
cza, ze dostarczenie ciepta nie obniza temperatury uktadu. Dodatnia $cisliwos¢ oznacza, ze wzrost
ci$nienia zmniejsza objetosé. Przeciwne znaki prowadzilyby do niestabilnosci.

Stabilno$¢ mowi jednak wiecej niz tylko to, po ktorej stronie zera leza podatnoéci. Pozwala
réwniez poréwnywaé odpowiedzi mierzone przy réznych wiezach. Dlatego pojemnos¢ cieplna przy
stalym ci$nieniu i przy stalej objetosci, podobnie jak $cisliwo$é izotermiczna i adiabatyczna, nie
sg od siebie niezalezne.

Dlaczego C), > Cy?
Wygodnie zacza¢ od prostego rachunku ogdlnego. Niech

df (x,y) = M(x,y) dx + N(z,y) dy. (14.10)
Wykonujemy transformacje Legendre’a po zmiennej y:

g=f— Ny, dg=Mdxr —ydN. (14.11)

7 drugiej z tych réwnosci wynika tozsamosé Maxwella

oM oy
— ) === . 14.1
(). (32), (442
7 reguly tancuchowej dostajemy nastepnie
oM oM oM ON
= (== - i 14.1
(%), (7 )+ (Gn ). (%), (13)
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Korzystajac z tozsamosci “minus jedynki” dla funkcji N (z,vy),

IN
@,
ox)ny (2N’
N < Oy )z
otrzymujemy po krotkim rachunku

(50, (50, = (). (%),

Prawa strona jest nieujemna, jesli tylko
<3N> > 0.
Y /)y

(5),2 (%),

Zastosujmy teraz ten wynik do energii wewnetrznej

Wtedy mamy nieréwnosé

dU =T dS — pdV.

Bierzemy zatem

Poniewaz

oy), \ oV Jg ovV)s ="
z nieréwnosci (14.17) dostajemy
<8T> (8T>
- >\ == > 0.
0S)yn ~\OS/),N —

(oy I3y
98 )yn Oy’ 85 ),n  Cp

przy dodatniej temperaturze otrzymujemy

A poniewaz

2
v

czyli

Dlaczego k1 > kg?

Stosujemy ten sam rachunek jeszcze raz, ale tym razem zamieniamy role zmiennych:

z=1V, y=.9, M = —p, N=T.

Warunek nieujemnosci prawej strony wzoru (14.15) ma teraz postaé
EREN
0y ) » as V,N
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co wtasnie wynika z dodatniosci Cy . Otrzymujemy wiec

Op dp )
— (= > [ = > 0. 14.27
(3V)5,N - (Eﬂ/ TN ( )
Po odwréceniu pochodnych dostajemy
- <av> > <av> >0, (14.28)
op/)rN Op /) sN
a wiec
kT > kg > 0. (14.29)
Nieréwnosci
Cp, > Cy, KT 2 KgS

mozna rozumieé¢ jako dwa przyklady tej samej zasady Le Chateliera-Brauna. Wygodnie sformu-
towaé ja w jezyku par zmiennych sprzezonych.

Niech male zaburzenie zmiennej ekstensywnej X; wywoluje zmiane sprzezonej z nig zmiennej
intensywnej Pj. Zasada Le Chateliera méwi, ze bezpoérednia odpowiedz uktadu dziala tak, aby
ostabi¢ te zmiane P;. Zasada Le Chateliera-Brauna dodaje, ze jesli zaburzenie uruchamia takze
procesy wtorne, zwigzane z innymi parami zmiennych sprzezonych, to one réwniez ostabiaja
poczatkowa zmiane P;.

W przypadku pojemnosci cieplnych zaburzeniem jest doplyw ciepta, czyli wzrost entropii.
Zmienng sprzezong z entropia jest temperatura. Przy ustalonej objetoéci wzrost entropii powo-
duje wzrost temperatury opisany pochodna

(55),

Jesli jednak uktad pozostaje pod stalym ci$nieniem, moze uruchomié dodatkowy kanat odpowie-
dzi: zmiane objetosci. Ten proces wtérny ostabia poczatkowy wzrost temperatury, dlatego

(55),= (55)
2s),~\as )y
<3T> _r <5T) _T
95)yv Oy’ 25),  C,

C, > Cy.

W przypadku Scisliwoéci zaburzeniem jest zmiana objetosci, a zmienna sprzezona z objetoscia
jest —p. Przy ustalonej entropii zmiana objetosci wywotuje zmiane ciSnienia opisang pochodng

(7).

Jedli uktad pozostaje w kontakcie cieplnym z otoczeniem, pojawia sie dodatkowy kanal odpo-
wiedzi: wymiana ciepta. Ten proces wtérny ostabia zmiane ci$nienia wywolang ta sama zmiana

Po odwro6ceniu pochodnych dostajemy rownowaznie

Poniewaz

otrzymujemy

KT > RgS.

W obu przypadkach schemat jest wiec ten sam. Zaburzamy zmienng ekstensywna i patrzymy
na zmiane zmiennej intensywnej z nig sprzezonej. Gdy dopuszczony jest dodatkowy kanal od-
powiedzi, zmiana tej zmiennej intensywnej jest mniejsza. Dlatego przy stalym cinieniu wzrost
temperatury jest mniejszy niz przy statej objetosci, a przy stalej temperaturze zmiana cisnienia
jest mniejsza niz przy stalej entropii.
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15 Przejscia fazowe

LAll of the handsome fiction will melt away
And when the flame burns brighter, evaporate”
— Dance Gavin Dance, Evaporate

Do tej pory rozwazaliSmy gtéwnie uklady jednorodne, wystepujace w jednej fazie. Tymecza-
sem ta sama substancja moze wystepowa¢ w kilku réznych fazach, rézniacych sie wlasnosciami
fizycznymi, mimo ze jej sklad chemiczny pozostaje ten sam. Najbardziej oczywiste przyklady
to gaz, ciecz i ciato stale, ale fazami sg takze ferromagnetyk i paramagnetyk, nadprzewodnik i
zwykly metal, czy nadciekla i zwykla faza helu.

15.1 Uklady wieloskladnikowe i wielofazowe

Dotychczas w naszych rozwazaniach zakladaliémy najczesciej, ze mamy do czynienia z czysta
substancja. Jesli jednak uktad zawiera kilka sktadnikéw, to wzdr na rézniczke entropii uogolnia
sie do postaci

ds = % (dU—l—pdV—zi:,uidNi>. (15.1)
Widzimy stad, ze potencjal chemiczny i-tego sktadnika mozna zdefiniowaé¢ jako
P ( 05 ) . (15.2)
ON;i ) UV.N; i
Przechodzac do energii wewnetrznej, dostajemy réwnowaznie
dU =TdS —pdV + Y p; dN;. (15.3)
i

Czlon p; dN; mozna wiec interpretowaé jako wktad do energii zwiazany z doplywem substancji
i.

Dla ukladu jednoskladnikowego zaczniemy od wyznaczenia réwnania podstawowego
S=S(U,V,N). (15.4)

Mozna to zrobi¢ nastepujaco. Najpierw rozwazamy jeden mol substancji i doswiadczalnie
wyznaczamy zaleznosci

1 1
—=—(U,V,1 15.5
T T( ? ’ )7 ( )
oraz b p
= ==(U,V,1). 15.6
T T( ? ) ) ( )
Korzystamy teraz z relacji
a8 1 o
<) _ L () _2 (15.7)
ov)yn T oV)un T

Znajomos$é funkeji %(U, V,1) oraz &(U,V,1) pozwala wiec, przynajmniej w zasadzie, odtwo-
rzy¢ entropie jednego mola,
S =S(U,V,1), (15.8)

z doktadnoscia do stalej addytywnej.
Dopiero teraz przechodzimy do ukladu zawierajacego N moli. Korzystamy z ekstensywnosci
entropii:

S(AU,\V,AN) = AS(U,V,N). (15.9)
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Podstawiajac A = %, dostajemy

u v
SWU,VN)=NS|—,—,1). 15.10
O V.N) = N5(5. 31 (15.10)
A zatem znajomo$¢é rownania podstawowego dla jednego mola wystarcza do wyznaczenia go
dla dowolnej liczby moli.

Majac juz funkcje S(U,V, N), mozemy obliczy¢ potencjal chemiczny:

p=—T @Jff)w' (15.11)

W przypadku mieszaniny sytuacja jest podobna, ale dla kazdego skladnika mamy osobny
potencjal chemiczny. Ogdlnie
oS
pi = =T

ON; ) UV,Njs

Potencjal chemiczny sktadnika w mieszaninie mozna wyznaczy¢ myslowo w nastepujacy spo-
sob. Tworzymy uktad ztozony z dwoch czedci: w jednej znajduje sie badana mieszanina, w
drugiej czysty sktadnik i. Czeséci te oddzielone sg blona pdlprzepuszczalna, ktora przepusz-
cza tylko ten skladnik. Jezeli uklad pozostaje w réwnowadze, to potencjaly chemiczne po
obu stronach muszg byé¢ réwne. Poniewaz potencjal chemiczny czystego sktadnika potrafimy
wyznaczy¢ niezaleznie, dostajemy w ten sposob takze potencjal chemiczny tego sktadnika w

(15.12)

mieszaninie.

15.2 Warunki wspoélistnienia faz

Nawet dla czystej substancji mozliwe jest wspdtistnienie kilku réznych faz, ktére nie réznia sie
sktadem chemicznym, ale maja inne wlasnosci fizyczne. Klasycznym przyktadem sa 16d, woda i
para wodna.

Jedli dwie fazy pozostaja w rownowadze termodynamicznej, to musza mieé te¢ sama tempe-
rature, to samo cisnienie oraz ten sam potencjal chemiczny. Dla fazy cieklej i parowej oznacza
to

T. =T, De = Dps e = fhp- (15.13)

Ogodlniej, zatézmy, ze mamy f faz: «a,(5,..., a w kazdej z nich wystepuje r sktadnikow che-
micznych. Wtedy warunki réwnowagi maja postaé

T =T°=..., (réwnowaga termiczna),
pr=p’=..., (réwnowaga mechaniczna),
ug = ,uf =..., (r6wnowaga chemiczna),
(15.14)
py = =...,
he =yl =

Dla opisu przej$é fazowych najwygodniejszym potencjalem termodynamicznym jest energia swo-
bodna Gibbsa,
G=U-TS5+pV. (15.15)

Jej rézniczka dla uktadu wielosktadnikowego ma postaé

dG = —SdT' +Vdp+_ p;dN;. (15.16)
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Dodatkowo, dla kazdej fazy osobno mozemy napisa¢ relacje Gibbsa-Duhema

—5dT +V*dp — > N{du = 0. (15.17)

Policzmy teraz liczbe niezaleznych parametréw intensywnych. Mamy r + 2 wielkosci intensyw-
nych: T, p oraz p1, .. ., pr. Jednak dla kazdej z f faz zachodzi relacja Gibbsa-Duhema, a ponadto
w stanie wspoélistnienia potencjaly chemiczne, temperatura i ciSnienie sa réwne we wszystkich
fazach. Ostatecznie liczba niezaleznych parametréw intensywnych wynosi

w=r+2—f (15.18)

Jest to regula faz Gibbsa.
Dla substancji jednosktadnikowej, czyli dla r = 1, dostajemy:

o dla jednej fazy, f = 1, mamy w = 2, wigc mozna niezaleznie wybieraé na przyktad tempe-
rature i cidnienie;

e dla dwoch wspdlistniejacych faz, f = 2, mamy w = 1, wiec wspoélistnienie zachodzi na
krzywej na plaszczyznie (p,T);

e dla trzech wspoélistniejacych faz, f = 3, mamy w = 0, wiec odpowiada temu pojedynczy

punkt, czyli punkt potréjny.

15.3 Roéwnanie Clapeyrona

Rozwazmy teraz dwie wspélistniejace fazy jednosktadnikowe, na przyklad ciecz i pare. Dla kazdej
z nich relacja Gibbsa-Duhema przyjmuje postaé

—S,dT + Vydp — Nydp = 0, (15.19)

—S,dT + V,dp — N, dp = 0. (15.20)

Dzielac przez liczbe czastek lub moli i przechodzac do wielkosci wtasciwych, dostajemy
—8pdT + v, dp — dp =0, (15.21)
—ScdT 4+ vedp — dp = 0. (15.22)
Odejmujac te dwa rownania stronami, otrzymujemy
(s¢ — sp) dT + (vp — vc) dp = 0. (15.23)

Jedli oznaczymy przez
Av = v, — v, (15.24)

przyrost objetosci wlasciwej przy parowaniu oraz przez
As = s, — 5 (15.25)
przyrost entropii wlasciwej, to poniewaz w przemianie fazowej w stalej temperaturze

dp
As = = 15.26
ST (15.26)
gdzie ¢, = T'As jest cieplem parowania na mol lub na czastke, dostajemy

—q?p dT + Avdp = 0. (15.27)

95



Stad
dp _ %
dT T Av’
Jest to réwnanie Clapeyrona. Przejscie fazowe, w ktorym As # 0 oraz Av # 0, nazywamy
przejéciem pierwszego rodzaju albo przejSciem nieciggtym. Wielko$¢ ¢, = T'As to cieplo
utajone przemiany. Oznacza ono, ze w czasie przejscia fazowego mozna dostarczaé¢ lub odbiera¢
energie bez zmiany temperatury, zmieniajac jedynie udzial obu faz.
Dla przemiany ciecz-para zwykle mamy ¢, > 0 oraz Av > 0, a wiec

(15.28)

dp
2 50. 15.2
dT>0 (15.29)

Dla topnienia wigkszosci substancji znak jest taki sam, ale dla wody jest odwrotnie, bo 16d ma
wieksza objetos¢ wlasciwg niz ciecz. Dlatego linia topnienia wody ma na diagramie fazowym
nachylenie ujemne.
Jedli dodatkowo przyblizymy pare gazem doskonalym, tak ze
_RT

v : 15.30
= (15.30)

oraz zalozymy, ze v, > v., czyli Av ~ v, to dostajemy

dp _ gpp
— = . 15.31
dT"  RT? ( )
Stad
dlnp dp
= : 15.32
drT RT? ( )
Jedli jeszcze przyjmiemy, Ze g, stabo zalezy od temperatury, to po scatkowaniu mamy
4p
T)=C . 15.33
p(1) = Cexp (). (15.33)

czyli przyblizong posta¢ rownania Clausiusa-Clapeyrona.

Linia wspoélistnienia ciecz—para konczy sie w punkcie krytycznym. W miare zblizania sie do
tego punktu gesto$¢ pary rosnie, a gestosé cieczy maleje. W punkcie krytycznym réznica miedzy
ciecza i gazem zanika. Powyzej temperatury krytycznej nie mozna juz przeprowadzié¢ ostrego
rozréznienia miedzy tymi fazami; méwimy wtedy o ptynie nadkrytycznym.

15.4 Przejscia pierwszego rodzaju i przejscia ciggte

Nie wszystkie przejécia fazowe maja postaé linii wspotistnienia dwéch faz rozdzielonych granica
fazowa. Istnieja tez przejécia, w ktérych uklad zmienia swéj stan w sposob ciagly, bez ciepta
utajonego i bez skokowej zmiany objetosci. Takie przejScia nazywamy przejSciami cigglymi
albo przejsSciami krytycznymi.

Klasycznymi przyktadami sg przejécie paramagnetyk—ferromagnetyk, przejécie do stanu nad-
przewodzacego oraz przejScie do stanu nadciektego. W takich ukladach nie chodzi zwykle o
zmiane stanu skupienia, lecz o pojawienie sie¢ nowego rodzaju uporzadkowania, np. spontanicz-
nego namagnesowania dla ferromagnetyka.

Do opisu przejé¢ cigglych wprowadza sie parametr porzadku, czyli wielko$¢, ktéra po
jednej stronie przejscia jest réwna zero, a po drugiej stronie przyjmuje wartosé¢ niezerowa. Dla
ferromagnetyka parametrem porzadku jest namagnesowanie:

M=0 daT>T,, M#0 daT<T,. (15.34)

Powyzej temperatury Curie uktad nie ma wyrdznionego kierunku namagnesowania, natomiast
ponizej tej temperatury taki kierunek pojawia sie spontanicznie.
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Termodynamicznie przejscie ciagle oznacza, ze pierwsze pochodne energii Gibbsa pozostaja
ciaggle, natomiast osobliwoéci pojawiaja sie dopiero w funkcjach odpowiedzi. Do takich funkcji
odpowiedzi nalezg na przyklad molowa pojemnosé cieplna, Scidliwos$é izotermiczna oraz wspél-
czynnik rozszerzalnosci cieplnej:

0%g
¢y =—T <5T2> ’ (15.35)
p
1 (0%
RT = —5 <8p2>T, (1536)
1( 0%
oy = - <3T8p> . (15.37)

W poblizu przejécia ciaglego wielkosci te moga mieé¢ skoki, ostre maksima albo rozbieznosci. Na
przyktad w poblizu temperatury krytycznej czesto zapisuje sie zaleznosci typu

cp ~|T =T~ %, x~ T =T, (15.38)

gdzie x oznacza podatno$¢, na przykitad podatnosé magnetyczna. Wyktadniki ae, 1 v nazywamy
wykladnikami krytycznymi.

Szczegdlnie wazng wielkoscia jest dlugosé korelacji €. Mowi ona, na jak duzych odlegto-
sciach fluktuacje uktadu sa ze sobg powiazane. W poblizu punktu krytycznego czesto

&~ |T =Ty (15.39)

Oznacza to, ze fluktuacje obejmuja coraz wieksze obszary uktadu. W samym punkcie krytycznym
uktad traci charakterystyczng skale dlugosci.

15.5 Diagram fazowy

Diagram fazowy pokazuje, ktéra faza substancji jest stabilna przy zadanych warunkach zewnetrz-
nych. W przypadku substancji jednosktadnikowej najczesciej rysujemy go w plaszczyznie p-T.
Obszary na takim diagramie odpowiadajg pojedynczym fazom, na przyklad fazie stalej, cieklej
lub gazowej. Linie oddzielajace te obszary sa liniami wspoélistnienia dwoch faz.

Na poczatek rzuémy okiem na diagram fazowy wody:

10 000 ; T T T T T T T ;

F Loéd IIT |

1000 ¢ Punkt krytyczny E

100 .

2 ) ; :
i
2 © Léd I :
) 1.0 §= =§
0.1k |

0.01 E |

0.001 L ' |

1 1 1 1 1
-100 -50 0 100 200 300 374
Temperatura (°C)

Punkt potrdjny lezy przy temperaturze 0.01°C i ci$nieniu okoto 0.006 atm. W tym punkcie
mogg wspdélistnieé¢ 16d, ciekla woda i para wodna.
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Najbardziej charakterystyczna cecha diagramu fazowego wody jest ujemne nachylenie linii
réwnowagi 16d I-ciecz. Wynika ono z tego, ze 16d I ma mniejsza gestosé niz woda w temperaturze

topnienia, zatem Av = Ugjecz — Viga < 0, co prowadzi do (d—p) < 0. Zwiekszenie ci$nienia

dr topnienia
obniza wiec temperature topnienia lodu I. Dla wiekszosci substancji jest odwrotnie: faza stata

jest gestsza od cieklej, a linia topnienia ma nachylenie dodatnie.

Warto tez pamietaé, ze 16d wystepujacy w warunkach codziennych to tylko jedna z odmian
krystalicznych wody, oznaczana jako 16d I. Przy wyzszych ci$nieniach stabilne staja sie inne,
zwykle gestsze fazy lodu, na przyktad 16d III, V, VI czy VII. Pelny diagram fazowy wody
jest wiec znacznie bogatszy niz prosty schemat z trzema fazami. Na rysunku zaznaczamy tylko
wybrane obszary, aby podkresli¢ najwazniejsze wlasnosci: punkt potréjny, punkt krytyczny oraz
nietypowe nachylenie linii 16d I-ciecz.

Prostszy i bardziej typowy od diagramu wody jest diagram fazowy dwutlenku wegla:

Plyn
nadkrytyczny

73.0
g
=

° Cialo stale

=
g
=
2
o

5.11

punkt potrdjny
—56.4 31.1

Temperatura (°C)

W przypadku CO4 punkt potrdjny lezy przy temperaturze okoto 217K, czyli —56.4°C, oraz
ci$nieniu 5.11 atm. Punkt krytyczny znajduje sie przy temperaturze okoto 304 K, czyli 31.1°C,
oraz ci$nieniu okoto 72.8 atm.

Poniewaz cisnienie punktu potréjnego COq jest wigksze od ci$nienia atmosferycznego, dwu-
tlenek wegla przy 1atm nie moze wystepowaé jako ciecz. Podczas ogrzewania przechodzi bez-
posrednio z fazy stalej do gazowej, czyli sublimuje. Stad bierze sie¢ nazwa suchy ldd: cialo state
znika, nie pozostawiajac cieczy.

Warto pamietaé, ze diagram (p,T") nie zawiera informacji o wielkosciach ekstensywnych, a
wiec nie rozréznia standéw rézniacych sie iloSciami wspoélistniejacych faz. Pojedynczemu punktowi
na linii wspolistnienia w diagramie (p,T") odpowiada na diagramie (p, V') caly odcinek.

Najlepiej widaé to dla izotermy ponizej temperatury krytycznej. Podczas sprezania gazu, po
osiagnieciu ci$nienia wspélistnienia, gaz zaczyna sie skrapla¢. Dalsze zmniejszanie objetosci nie
zwieksza cidnienia, lecz zmienia proporcje miedzy para i ciecza.
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Jezeli catkowita liczba moli wynosi NV, to na poczatku odcinka wspélistnienia mamy
Vi = Nug, (15.40)

a na jego koncu
Vo = Nu,. (15.41)

Wewnatrz obszaru wspélistnienia objetosé ma postac
V:Nl'l)g-l-Ngvc, N1+ Ny = N. (15.42)

Na diagramie (p, V') punkt wspélistnienia z diagramu (p,T") odpowiada wiec poziomemu odcin-
kowi.

W poblizu punktu krytycznego (oznaczonego zielona kropka na powyzszym wykresie) $cisli-
wos¢ izotermiczna rosnie, a w idealizacji moze staé sie nieskorniczona:

1 /oV
-~ (2 15.43
Zwiazek z fluktuacjami widaé szczegdlnie wyraznie w wielkim zespole kanonicznym, gdzie poka-
zywalidmy, ze

9 kT

o3 = 7<N>25T. (15.44)

A zatem wielka Scisliwo$¢ oznacza ogromne fluktuacje gestosci. To wlasnie one odpowiadaja za
opalescencje krytyczna, czyli silne rozpraszanie $wiatta przez uktad blisko punktu krytycz-
nego.

15.6 Model van der Waalsa

Modele oparte na gazie doskonalym nie sa w stanie opisa¢ przejscia ciecz—gaz, poniewaz nie ma
w nim mechanizmu kondensacji. Aby otrzymaé choéby jakosciowy model tego przejscia, trzeba
uwzgledni¢ dwa efekty nieobecne w réwnaniu gazu doskonatego:

1. skonczony rozmiar czasteczek,

2. przyciaganie miedzy czasteczkami.
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Poprawka objetoSciowa. W gazie doskonalym czasteczki traktowalidmy jak punkty mate-
rialne. Rzeczywiste czasteczki maja jednak skonczony rozmiar, dlatego cze$é¢ objetosci naczynia
jest niedostepna dla ruchu pozostalych czasteczek. Jesli wyobrazimy je sobie jako twarde kule o
promieniu 7, to Srodek jednej czasteczki nie moze znalezé siec w odleglosci mniejszej niz 2rg od
srodka drugiej. Oznacza to pojawienie si¢ objetosci wykluczone;j.

W najprostszym przyblizeniu efekt ten uwzgledniamy, zastepujac catkowita objetos¢ V ob-
jetoscia dostepna dla ruchu czasteczek:

Vg =V —nb, (15.45)

gdzie n jest liczba moli, a b stata charakteryzujaca objetosé wykluczona przez jeden mol czaste-
czek.

Poprawka ci$nieniowa. Druga poprawka wynika z przyciagania miedzyczasteczkowego. Cza-
steczka uderzajaca w Scianke jest przyciggana przez czasteczki znajdujace sie glebiej w naczyniu,
dlatego przekazuje Sciance nieco mniejszy ped niz w gazie doskonalym. Mierzone cisnienie jest
wiec mniejsze od cidnienia, jakie gaz wywieralby bez oddzialywan przyciggajacych.

Wielko$¢ tej poprawki powinna by¢ proporcjonalna do liczby oddzialujacych par czasteczek,
a wiec do kwadratu gestosci molowej:

Ap ~ (3)2 (15.46)

Dlatego w réwnaniu stanu nalezy uzy¢ ci$nienia skorygowanego

n

2
Deff =P+ a (V) 5 (1547)

gdzie a jest stalag mierzaca site przyciagania miedzyczasteczkowego.

Wstawiajac obie poprawki do réwnania gazu doskonalego, otrzymujemy réwnanie van der
Waalsa

(p + ;) (v—b) = RT, (15.48)

gdzie v = V/n jest objetoscia molowa. Przy wysokich temperaturach dominuje wklad kine-
tyczny, natomiast przy nizszych temperaturach i wiekszych gestosciach coraz wazniejsze staje
sie przyciaganie miedzyczasteczkowe. To wlasnie ono pozwala temu prostemu modelowi opisaé¢
jakosciowo kondensacje i przejscie ciecz—gaz.

Dla wysokich temperatur izotermy p(v) sa monotoniczne, podobnie jak w gazie doskonalym.
Dla temperatur dostatecznie niskich pojawia sie natomiast charakterystyczna petla van der Wa-
alsa: krzywa ma lokalne minimum i maksimum (linia przerywana na rys. X). Jest to pierwszy
sygnal, ze model zawiera informacje o przejsciu fazowym. W pewnym zakresie objetoéci molo-

<g§j)T > 0. (15.49)

co odpowiada ujemnej écisliwosci izotermicznej. Taki stan jest niestabilny: niewielka fluktuacja
gestosci nie bylaby tlumiona, lecz wzmacniana. Srodkowa czeéé petli van der Waalsa nie moze
wiec opisywaé rzeczywistego stanu réwnowagi. Jest to sygnal, ze ponizej temperatury krytycznej
jednorodny opis uktadu musi zostaé zastapiony opisem wspdlistnienia cieczy i gazu.

wych otrzymujemy bowiem
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15.7 Konstrukcja Maxwella

Rozwazmy izoterme dla T < T,.. Dla pewnego zakresu ciénien réwnanie van der Waalsa ma
trzy rozwiazania wzgledem objetosci molowej. Najmniejsza objetosé odpowiada fazie ciektej,
najwieksza fazie gazowej, natomiast gataz srodkowa przechodzi przez obszar niestabilny, w kto-
rym (%)T > 0. W rzeczywistym ukladzie jednorodny stan o takiej objetosci nie jest stanem
rownowagi. Zamiast niego pojawia si¢ separacja faz: czes¢ substancji tworzy ciecz, a cze$¢ gaz.

Na wykresie (p,v) oznacza to, ze rzeczywista izoterma nie biegnie po falujacym fragmencie
krzywej van der Waalsa. Zostaje on zastapiony poziomym odcinkiem przy pewnym ci$nieniu
po(T'). Podczas sprezania w tej temperaturze objeto$¢ zmienia sie od vy do vy, ale ci$nienie
pozostaje state. Wykonywana praca nie $ciska juz jednorodnego gazu, lecz zamienia kolejne
porcje gazu w ciecz.

Mozna to ujaé jeszcze inaczej: ponizej temperatury krytycznej model van der Waalsa sam
sygnalizuje, ze jednorodne stany o poérednich objetosciach nie sg stabilne. Uklad obniza energie
swobodna, rozdzielajac si¢ na dwie fazy o objetoSciach molowych v; i v4. Dla objetosci posrednich
zmieniaja sie jedynie proporcje cieczy i gazu, a nie objeto$ci molowe samych faz.

Tak czy inaczej petla van der Waalsa nie opisuje poprawnie stanu réwnowagi. Trzeba ja
zastapi¢ poziomym odcinkiem odpowiadajacym wspoélistnieniu cieczy i gazu. Powstaje pytanie:
jak wyznaczy¢ cisnienie po(T") tego poziomego odcinka? Warunkiem réwnowagi faz przy ustalonej
temperaturze jest réwnos$¢ potencjatow chemicznych, czyli molowych energii Gibbsa:

91(T,po) = gg(T, po)- (15.50)

Aby przelozyé ten warunek na zalezno$é geometryczna na wykresie (p,v), przejdzmy do
energii swobodnej, ktérej rézniczka, przy statej temperaturze to

dF = —pdV, (15.51)

Dla wielkosci molowej f = F/n daje to

(af) = —p. (15.52)

/)
Stad
Vg
Flog,T) — f(or,T) = —/ (v, T) do. (15.53)
V]
7 drugiej strony, warunek wspoélistnienia faz
g1 = 9g, (15.54)

mozemy zapisa¢ w jezyku energi swobodnej, korzystajac z tego, iz ¢ = f + pv. Wtedy przy
ci$nieniu pg, dostaniemy

fwg, T) = f(or,T) = —po(vg — 0). (15.55)
Poréwnanie obu wyrazen prowadzi do warunku
Vg
- /vl p(v, T) dv = —po(vg — 1), (15.56)
czyli "
/ [p(v, T) — po] dv = 0. (15.57)
v

Jest to konstrukcja Maxwella, zwana tez regulg réwnych pol.

Jej sens geometryczny jest prosty. Pozioma prosta p = pg musi by¢ dobrana tak, aby pole
miedzy izoterma van der Waalsa a ta prosta powyzej prostej byto réwne polu ponizej prostej.
Wtedy falujacy fragment izotermy zostaje zastapiony odcinkiem wspoélistnienia faz.
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15.8 Binodala, spinodala i stany metastabilne

Konstrukcja Maxwella wyznacza dla kazdej temperatury 7' < T, dwie objetosci molowe, v; i vg,
odpowiadajace wspolistniejacym fazom cieklej i gazowej. Zbiér takich punktéw, wyznaczony dla
réznych temperatur, nazywamy binodala (patrz Rys. 16).

(2), - (25), >
1 8V Tc_ g 8V2 Tc_

e T'<1¢
Niestabilny
P
e e >o0
<6V )T Spinodala
oP e
<W)T =
v

Rysunek 16: Binodala, spinodala i obszar metastabilny

Binodala jest granica obszaru wspolistnienia faz. Na binodali spetniony jest warunek

(T, p) = pg(T,p).

Wewnatrz binodali stan réwnowagi nie jest jednorodny: uklad rozdziela si¢ na ciecz i pare. Nie
caly ten obszar ma jednak ten sam charakter. W jego Srodku lezy obszar bezwzglednej niesta-

bilnosci, w ktérym
dp
> 0.
< v ) T

Jednorodna faza jest tam niestabilna juz wobec nieskoriczenie matych fluktuacji gestosci.
Granice tego obszaru wyznaczaja punkty

op\
(av)T =0

Ich zbiér nazywamy spinodala. Miedzy binodalg a spinodala znajduja sie stany metastabilne:
przegrzana ciecz po stronie cieklej i przesycona para po stronie gazowej. Sg one stabilne wobec
malych fluktuacji, ale moga przejs¢ do stanu dwufazowego po pojawieniu sie dostatecznie duzego
zarodka nowej fazy.

W punkcie krytycznym binodala i spinodala spotykaja sie. Izoterma krytyczna ma tam po-
zioma styczna i zerowa krzywizne:

dp B 0*p B
((%)Tc - <W>T -

Dla réwnania van der Waalsa,

RT a

T) = - — 15.58
p(v,T) T ( )
warunki te daja
RT 2a
_ 1+ 2 =0 15.59
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2RT 6a

oo o =0. (15.60)

Rozwiazujac ten uklad, otrzymujemy

a 8a

=3b = —— T. = . 15.61
Ve=o0 P one ¢~ 27Rb (15.61)
W szczegblnoscei czynnik $cisliwosci w punkcie krytycznym,
DPcUc
Ze = 15.62
‘" RT. ( )
ma w modelu van der Waalsa warto$é¢ uniwersalna:
3
Z, = 3 (15.63)

Nie zalezy ona od parametréw a i b, cho¢ dla rzeczywistych substancji warto$é¢ Z. zwykle rézni
si¢ od przewidywania van der Waalsa.

15.9 Uwagi koncowe

Model van der Waalsa nie opisuje doktadnie rzeczywistych substancji, zwlaszcza bardzo blisko
punktu krytycznego, ale ma duza wartos¢ dydaktyczna. Pokazuje bowiem w prosty sposéb:

o jak skonczony rozmiar czasteczek i przycigganie migedzyczasteczkowe prowadza do bardziej
realistycznego réwnania stanu,

o skad bierze sie punkt krytyczny,
o dlaczego pewien fragment izotermy odpowiada stanom niestabilnym,
e jak z warunku réwnosci potencjatéw chemicznych wynika konstrukcja Maxwella,

o jak obszar wspolistnienia faz zastepuje niefizyczny, falujacy fragment izotermy.

W tym sensie réwnanie van der Waalsa jest najprostszym modelem, w ktérym widaé cala logike
przejscia ciecz—gaz: od jednorodnej fazy, przez niestabilnosé¢ i separacje faz, az po zanik réznicy
miedzy ciecza i gazem w punkcie krytycznym.
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Czes¢ V
Kwantowa fizyka statystyczna

L, Elektron niariczy w magnetycznem polu
Slepy wzrok widma wstrzymany w swej drodze
Wzgledno$c przestrzeni wszystkie linje zgina,
A Slepiec lize bezbarwne przedmioty
Duch, jaok tza czysty, bezjakosciowym
rzyga wcigz fluidem...”
— Witkacy, Tumor Mozgowicz

1 Macierz gestosci

W klasycznej fizyce statystycznej stan mikroskopowy uktadu opisywalidémy przez punkty w prze-
strzeni fazowej, a zespoly statystyczne przez rozklad prawdopodobienstwa na tej przestrzeni. W
mechanice kwantowej role stanu mikroskopowego odgrywa wektor stanu, czyli funkcja falowa
|W). Jezeli jednak nie wiemy dokladnie, w ktérym stanie znajduje sie uktad, musimy opisywaé
nie pojedynczy stan, lecz mieszanine stanéw kwantowych.

Zalézmy wiec, ze uktad znajduje sie w stanach |¥;) z prawdopodobienstwami p;, gdzie

pi =20, > opi=1 (1.1)
i

Podkredlmy, ze nie chodzi tu o superpozycje stanéw, lecz o mieszanine statystyczng: ukltad jest
w jednym ze stanéw |V¥;), ale nie wiemy, w ktérym.

Policzmy teraz wartosé srednig obserwabli opisanej operatorem A. Dla takiej mieszaniny
statystycznej mamy

A) = Zpi<‘l’i|A\‘I’i>- (1.2)

Rozwijajac to wyrazenie w dowolnej bazie ortonormalnej {|¢;) } i korzystajac z relacji zupelnosci
>;195)(#5] = 1, dostajemy

szz (Wilgy) (0] AlW:) = Z<¢a

J

A (Zpil‘lfi)@’i!) ‘ ¢j> = (¢;l4plp;)  (1.3)

J
gdzie operator
p=">> pilWi){Wi|. (1.4)
i
nazywamy macierzg gestosci. Relacje (1.3) mozna zapisaé jako
(4) = Tr(4p) (15)

co pokazuje, ze operator gestosci pelni w mechanice kwantowej role analogiczna do klasycznej
gestosci prawdopodobienstwa.
7 normalizacji prawdopodobienstw wynika normalizacja operatora gestosci:

Tep =) (d5lplo;) sz &5 Wi) (Wilo;) ZMZ’ ¢ |V:)| (1.6)
J

7.7

gdzie skorzystali$my z zupelnosci bazy |¢;).
Zalézmy teraz, ze stany |¥;) zmieniaja sie w czasie zgodnie z rownaniem Schrodingera:

0 i
S IWi(0) = — (). (1.7)
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Z hermitowskos$ci hamiltonianu, réwnanie sprzezone na (V| ma postaé

0 i
5 L) = 2 (¥:(t)| H, (1.8)

Powyzsze réwnania postuza nam do znalezienia prawa ewolucji dla macierzy gestosci p(t) =

> pilWi(t))(Ui(t)|, przy czym zakladaé bedziemy, ze prawdopodobiefstwa p; nie zaleza jawnie
od czasu; zmieniaja si¢ tylko same stany kwantowe. Rézniczkujac definicje p(t), dostajemy

gﬁ = zi:pz‘ <6]({\)I:-> (W3] + !‘I’z‘>8g;i|) = ;pz‘ (—;H|‘I’i><q’i’ + ;"I’i><‘1’i‘H> - (19

Wyciagajac operatory H przed sumy, otrzymujemy

dp
th— = [H, p|. 1.10
0 11.) (1.10)
Jest to r6wnanie von Neumanna. Jest ono kwantowym odpowiednikiem réwnania Liouville’a
dla klasycznej gestosci prawdopodobiefistwa w przestrzeni fazowej.
W stanie réwnowagi operator gestosci nie zalezy od czasu, wiec % = 0. Z réwnania von
Neumanna wynika wtedy
[H,p] =0. (1.11)

A zatem w réwnowadze operator gestosci komutuje z hamiltonianem i moze by¢ zdiagonalizowany
w bazie stanéw wlasnych energii:

W tej bazie
p = prlog) (ol (1.13)

k

2 Kwantowe zespoly statystyczne

wAnd if you complain once more
You’ll meet an army of me”
— Bjork, Army of Me

Zespo6t mikrokanoniczny. W zespole mikrokanonicznym wszystkie stany o energiach nale-
zacych do waskiego przedziatu
E<E,<E+AFE

sg jednakowo prawdopodobne, a pozostate maja prawdopodobienstwo zerowe:

const., E<E,<E+AFE,
P = . . (2.1)
0, W przeciwnym razie.
Macierz gestosci ma wiec postaé
1 !/
= E 2.2

gdzie prim przy sumie oznacza sumowanie tylko po stanach spelniajacych warunek energetyczny;,
aI'(E,V,N,AFE) jest liczba takich stanéw. Entropie definiujemy analogicznie jak w przypadku
klasycznym:

S(E,V,N)=kglnT'(E,V,N,AFE). (2.3)
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Zesp6l kanoniczny. W zespole kanonicznym prawdopodobienistwo stanu wlasnego energii

jest proporcjonalne do czynnika Boltzmanna:

—BE)

e 1

_ _ —BE

D = 7 p——Z Ek e Pk |ag) (ol -

Poniewaz jednak
e M ag) = e 7Pk Jay)

to wynik ten mozemy zapisa¢ w postaci operatorowe;j:

e BH

P="7

gdzie suma statystyczna jest dana przez

7 =Tre PH = Ze_BE’“.
k

Jezeli poziomy energii maja degeneracje g(E,), to te sama sume mozna zapisa¢ jako

Z = Zg(En)e_ﬂE".

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

gdzie suma jest tym razem nie po stanach kwantowych ale po poziomach energetycznych, a

g(E,) jest degeneracja poziomu E,,.

Zespo6t wielki kanoniczny. W zespole wielkim kanonicznym uktad moze wymieniaé z oto-
czeniem zarowno energie, jak i czastki. Wprowadzamy operator liczby czastek N. Wspdlne stany

wlasne hamiltonianu i operatora liczby czastek oznaczmy przez |y k):

Hlong) = Englang),  Nlong) =N ayg) -
Prawdopodobienstwo takiego stanu jest proporcjonalne do
e BENk—nN)

Dlatego operator gestosci ma postaé

1 _ _
p== Ze B(EN k—pNN) lan k) (an |-
= Nk

W zapisie operatorowym

p =

—_
—
—

gdzie wielka suma statystyczna wynosi

= — Ty BH-uN) _ S e BNk,
N,k
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3 Kwantowe gazy doskonalte. Nierozréznialnos¢.

I am he as you are he as you are me and we are all
together”
— The Beatles, I Am the Walrus

3.1 Kwantowe gazy doskonale

Kwantowym gazem doskonalym nazywamy uklad nieoddzialujacych czastek. Oznacza to, ze
hamiltonian uktadu NN czastek mozna zapisa¢ jako sume hamiltonianéw jednoczastkowych:

N
H(1,...,N)=>_ Hy(i), (3.1)
=1

gdzie Hy(i) dziala na zmienne i-tej czastki. Hamiltoniany jednoczastkowe komutuja ze soba, a
wiec problem wieloczastkowy mozna zbudowaé z rozwiazan problemu jednej czastki:

HoUp = €, Uy (3.2)

Indeks k oznacza tutaj zestaw liczb kwantowych opisujacych stan jednoczastkowy.

Poniewaz czastki kwantowe sa nierozréznialne, nie pytamy, ktoéra czastka znajduje sie w
ktorym stanie. Sens fizyczny ma jedynie pytanie, ile czastek obsadza dany stan jednoczastkowy.
Stan wieloczastkowy opisujemy wiec przez liczby obsadzen

ng. (3.3)

Dla danego zestawu liczb obsadzen calkowita liczba czastek i energia uktadu wynosza
N = an, E= Z €L (3.4)
k k

Dopuszczalne wartodci ny zaleza od rodzaju czastek. Dla fermionow, czyli czastek o spinie
potéwkowym, obowiazuje zakaz Pauliego:

ng = O, 1. (35)

Dla bozonéw, czyli czastek o spinie catkowitym, jeden stan jednoczastkowy moze byé¢ obsadzony
dowolna liczba czastek:
n=20,1,2,.... (3.6)

Opis przez liczby obsadzen jest szczegdlnie prosty dla gazu doskonalego, poniewaz energie sta-
noéw jednoczastkowych sa okreélone raz na zawsze przez objetos¢ i warunki brzegowe. Nie zaleza
one od tego, ile czastek znajduje sie w innych stanach. Sumujac po liczbach obsadzen, automa-
tycznie uwzgledniamy nierozrdznialnosé czastek. Dla czastek rozréznialnych ta sama konfiguracja
obsadzen odpowiadalaby wielu réznym przypisaniom czastek do standéw, a wiec pojawilyby sie
dodatkowe czynniki kombinatoryczne.

Zatézmy, ze mamy dwie czastki oraz trzy dostepne stany jednoczastkowe, oznaczone przez
1,2,3.
Dla czastek rozréznialnych, ktére roboczo oznaczymy przez A i B, mozliwe przypisania sa
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nastepujace:

1 2 3
AB| — | —
AB | —

- | — | AB
A | B | —
A| - | B
- | A | B
B | A | -
B| - | A
- | B | A

Mamy trzy przypadki, w ktérych obie czastki znajduja sie w tym samym stanie, oraz szes¢
przypadkéw, w ktoérych znajduja sie¢ w stanach réznych.

Dla bozonéw przypisania A, B oraz B, A nie sa odrebnymi stanami fizycznymi. Liczymy tylko
konfiguracje obsadzen:

11213
21010
01210
0102
1111]0
1101
0111

Sa trzy konfiguracje z podwdjnym obsadzeniem jednego stanu i trzy konfiguracje z czastkami
w roznych stanach.
Dla fermionéw podwdjne obsadzenie jednego stanu jest zabronione:

O = | =
— O | N
— = Ol W

Nie ma wiec zadnej konfiguracji, w ktorej dwie czastki zajmuja ten sam stan jednoczastkowy.
Poréwnajmy teraz wielko$é

_ liczba przypadkéw, w ktorych dwie czastki sa w tym samym stanie

. 3.7
liczba przypadkéw, w ktorych dwie czastki sa w réznych stanach (3.7)
Dla trzech rodzajéw statystyki dostajemy
3 1 3 0
=—-== =—-=1 =-=0. 3.8
Uklas 6 9’ UBE 3 ) UFD 3 ( )

W tym prostym przyktadzie widaé¢ juz charakter statystyk kwantowych: bozony tatwiej obsa-
dzaja wspélny stan niz czastki klasyczne, natomiast fermiony nie moga tego zrobi¢ w ogdle.

3.2 Wielka suma statystyczna w jezyku liczb obsadzen

Dla kwantowych gazéw doskonalych najwygodniejszy jest wielki zespdét kanoniczny, bo sumy
po liczbach obsadzen latwiej sie liczy, gdy nie ma gérnego ograniczenia na N. Wielka suma
statystyczna ma postaé

[e.9]

E(T,V,p) =Y Y exp[-B(Eni— uN)], (3.9)

N=0 1
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gdzie En; jest energia catego ukladu ztozonego z N czastek w i-tym stanie wieloczastkowym.

Przejdzmy teraz do liczb obsadzen. Dla ustalonej liczby czastek N sume po stanach wie-
loczastkowych mozna zapisaé¢ jako sume po wszystkich konfiguracjach obsadzen, z warunkiem
narzuconym przez delte:

%f“)%;%"‘(s(;nkd\[)E{%}(S(;nk_]v)‘ (3.10)

Symbol §(>°, ni — N) to delta Kroneckera wycinajaca ze wszystkich kombinacji {n;} te, w
ktorych catkowita liczba czastek jest rowna N. Wielka suma statystyczna przyjmuje wiec postaé

= i > 5(27% - ZW) exp [—ﬂ <zk: nper — ;W)] . (3.11)

[1]

Zamieniamy teraz kolejnos¢ sumowania. Delta wymusza N = ), ny, ale wczesniej sumujemy po
wszystkich N wiec w efekcie nie ma zadnych ograniczen na liczby obsadzen. Dostajemy zatem:

E= Z exp l—ﬁan(ek - u)] . (3.12)
k

{nx}

Teraz korzystamy z tego, ze wykladnik jest sumag wktadéw od poszczegdlnych stanéw jedno-
czastkowych. Eksponenta sumy zamienia sie wiec na iloczyn:

= Z HGXP [—Bng(er — p)] = Z e—Pna(er—p) Z e Prz(ea—p) (3.13)
ni na

{np} k

Wprowadzajac oznaczenie
Er =Y exp[—fng(er — p)], (3.14)
ng

dostajemy

[1]
[1]

-1

k

k- (3.15)
Dalszy rachunek zalezy tylko od tego, jakie wartoéci ny sa dozwolone.

Fermiony. Dla fermionéw ng = 0,1, wiec

1
Ei — Z {e—ﬁ(ﬁk—ﬂ)]nk =14 e Blex—n), (3.16)
TLkZO
Wprowadzajac aktywnoscé
2= e (3.17)
mozemy zapisa to jako
=l =14 ze P, (3.18)
Bozony. Dla bozonéw ni =0,1,2,..., wiec otrzymujemy szereg geometryczny:
ob _ N [-Ble—m]™ 1 3.19
=3 [ =i (3.19)
nE=0
Cazyli
1
=b _
== T (3.20)
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Szereg geometryczny jest zbiezny tylko wtedy, gdy

6_6(6k _N) < 1,

a wiec
n < €.

(3.21)

(3.22)

Warunek ten musi zachodzié¢ dla kazdego stanu jednoczastkowego. Jesli energie stanu podstawo-

wego wybierzemy jako eg = 0, to dla bozonéw
w<0.
Oba wyniki mozna zapisa¢ w zwarty sposob jako
-1
EII:D =1+ ze P, EEE = (1 — ze‘ﬁe’“) )
Albo, uzywajac gérnego znaku dla fermionéw i dolnego dla bozondw:
+1
Ei’b = (1 + ze_ﬁg’“) .

Stad

Efp = H (1 + ze_’BE’“>jEl

k

3.3 Cisnienie i $rednie liczby obsadzen

7 wielkiego zespolu kanonicznego wiemy, ze
Q= —kpTlog=.

Dla jednorodnego uktadu
Q=—pV,

a wiec
pV =kpTlog=.

Korzystajac z faktoryzacji wielkiej sumy statystycznej, otrzymujemy dla fermionéw

pV = kBTZIOg (1 + e_ﬁ(ek_“)) ,
k

a dla bozonéw
pV = —kpT Y log (1 - 6_6(6’“_“)> .
k

Srednia liczba czastek wynika z pochodnej po aktywnosci:

-
(N) = zalog_.

Poniewaz

logZsp = iZlog (1 + ze*’&’“) ,
k

dostajemy
0 —Be
(N) = j:za Ek log (1 + ze7P ’“) .
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(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)



Po zrézniczkowaniu:
Ze_ﬂek

(N) = Zk: TE zo—Per” (3.35)

Poniewaz N = )", ng, to réwniez

(N) = (ng). (3.36)

k

Wyrazenie pod sumg powinno byé¢ zatem $rednia liczba obsadzen danego stanu jednoczastko-
wego:

1
<nk> = Ble—m) 1 (337)
Gorny znak odpowiada fermionom:
1
f_
<nk> = Blen—n) +1 (3.38)
a dolny bozonom:
1
b _
<nk> - eBlen—m) —1° (339)

Sa to odpowiednio rozktad Fermiego-Diraca i rozklad Bosego-Einsteina. Dla fermionéw natych-
miast widaé, ze

0 < (mg)f <1, (3.40)
zgodnie z zakazem Pauliego. Dla bozonéw $rednia liczba obsadzen moze by¢ dowolnie duza, gdy
p zbliza sie do energii stanu podstawowego.
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