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Zadania mozesz wykonywa¢ jako oddzielne skrypty .py lub w notatniku
jupytera .ipynb, chyba ze tres¢ zadania wskazuje inaczej.

Zadania wzorowane na Serii 13 zadan autorstwa Barttomieja Zglinickiego
(https://www.fuw.edu.pl/ bzglinicki/teaching/plr/zadania/seria-13/),
udostepnionej na licencji CC BY 4.0..

1 Kwadratury

Kwadratury to metody numeryczne oszacowania catki

b

1(f,a,0) = [ f(a)da. M
Zazwyczaj sprowadzaja sie do podzielenia odcinka [a,b] na punkty zp <
ry < -+ < xy, gdzie zyp = a i xy = b. Warto$¢ catki I(f,a,b) jest sza-
cowana na podstawie wartosci funkcji f(xy), dodawanych z odpowiednimi
wagami i mnozonych przez odlegtosci miedzy punktami x;. W szczegélnosci
nie potrzebujemy mieé¢ postaci funkeji f(x), wystarcza nam same wartosci
w punktach z, wiec mozemy na przyktad caltkowaé¢ dane eksperymentalne
czy wyznaczone numerycznie.

Jest bardzo wiele sposob6w na rozwiazanie tego problemu, jak przybliza-
nie funkcji f réznego rodzaju wielomianami, rézne strategie doboru punktow
xy, itp. Kilkadziesiat z nich jest opisanych w [1] (gtéwnie w rozdziale 4).


https://www.fuw.edu.pl/~bzglinicki/teaching/p1r/zadania/seria-13/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

2 Zadania

Zadanie 1. Metoda trapezow
Metoda trapezéw polega na réwnomiernym rozstawieniu punktéw xy:
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a:k:a—i—Ta-k:ajLAac-k, (2)

i oszacowaniu caltki z funkcji f przez sume pél trapezéw o bokach f(xzy)
i podstawach Ax:
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Rysunek 1: Oszacowanie catki I(f, a,b) = ff f(z)dx metoda trapezow.

Robigc seri¢ przeksztatcen mozna pokazaé, ze metoda trapezéw szacuje
catke I jako:
Axr &
I(f,a,b) = 5 Z(f(xk—l) + f(%)) . (3)

k=1
Korzystajac z tej metody oblicz catke:

10 1
log(10) = / “de, (4)
1
i poréwnaj wartosé¢ z dana przez funkcje np.log, dla réznych wartosci N.
Zadanie 2. Metoda Simpsona %

Metoda Simpsona % wykorzystuje ten sam rozstaw punktow, co metoda
trapezow , przy czym liczba punktéw musi byé nieparzysta. W tej
metodzie punkty x grupuje si¢ w trojki, po czym przez kazda trojke punktow
przepuszcza sie parabole majaca przyblizy¢ ksztalt funkeji f(x). Catke z f(x)
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szacuje sie wtedy przez sume catek z tych paraboli, ktére mozna juz obliczy¢
analitycznie:

@ — f@)
~ 1

AN

_—

Rysunek 2: Oszacowanie catki I(f,a,b) = [° f(z)dz metoda Simpsona 3.

Robigc serie przeksztalcen mozna pokazaé, ze metoda Simpsona % szacuje
catke I jako:

V2 4 1
I(f,a,b) = A 5/ T2k—2) T 5] (T2k—1 5/ (T2 =
(i 0) 80 32 (5 (@aeca) + g (o) + 5 o)

= A (G (w0) + G fo0) 5 () + 5 Flas) + 5 (@) 4o 5 Flana) + 5 f

. N/2 N/2—1
:A?)(f(a)+42f($2k—1)+2 > f($2k)+f(b))a (5)
k=1 k=1

gdzie korzystam z faktu, ze xo = a i xzy = 0.
Korzystajac z tej metody oblicz catke:

T 1
4_/0 1+$2dx, (6)

i poréwnaj z wartoscia 7/4 dana przez numpy, dla réznych wartosci N. Pa-
mietaj, ze aby liczba punktéow byla nieparzysta, N musi by¢ parzyste (xj
numerujemy od zera).

Na przysztosé: Istnieje wiecej metod Simpsona, zwykle nazywanych od
utamka, ktéry da sie wyciagna¢ przed sume (na przyklad metoda %), ktore
przyblizaja funkcje f(x) wielomianami wyzszego rzedu. Metody te maja jed-
nak inne wymogi co do liczby punktéw z; (na przyktad w metodzie % to musi
by¢ (liczba podzielna przez 3) + 1).




Zadanie 3. quad

Biblioteka scipy posiada funkcje do catkowania numerycznego (kwadra-
tur) scipy.integrate.quad, ktéra implementuje szereg algorytméw do catl-
kowania z Fortranowej biblioteki QUADPACK. Funkcja ta sama dobiera sobie
rozktad punktéow xy, szacujac blad i starajgc sie utrzymaé go ponizej za-
danego poziomu. Zwraca krotke (szacunek_caltki, niepewnosé). Korzystajac
z tej funkcji, oblicz catki z poprzednich zadan.

Funkcja quad pozwala tez na catkowanie po nieskonczonych przedziatach.
Robi to stosujac zamiane zmiennych, ktora rzutuje nieskoniczony odcinek na
skonczony (na przyktad funkcja 1/x rzutuje odcinek [0, 1] na [1, oo]). Korzy-
stajac z funkcji quad oblicz catke:

\/j = /OOO e dx, (7)

i poréwnaj z wartoscia 1/7/2 dana przez numpy.

Zadanie 4. Caltkowanie analityczne biblioteka sympy

Biblioteka sympy pozwala na obliczenia symboliczne w pythonie, w po-
dobny sposéb jak Wolfram Mathematica. Uruchomiona w jupyterze wyswie-
tla napisane réwnania za pomocg IX¥TEXa. Korzystajac z tej biblioteki oblicz
analitycznie catki z pozostatych zadan.

Kilka przydatnych obiektéw /funkeji z biblioteki sympy:

e x = sympy.symbols(’x’) — tworzy zmienng x, z ktérej mozna budo-
wal wyrazenia,

e sympy.sqrt, sympy.exp — odpowiedniki funkcji v/ czy exp,
e sympy.oo — nieskonczonos¢ oo,

e sympy.Integral(f, (zmienna, a, b) —calkaz wyrazenia f po zmien-
nej zmienna od a do b. Wykonanie metody .doit() na tym obiekcie
zwraca wartos¢ catki.

Zadanie 5. Catkowanie Monte Carlo

Catkowanie Monte Carlo polega na losowaniu wielu punktéw na wybra-
nym obszarze i sprawdzeniu, jaka ich czes¢ wypadata pod catkowana krzywa.
Wylosuj N punktéw w kwadracie [0, 1] x [0, 1]. Policz, ile z nich znajduje sie
w ¢wiartce okregu o promieniu 1 i $rodku w punkcie (0, 0). Ten eksperyment
odpowiada obliczeniu catki

szolm(ix. (8)
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https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.quad.html
https://www.sympy.org/en/index.html
https://docs.sympy.org/latest/tutorials/intro-tutorial/intro.html#a-more-interesting-example

Powtérz caty procedure M razy. Na podstawie M eksperymentow oblicz
spodziewang warto$¢ 7 i odchylenie standardowe.

Do losowania punktéw mozesz skorzysta¢ z np.random.rand.

Rysunek 3: Oszacowanie catki I(f,a,b) = [° f(x)dz metoda Monte Carlo.
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