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1 Metody numerycznego rozwigzywania rOw-
nan rézniczkowych [1]
Czesto spotykamy sie rownaniami rézniczkowymi typu:

y(t) = ft,y(t)), (1)

ktore sg zbyt ztozone, by rozwiazac je analitycznie. Rozwiazywanie nume-
ryczne polega na oszacowaniu wartosci funkcji y(¢) w wybranych punktach
tn, zwykle rozstawionych co krok czasowy At. Zwykle oznaczamy y,, = y(t,).
Zakladamy tez, ze znamy wzér f(t,y) dla dowolnych y i ¢. Istnieje wiele
sposobéw na podejscie do tego problemu. Ponizej opisze dwa.

1.1 Metoda Eulera

Metoda Eulera jest najprostszym podejsciem:

Ynt1 = Yn + f(tna yn) At (2)

Szacujemy, ze warto$¢ funkeji y po kroku czasowym At, to jej obecna wartosé
+ pochodna razy At. Ta metoda jest bardzo prosta, ale szybko akumuluje
btedy, bo przybliza y tylko do pierwszego rzedu. Blad po jednym kroku cza-
sowym jest rzedu O(At?).

1.2 Metoda Runge-Kutty 4. rzedu

Metoda RK4 jest jedna z najpopularniejszych metod numerycznego rozwia-
zywania réwnan rézniczkowych. Polega na wykonaniu czterech potkrokow,



ktore po dodaniu z odpowiednimi wagami daja oszacowanie ,11. W tej me-
todzie:

1
yn+1 = yn —|— é(kl —|— 2]{52 —|— 2]€3 + ]f4) . At, (3)
gdzie:
kl = f(tm yn) )
JAN? k
k? = f(tn+2ayn+21At> )
(4)
At k
k3 = f(tn+2ayn+22At> )

ky = f(tn + At yn + ksAt) .

Polecam przeliczy¢ sobie w domu, ze po podstawieniu tych wszystkich wzo-
row wyjdzie rozwiniecie Taylora czwartego rzedu:

1 1 1
Yns1 = y(tn) + ¥ (tn) At + iy”(tn)At2 + gy’”(tn)At3 + 2711/’”(%)&4 . (5)

Ta metoda pozwala na rozwiniecie funkcji do czwartej pochodnej, znajac
tylko wzér na pierwsza. Jednoczesnie, do obliczenia wartosci w nastepnym
kroku czasowym, wystarczy wywotaé funkcje f(y,t) tylko cztery razy. Blad
po jednym kroku jest rzedu O(At5).

1.3 Roéwnania wyzszego stopnia

W fizyce czesto spotykamy sie z réwnaniami rézniczkowymi zawierajgcymi
wyzsze pochodne, na przyktad druga:

y'(t) = [t y(t),y'(1)). (6)

Takie rownania da sie zawsze sprowadzi¢ do uktadu réwnan pierwszego stop-
nia. Wprowadzmy nowsa niewiadoma:

v(t) =y'(t). (7)
Wtedy réwnanie @ mozna roztozy¢ na uktad dwoch sprzezonych réwnan
pierwszego stopnia:
y'(t) = o(t),
v(t) = ft,y(t),v(1)),
co mozna jeszcze wygodniej zapisa¢ na wektorach:

u'(t) = F(t,u(t)), (9)

(8)

gdzie u(t) = [y(t), v(t)]. Takie réwnania mozna juz rozwiazywaé powyzszymi
metodami.



2 Zadania

Zadania mozesz wykonywac jako oddzielne skrypty .py lub w notatniku ju-
pytera .ipynb, chyba ze tres¢ zadania wskazuje inaczej.

Zadania wzorowane na Serii 11 zadan autorstwa Barttomieja Zglinickiego
(https://www.fuw.edu.pl/ bzglinicki/teaching/plr/zadania/seria-11/),
udostepnionej na licencji CC BY 4.0..

Zadanie 1. Wahadlo matematyczne
Wahadlo matematyczne (punktowa masa na koncu niewazkiego preta)
opisuje réwnanie: )
d<d
=t %sm(e) ~0, (10)
gdzie 0 to wychylenie wahadta od pionu, g to przyspieszenie grawitacyjne, a
[ to dtugos¢ ramienia wahadta.

a) Zasymuluj zachowanie wahadta na przedziale czasowym [0, teq] dla wy-
branego poczatkowego wychylenia 6 i predkosci katowej wg. Wykorzy-
staj metody Eulera i RK4 dla takiego samego kroku czasowego.

Dla obu metod zrob wykresy:

1. wychylania w czasie 6(t),

2. trajektorii w przestrzeni fazowej w(#).

b) Biblioteka scipy posiada funkcje do numerycznego rozwiazywania row-
nan rozniczkowych : scipy.integrate.solve_ivp. Funkcja ta pozwala
na rozwiazanie réwnania kilkoma metodami (standardowo Runge-Kutta
4. rzedu), inteligentnie zmieniajac dtugos¢ kroku czasowego, by osza-
cowany btad nie przekroczyl zalozonej granicy. Rozwiaz rownanie wa-
hadta matematycznego ta funkcjg i dodaj jej wykresy do tych z pod-
punktu a).

Zadanie 2. Symplektyczna metoda Eulera

Pewnie rzucito Ci si¢ w oczy, ze rozwiazania metoda Fulera z poprzed-
niego zadania mialy tendencje do zwiekszania amplitudy wahan z czasem.
Jest tak, poniewaz zwykta metoda Eulera (i RK tez, tylko wolniej) nie za-
chowuje poprawnie energii ukladu. Sprobuj zasymulowa¢ ten uktad po-
nownie, tym razem korzystajac z lekko zmodyfikowanej metody Eulera (zwa-
nej po angielsku semi—implicit Euler method lub symplectic Euler method):

Wnal = Wy — %sin(@n)At,

(11)
en-‘rl = Hn + Wn—i—lAt .
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Metoda ta rézni sie od zwyktej tylko tym, ze przy obliczaniu nowego kata
bierzemy nowa predko$é¢ (w,.1), a nie poprzednia (w,). Réznica wzgledem
oryginalnej jest rzedu O(At?), wigc nadal poprawnie przybliza ona rozwig-
zanie do pierwszego rzedu.

Metody tego typu (tzw. symplektyczne) lepiej zachowuja state ruchu.
Mozna je stosowaé tylko do rozwiazywania niektérych probleméw (tylko do
uktadéw Hamiltonowskich, wiecej o tym na Mechanice Klasycznej) i zwiek-
szaja inne rodzaje btedéw. Mimo to optaca sie z nich korzysta¢ w niektorych
sytuacjach, na przyktad przy symulowaniu orbit ciat niebieskich.

Zadanie 3. Model Lotki—Volterry

Model Lotki—Volterry opisuje ekosystem sktadajacy sie z dwoch popula-
¢ji: drapieznikow i ich ofiar. Niech x oznacza biezgca liczebnosé ofiar, a y—
drapieznikéw. Zmiany tych wartosci opisuja rownania Lotki—Volterry:

dj - ((l - by)l’,
dy
- (CI - d)y7
dt

gdzie a, b, ¢ i d to state parametry modelu.

Zasymuluj numerycznie ewolucje powyzszego uktadu stosujac dowolna/-e
z powyzszych metod i narysuj wykresy populacji w czasie (x(t) i y(t)) oraz
zaleznosci liczebnosci jednej populacji od drugiej (x(y)).

Zadanie 4. Oscylator Duffinga
Oscylator Duffinga to uktad opisany rownaniem:

d? d
T; + 5d;: + B + ar’ = v cos(wt) , (13)

gdzie x(t) to wychylenie oscylatora w czasie, a a, 3, 7, 0 1 w to stale para-
metry uktadu. Uktad ten jest chaotyczny — niewielkie réznice w warunkach
poczatkowych powoduja duze zmiany w jego zachowaniu.

Zasymuluj ewolucje polozenia z(t) i predkosci v(t) = @(t) uktadu dla
parametrow:

a=w=1, 8=-1, 0=0,2, v=0,3,
dla trzech zestawdéw warunkéw poczatkowych:

Lol = 0,99 To2 — 1 o3 — 1,01
vo1 =0, vo2 =0, vo3 = 0.

Wykonaj wykresy polozenia od czasu x(t) oraz fazowy v(z) tych przypadkdow.
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