Seria 3: RACHUNEK ZABURZEN

Grzegorz Jaczewski

Niniejsza notatka moze zawiera¢ bledy i niescistosci. Zachecam do dzielenia sie wszelkimi
uwagami.

Wprowadzenie

Zasadniczo w mechanice kwantowej mamy niewiele ukladéw ktore jesteSmy w stanie roz-
wigza¢ w sposob analityczny. Musimy zatem traktowac nasz problem w sposob przyblizony.
Zapiszmy og6lny hamiltonian

H=Hy+ \H, (1)

gdzie Hy to hamiltonian ktéry jesteSmy w stanie rozwigzaé¢ - znamy stany v, i energie E7(10)
takie ze:

Ho ) = B tbn) &)
a A\H' to niewielkie zaburzenie ktére dodajemy do naszego ukladu. Zakladamy, ze stany i ener-
gie wlasne hamiltonianu H

H ‘¢n> = En ‘¢n> ) (3)

mozemy rozwinag¢ w szereg ze wzgledu na maly parametr A

= iAiEy

| 4)
62 zx oy
gdzie
lim E,(\) = B,
A—0
)
lim |6, (V) = |#57) = [n) -

W pierwszym rzedzie rachunku zaburzenn mamy (wyprowadzenie: Deriving 1st Order Perturba-
tion Theory (Energy and Wavefunction Corrections))

E, =B + EY) = EQ) + (| H' [¢hy) ,
H' |1y
)=o)+ o) =+ 2 | “iof ) ©


https://youtu.be/ssHvt3VfnjY?si=dJloLn6H988EU4xp
https://youtu.be/ssHvt3VfnjY?si=dJloLn6H988EU4xp

W tym miejscu pojawia sie nastepujacy problem: co jesli dla pewnego k # n energie sa takie
) = Eéo) ? Widzimy, Ze powyzsza metoda zaczyna trzeszcze¢ jesli mamy do czynienia
ze stanami zdegenerowanymi. Zalézmy, ze

0
same, F/ ,g

Ho [tna) = B9 [tha) (7)
(0)

gdzie a przebiega od 1 do g,. Mamy zatem g,, stanéw o energii . Oczekujemy, ze wprowa-
dzenie zaburzenia zniesie degeneracje cho¢by czesciowo

H ‘¢nb> = En ‘¢nb> ’
b=1...4,, (8)
gfn < 9n

Nie jest jednak oczywiste do jakiej kombinacji liniowej

65)) = 3" Cha ) ©)
a=1

bedzie zbiegal stan ¢,,,(\) przy A — 0. Za chwile to ustalimy. Dodatkowo zakladamy, ze po-
prawki sa ortogonalne do stanu niezaburzonego

(o]0t =0, (10)
dla k > 1. Zapisujemy zatem réwnanie wlasne
H |¢nb> = kb, ‘¢nb> ) (11)
Ho + AH' AJE “ 12
(Ho + ) X' | (12)
=0
Wyrazy propocjonalne do \°
Ho |6)) = B [6'3)) (13)

odtwarzaja niezaburzone rownanie wlasne. Nas beda interesowaly poprawki pierwszego rzedu,
a wiec przyjrzymy sie doktadniej wyrazom proporcjonalnym do !

Ho|gSy)) + H'

ouy ) = B [65)) + BV oty ) - (14)

Pomnézmy lewostronnie przez (4| i uporzadkujmy wszystko

(tnal (Ho = ED) [65)) + (wnal (H' = BN |0l)) = 0 (15)

Na mocy réwnania (7) pierwszy wyraz znika i zostaje

(nal (H' = ED) [65)) = 0. (16)



Zapiszmy teraz qﬁg;)) jako kombinacje liniows stanéw wlasnych Hy o energii ET(LO)

gn
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a’'=1

an an
Z Char <1;Z)na’ H' ‘djna’) = Z Cba’Er(Ll) <¢na|wna’> .
a’'=1

a’'=1
WprowadZmy oznaczenie
WCEZ’) = <wna‘ Hl W}na’> :

Mamy zatem
9n In
S W Chw = 3 Coar BV (Wpalthnar)
a’'=1 a’'=1

gn gn
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a’'=1 a’'=1

an
N W = ENCh.
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Mozemy zapisa¢ to rownanie w postaci macierzowej

wme, = BN,

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

gdzie W) jest macierza g, X gn, a Cj wektorem o g,, sktadowych. Widzimy zatem, ze aby
otrzymac poprawki pierwszego rzedu do energii stanu zdegenerowanego musimy zbudowac
macierz W (zrzutowa¢ hamiltonian H' na podprzestrzen rozpieta przez zdegenerowane stany

wlasne Hj o takiej samej energii), a nastepnie znalez¢ jej wartosci wlasne.



Zadanie 1

Uklad pozioméw energetycznych jednoelektronowego stanu n = 2 w atomie litu rézni sie
istotnie od obserwowanego w atomie wodoru. Wystepujace ekranowanie jadra przez zamknie-
ta powloke n = 1 powoduje zaburzenie potencjatu kulombowskiego i zdjecie przypadkowej
degeneracji stanéw o danym n ale réznych /. Dla atomu wodoropodobnego energia potencjalna
elektronu w poblizu jadra moze zostaé przyblizona przez potencjal

Ze?
— 24
dmegr (24)
natomiast w duzej odlegloéci od jadra przez potencjat
2
e

— 25
dmegr (25)

wiec prostym przyblizeniem takiego potencjatu jest funkcja:

2 Z—1)e? _u»

H/ — € _ ( )8 efbg (26)

dmegr 4megr

gdzie b jest parametrem, ktory nalezy dobraé¢ na podstawie danych doswiadczalnych, a a to
promien Bohra. ZnaleZz¢ zaburzenie energii stanéw n = 2 atomu wodoropodobnego o Z = 3
wywolane powyzszg modyfikacja energii kulombowskiej. Wyznaczone doswiadczalnie energie
stanow w atomie litu wynosza: Fo, = —3.53 eV, Fyy = —5.37 eV, F3, = —2.00 eV, E3, =
—1.54 eV, E3q = —1.51 eV. Funkcje falowe atomu wodoru

wnlm(rv 0, 90) = Rnl(r))/lm(ev SO)

1 T
Rip(r) =2 sep |-
1 r
=2 1— — -
Bzo(r) (2a)3 ( 2a) exp( 2a>
2 1 T
Ro1(r) = 73 (2a)3 2 €xp <_2a> (27)
1
%0(07 So) =
47
Vio(6, ) = 1/~ cos6
100, ¥) = pp CO8
3 )
Yia1(0,9) = |/ = sinfe**
8
Przydatna catka
o n_—cr n!
/0 rte” “dr = s (28)



Jak wiemy z wprowadzenia, zeby znaleZ¢ poprawki do energii stanu zdegenerowanego musimy
najpierw zbudowa¢ macierz zaburzenia. Dla liczby kwantowej n = 2 szukamy zatem wartosci
wyrazenia

(2lm| H' |2U'm") . (29)

Jako, ze H' zalezy jedynie od zmiennej r to mamy
(2im| H"|2U'm") = 66y (Roy| H' |Roy) = Hy,. (30)

Widzimy zatem, Ze nasza macierz zaburzenia bedzie miala jedynie elementy diagonalne. Do-
datkowo beda one zalezaly jedynie od liczby kwantowej [ (dla ustalonego n = 2). Mozemy
zatem zapisa¢ macierz zaburzenia jako

Hy 0 0 0
0

0w 0 o
=10 o m o 1)
0 0 0 H

gdzie przyjmujemy nastepujacg kolejno$¢ stanow: [200) , |210) , |21 — 1), |211). Jako, ze nasza
macierz jest juz diagonalna to elementy Hj, oraz H; od razu daja nam poprawki pierwszego
rzedu. Widzimy zatem, ze stan z [ = 0 dostaje inng poprawke od stanoéw z ! = 1 - degeneracja
z 4-krotnej zmienia sie w 3-krotna. Pozostaje teraz wyznaczy¢ wartosci tych poprawek.

Hy = (Raol H' [Rao) = [~ Ro(r) Roo (1) H'(r)rdr =

e2 /°° r2 n r3 ( b+1 )d
=— r——+—|exp(— r | dr.
4dmeg Jo a  4a? P a

Powyzsza catke mozemy robi¢ na sume trzech calek i kazdg z nich obliczy¢ uzywajac wzoru
(28). Ostatecznie dostajemy wynik

(32)

20" +1
H)y = —Ry——— 33
20 Y(b+ 1)47 ( )
gdzie Ry to stala Rydberga

2

e
Ry = ~ 13,6 eV. 34
Y = Sreea ,6¢€ (34)

Analogicznie obliczamy H,

(35)

Hyy = (Roa| H'[Rer) = [ Ry (1) Roa (1) H' () =
1
1"> dr = Ry —++

e? /OO 3 < b+1
= r’exp (| — :
48mega® Jo P (b+1)4

Pozostaje teraz wyznaczy¢ warto$¢ parametru b. Jako, ze nasz model najlepiej radzi sobie z
opisem stanéw o malej gestosci w poblizu jadra, postuzymy sie energiami wyznaczonymi do-
$wiadczalnie dla stanéw 2p. Dla litu mamy

E3 = -3,53¢€V, (36)



a dla wodoru

_ R
EZ=) = —n%' — —3,38eV. (37)

Widzimy, ze réznica miedzy energig stanu niezaburzonego (stan n = 2 atomu wodoru), a
energig stanu zaburzonego (stan 2p atomu litu) wynosi

EJ= — E/=) = —0,15eV. (38)
Zadamy, zeby zachodzito
H), = —0,15€V. (39)

Podstawiamy H); i otrzymujemy

~Ry———; = —0,15 €V 40

b=2,08. (41)
Teraz mozemy podstawi¢ b do wyrazenia na Hb, i dostajemy
Hby = —1,43 eV. (42)

Mamy zatem
EZ73 = BEZ7 + Hjyy = —4,83 eV, (43)

QZS?{;p = —9, 37 eV. Po uzyciu tego samego

potencjatu i warto$ci b do obliczenia poprawek stanu n = 3 otrzymujemy:

gdzie warto$¢ mierzona eksperymentalnie wynosi E.

Stan Eksperyment Teoria

2s -5,37 eV -4.83 eV
3s -2,00 eV -1,77 eV
3p -1,54 eV -1,53 eV
3d -1,51 eV -1,51 eV

Czyli potencjat ten dobrze opisuje poprawki do standw p i d, a raczej stabo do standéw s.

Zadanie 2

Atom litu zostal umieszczony w stalym, jednorodnym polu elektrycznym E | 2. Postugujac
sie modelem atomu litu opisywanego zaburzeniem do potencjatu atomu wodoru

2 (Z-De .
€ _( )8 e—bg (44)

H =—
4dmegr 4megr

Znalez¢ rozszczepienie 4-krotnie zdegenerowanego poziomu odpowiadajacemu gtéwnej liczbie
kwantowej n = 2. Przedyskutowac przypadek stabego i silnego pola elektrycznego. Potencjat
zaburzajacy pochodzacy od pola elektrycznego mozna przedstawi¢ w postaci:

H" = e€z = eErcos . (45)



Harmoniki sferyczne mozna zapisa¢ w rozseparowanej postaci Y;,,,(6, ) = O, (0) P (),
gdzie

O00(0) = Jli

O10(0) = \/3(:089

®1i1(9) = \/jsinﬁ (46)

Do(p) = Vo
q):l:l( ) _ $\/:;77T6:|:i§0

W tym wypadku na zaburzenie skladaja si¢ dwa czlony: H' i H”. Macierz zaburzenia pocho-
dzaca od H' znalezli$my juz w poprzednim zadaniu:

Hy 0 0 0
o Hy 0 0
W=1lv0o o m, o (47)
0 0 0 Hy
, gdzie
Hyy = —1,43 eV
20 (48)

Hy = —0,15¢eV.
Potrzebujemy jeszcze macierzy pochodzacej od H”, a wiec szukamy elementéw macierzowych
<2lm’ H" ’2l,m/> =ef <R2l| r |R2l/> <®lm| cos |®l’m’> Omm - (49)

Okazuje sie, ze wszystkie elementy diagonalne beda znikaty:
(BOpo| cos b |Ogg) = ;/Oﬂ cosfsinfdf =0
(10| cos b 019) = 2/(: cos® fsin 0df = 0 (50)
(©141]cos0|O141) = i/oﬂ cos fsin® #df = 0.

Zostaja zatem jedynie elementy pozadiagonalne odpowiadajace stanom o réwnej liczbie kwan-
towej m:
(210 H” |200) = (200| H” |210) = —3e&a. (51)
Mozemy zatem zapisa¢ kompletna macierz zaburzenia
H)y —3eEa 0 0
—3efa  Hby 0 0
0 0 H) 0
0 0 0 Hy

W:



Widzimy, ze dodatkowe zaburzenie w pierwszym rzedzie nie wplywa na stany |21 + 1) i pozo-
staja one zdegenerowane. Zeby znalez¢ poprawki do energii musimy zdiagonalizowa¢ macierz

Hy,  —3e€a
(365@ H),. ) (3)

Szukamy zatem wartos$ci wlasnych A

(Hjyy — N)(Hy — ) — 9e*E%a® = 0, (54)
N — N(Hyg + Hby) + HygHb — 9e2E%a® = 0, (55)
Hig + Hjy & \/(Hyy + Hiy)? — A(Hbo Hb, — 9¢2€2a2)
o 2 (56)
Hyy + Hyy %/ (Hby — Hj,)? + 36626202
= 5 )
Poéwiecmy teraz chwile na analize wyrazenia
V/(Hbo — Hb,)? + 36626202, (57)
W przypadku gdy pole elektryczne jest silne
6eEa > |Hbyy — Hby,|, (58)
mozemy zapisaé
(Hao — H3)?
\/(Hé[) — Hél)2 + 36e2E2%a2 = 6650,\/1 + W ~ 9

1 (HéO Hél)2
~ 6e& 1+
Ge a( * 2 36e2&%a? ’

gdzie skorzystaliSmy z przyblizenia funkcji v/1 + x przez pierwsze dwa wyrazy szeregu Tay-
lora

1
\/1—1—:1:%14-537. (60)

Dla silnego pola elektrycznego dominuje czton 6e£a - poprawka do energii zalezy zatem w
sposéb liniowy od pola elektrycznego - mamy zatem do czynienia z liniowym efektem Starka.
Mozemy postapi¢ podobnie dla przypadku stabego pola elektrycznego

6efa < |Hyy — Hyy|, (61)

36e2£2¢2
\/(Héo — Hj)? +36e2E%a% = [Hy, — Hél‘\/l + ( .

H/ _ H/ 2 ~
' y 252 ) 20 21) (62)
%|H50—H§1‘(1+2( cea )

Hyy — Hj,)?



Dla stabego pola elektrycznego poprawka zalezy od kwadratu pola elektrycznego - jest to kwa-
dratowy efekt Starka. Warto réwniez rozwazy¢ jakie stany beda stanami wlasnymi macierzy
W. Beda to z pewnoscig stany |21 — 1) i |211), jako ze macierz W jest diagonalna w podprze-
strzeni span{|21 — 1), |211)}. A wiec pozostaja one stanami wlasnymi hamiltonianu nawet po
wprowadzeniu zaburzenia. Macierz W ma jednak elementy pozadiagonalne w sektorze odpo-
wiadajacym podprzestrzeni span{|200) , |210)}. Oznacza to, ze nowe wektory wlasne beda jaki-
mi$ kombinacjami stanéw |200) , |210). Dla ulatwienia rachunkéw wréémy do rezimu silnego
pola elektrycznego 6ea > |Hy, — Hj,|. Musimy zatem wyznaczy¢ stany wlasne macierzy

danej wyrazeniem (53)
Hyy— A+ —3e€a vy (0
—3e€a  Hhyy — Xy \ve) \0O)°

(Hbyy — Ap)vy — 3e€avy =0
—3efavy + (Hy — Ap)va =0

Dostajemy uktad rownan

Vo 3efa V1.

HY o~ At
— 20
V2 = TB3cgq V1
~ Hl, -t

2 = 3efa v1

vy = 3efa V1.

HY, — 5 (Hyo+Hby, £6eEa)

1
{’Uz _ §(Hé0_Hé1):F3€€a’U

{ . Héo—%(HéO—l—Hél:tGeEa)

3efa 1
— 3efa v
%(HélfHéo)$Be£a L

U2

Jako, ze zakladamy 6e€a > |Hy, — Hj, |, to ostatecznie otrzymujemy

v2 = FU1
V2 = FU1.
Oznacza to, ze poprawce do energii A odpowiada stan

|200) — |210)
\/§ )
a poprawce A_
|200) + |210)

(63)

(68)



