Seria 2: SZEROKOSC LINIIl WIDMOWYCH

Grzegorz Jaczewski

Niniejsza notatka moze zawiera¢ bledy i niescistosci. Zachecam do dzielenia sie wszelkimi
uwagami.

Zadanie 1
Wspdlezynnik absorpcji materiatu zalezy od dlugosci fali $wiatta w nastepujacy sposoéb:
A=)
A) = —In2-(2- 1
a()) Oéoexpl n2- ( M)], 0

gdzie ag = 1 cm™!, A) ma sens pelnej szerokoéci potéwkowej funkcji Gaussa. Jaka jest sze-
roko$¢é potowkowa linii absorpcyjnej zarejestrowanej dla ptytki wykonanej z tego materiatu o
grubosciach: a) 0,01 cm, b) 1 cm, ¢) 10 cm?

Do rozwigzania tego zadania postuzymy sie prawem Lamberta-Beera
I(\2) = Tpe™ @2, (2)

ktére opisuje zanik promieniowania o dtugosci fali A po przebyciu drogi z w materiale o wspot-
czynniku absorpcji a(\). Zalezno$¢ wspotezynnika absorpcji od dtugoéci fali przedstawiono na
Obrazku 1. Spodziewamy sie, ze widmo absorpcyjne (a wiec natezenie mierzone po przejsciu
przez cala grubos¢ probki d) rowniez zadane bedzie profilem gaussowskim (patrz Obrazek 2).
Warto$¢ I, odpowiada maksymalnemu wspolczynnikowi absorpcji a(\g) = . Mamy za-
tem
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Z prawa Lamberta-Beera wnioskujemy, ze I, = Iope™ 0%, a wiec
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Obrazek 1: Zalezno$¢ wspoétczynnika absorpcji od diugosci fali dla przyktadowych wartosci
ap=1cm™!, A\g = 600 nm, A\ = 80 nm.
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Obrazek 2: Przewidywany ksztalt widma absorpcyjnego.
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Dla malych wartosci d (np. 0,01 cm) stosujemy przyblizenie e ¢ ~ 1 — agd. Réwnanie (6)

przyjmuje wowczas postac
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Widzimy zatem, Ze jesli absorpcja jest mata to ksztatt linii absorpcyjnej odzwierciedla ksztatt
wspolczynnika absorpcji.

Jesli nie zrobimy zadnych przyblizen (np. dla d = 1 cm), to bezposrednio atakujemy réwnanie
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Po podstawieniu danych otrzymujemy wynik
OA = 1,18AN\. (16)
Widzimy zatem, ze wieksza absorpcja poszerzyla obserwowanga linie widmowa.

Dla duzych wartoéci d (np. 10 cm) przyblizamy e~*0? ~ 0. Réwnanie (6) przybiera postaé

2
% = exp [ag exp ( In2- <Z);\> ) d] , (17)
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Po podstawieniu danych liczbowych otrzymujemy

SA =1,96AM, (21)

a wiec mamy jeszcze wieksze poszerzenie obserwowanej linii.

Widmo absorpcyjne dla réznych grubosci probki
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Obrazek 3: Widma absorpcyjne dla réznych grubosci probki.



Zadanie 2

Znajdz ksztalt i szeroko$¢ widma gaussowskiego impulsu §wiatla, w ktorym zaleznosé nateze-
nia pola elektrycznego od czasu dana jest wzorem:

E(t) = Egeiote=t*/7* (22)

Podobnie jak w poprzednim zadaniu interesowac nas bedzie natezenie promieniowania elek-
tromagnetycznego. Natezenie jest zdefiniowane jako usredniony po czasie modul wektora Poyn-
tinga

. 1 = .
I=(5)) = (I B x B(#)])- (23)
Jako, ze dla fali elektromagnetycznej zachodzi
- |E
5 = £l (21)
c

oraz pola E i B sa do siebie prostopadte to zachodzi

I = —(E@®)]") = coc(|E@®)?). (25)
Hoc

Alternatywnie, zamiast z definicji wektora S mozemy skorzystaé z zaleznosci
3 (el + 5B (2o
=cu=c| ¢ —
270 2110 ’
wigzacej gestos¢ energii pola elektromagnetycznego u z modulem wektora Poyntinga. Zakla-
damy, ze pole elektryczne mozemy zapisaé¢ w postaci
E(t) = Ey(t)e™", (27)
gdzie Fy(t) zmienia sie powoli w stosunku do szybko oscylujacego e*°!. Mamy zatem

1(t) = eoc| Eo(t) *(|e™"[?). (28)

W tym miejscu musimy zachowac szczegdlna ostroznos$c. Naiwnie chciatoby sie policzy¢ sred-
nig jako

. 1T
(et ) = 2 / eieoteicntqy — 1, (29)
0
gdzie
2m

Musimy jednak pamietaé, ze polem ktore jest obserwowane w rzeczywistosci jest

E(t) = Eo(t) Re{ ™'} = Eq(t) cos(wot). (31)
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Jesli chcemy poprawnie usredni¢ po czasie, musimy porzuci¢ wygodng posta¢ e*“°" i przyjac,

ze
2/ 2 21 (T 1 2
I(t) = eoc|Eo(t)|*(cos”(wot)) = eoc|Eo(t)| T/ cos”(wot)dt = ieoc]Eo(tﬂ . (32
0
Od tej pory dla wygody bedziemy pisac
I(t) = Iye 2/ (33)

Podobnie jak w poprzednim zadaniu i tym razem wyznaczymy sobie szeroko$¢ potdéwkowa At
tego rozktadu. Jako, ze maksimum /(t) przypada na t = 0 i jest to funkcja parzysta to musi

zachodzié¢ At )
I{+— ) = =1 4
(£5) = 310 (9
e 28227 _ L (35)
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—2(At/2)?/7? = —1n2, (36)

At =7v2In2. (37)

Aby otrzyma¢ widmo promieniowania musimy obliczy¢ transformate Fouriera pola elektrycz-
nego
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co daje nam widmo
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Obliczamy szeroko$¢ potéwkows Aw wedlug znanej juz procedury
~ Aw INQ
I +— ) == 40
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1 Aw? 2
= Ti 7 41
S =T, (a)
A 2.2
m2 =247 (42)
8
1
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T
Zachodzi zatem
Aw - At =41n2 = const. (44)

Wynika z tego, ze im krotszy impuls tym szersze widmo zaobserwujemy. Jest to zaleznos¢ typo-
wa dla zmiennych powigzanych ze sobg przez transformate Fouriera. Jednym z jej przejawow
jest znana z mechaniki kwantowej zasada nieoznaczonosci.



Zadanie 3

Gaz atoméw emitujacych promieniowanie elektromagnetyczne o czestosci wg znajduje sie pod
ci$nieniem. Zakladajac, Ze sredni czas miedzy zderzeniami 7, jest duzo mniejszy od czasu zycia
atoméw w stanie wzbudzonym 7g,znalez¢é poszerzenie linii emisyjnej wskutek zderzen miedzy
atomami.

Zakladamy, ze atomy emituja promieniowanie pomiedzy zderzeniami

Epei“ot 0 < t < T,
E(t) = { o (45)

0, t>T,t<0,

gdzie T' czas po ktorym nastapilo zderzenie. W dziedzinie czgstosci mozemy zapisa¢ tranfor-
mate Fouriera pola elektrycznego

1T Fo .
E _ / E iwot —zwtdt _ (wo—w)T 1 7 46
() V2m Jo e e 2mi(wo — w) [6 } (46)

i analogicznie widmo

- - E2 . .
Ir(w) o |Er(w)|? = 0 E [2 = eileoe)T _ gmilwo-wT]. (47)
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Prawdopodobienstwo zaj$cia zderzenia w czasie t € [T, T + dT'] wynosi

dT
Pzderzem'e(t € [T7 T + dT]) = ?7 (48)
z
z kolei prawdopobienistwo braku zderzenia w tym czasie to
d
Pbrakzderzenia(t € [T7 T+ dT]) =1- ? (49)
z

Zeby I7(w) miato wkiad do catkowitego widma musza by¢ spetnione dwa warunki
1. zderzenie w czasiet = T
2. brak zderzenia w czasie 0 < ¢t < T

Jakie jest prawdopodobienstwo braku zderzenia w czasie 0 < t < T'? Podzielmy sobie odcinek
czasu T na N malych kawalkéw o dlugosci ot

T = Nét. (50)

W takim wypadku prawdopodobienstwo braku zderzenia w kazdym z tych matych przedziatow
czasu wWynosi

s\ N
Pbrakzderzema(T) = (1 - ) . (51)

Tz



Jako, ze musimy traktowaé czas jako zmienng ciggla musimy wzia¢ granice N — oo, 6t — 0,
Nét=T

s\ N T \V
Pbrakzderzenia(T) = lim (1 — > = lim <1 — ) = 67T/Tz. (52)

Tz

Mozemy zatem wycatkowa¢ catkowite widmo

- 0o dT
I(w) = / Ip(w)e T/m=—. (53)
0 Tz
Jest to prosta catka z funkcji eksponencjalnej, ktéra po uporzadowaniu daje nam wynik
- Iy
I = . 54
W= T ) o

Otrzymali$my zatem profil Lorentza, gdzie Aw = 1/7, = Ao;.



