Seria 1: CIALO DOSKONALE CZARNE

Grzegorz Jaczewski

Niniejsza notatka moze zawiera¢ bledy i niescistosci. Zachecam do dzielenia sie wszelkimi
uwagami.

Zadanie 1

Zaréwka o mocy P = 100 W znajduje sie¢ na wysokoéci d = 30 cm nad stolem.
(a) Jakie jest natezenie promieniowania w kierunku pionowym pod zaroéwka?

Jako, ze zakladamy, ze zaré6wko promieniuje w kazdym kierunku tak samo, a natezenie pro-
mieniowania I wyraza sie w W/m?, to natezenie w odlegtosci d od zrédta wyraza sie wzorem

P
= . 1
4rd? W
Po podstawieniu do wzoru otrzymujemy zaokraglony wynik
I = 88,42 W/m? (2)

(b) Tle fotonéw pada na 1 cm? powierzchni stotu w ciagu 1 s? Zaléz dla uproszczenia, ze kazdy
foton ma energie E; = 2 eV.

Liczba fotonéw N padajaca w czasie ¢ na powierzchnie S dana jest wzorem

15t

Nf:?f,

©)
gdzie dzielimy catkowitg energie docierajaca w czasie ¢ do powierzchni S przez energie poje-

dynczego fotonu.
Ny =2,8-10% (4)



Zadanie 2

Wyprowadzenie wzoru Plancka metoda Einsteina. Pokaz zaleznoéci miedzy wspotczynnikami
Einsteina absorpcji, emisji spontanicznej oraz emisji wymuszone;.

Chcemy wyprowadzi¢ wzor Plancka
8mhv? 1

a3 exp (Z—:’;) —1
gdzie wielko$¢ p(v)dv méwi nam o gestosci energii zwigzanej z obecnoécia promieniowania o

czestotliwosciach miedzy v a v + dv dla ciala doskonale czarnego. Catkowita gestos¢ energii
dana jest zatem wzorem

p(v,T) = (5)

u(T) = /OOo p(v, T)dv. (6)

Einstein w celu wyprowadzenia wzoru na p zapostulowat uproszczony model oddziatywania
promieniowania z materig. W ramach tego modelu mamy do czynienia z trzema mozliwymi
procesami: absorpcja fotonu, spontaniczng emisja oraz emisja wymuszong. Elektron absorbujac
foton wskakuje z poziomu o energii £} na poziom o wyzszej energii Fo. Elektron moze réwniez
spontanicznie spas¢ z poziomu 2 na poziom 1, emitujac foton lub zrobi¢ to pod wpltywem innego
przelatujacego obok fotonu (emitujac przy tym kolejny foton). Zaktadamy, ze jedynie fotony o
energii hv = Ey — E moga zosta¢ zaabsorbowane i wyemitowane.
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Obrazek 1: Mozliwe procesy wg. Einsteina. Obrazek pochodzi z ksigzki Olaf Stenzel, Li-
ght—Matter Interaction: A Crash Course for Students of Optics, Photonics and Materials
Science

Wplyw tych proceséw na obsadzenie pozioméw mozemy opisaé¢ rownaniem

dNy dN,
—— = —— = —BiapN1 + A21 N2 + By1pN>. (7)
dt dt
Widzimy, ze prawdopodobienstwo zajscia absorpcji jest proporcjonalne do liczby elektronow
na poziomie 1, gesto$ci promieniowania i nieznanego wspoétczynnika Bpo. Znak minus spo-

wodowany jest tym, ze absorpcja zmniejsza obsadzenie poziomu 1. Dla emisji wymuszonej sa



to analogicznie liczba elektronéw na poziomie 2, gesto$¢ promieniowania i nieznany wspot-
czynnik By;. W przypadku emisji spontanicznej nie mamy zaleznosci od promieniowania, a
jedynie od populacji poziomu 2 i nieznanego wspolczynnika Ag;. Zakltadamy, ze liczba elek-
tronow jest stala Ny + Ny = N. Interesuje nas promieniowanie po osiggnieciu réwnowagi
termodynamicznej, wéwczas mamy do czynienia z ustalonym obsadzeniem poziomoéow 11 2

dN;  dNy
—=—=0. 8
dt dt ®)
Mamy zatem
—BiapNy + A21 Na + Ba1pN2 = 0, 9)
a po przeksztalceniu
Aoy 1
i e et 10
Bor w1

W tym miejscu nalezy siegna¢ do rozkladu Boltzmanna, ktéry daje nam wyrazenie na obsa-
dzenie stanu o energii F;
9i €Xp (ﬂ%)
Ni =N E\’ (11)
2 9i exPp (— W)
gdzie g; to degeneracja stanu i, a suma ), odbywa sie po wszystkich mozliwych stanach. Z
tego wynika, ze

N0 (BB o (1) )
No g P\TRT g P\kT)
Mamy zatem
Agl 1
p=—=" . (13)
B h
Boy B . 9 exp (ﬁ) -1
Dodatkowo zadamy, zeby dla T' — oo, p — 0. Musi wiec zachodzié
Biz g1
.. 14
Bor g2 (14)
Zakladajac g1 = go mamy
Bis = By (15)
oraz " )
21
p (16)

= B o () 1
21 exp (14) — 1
W celu otrzymania stosunku % poréwnujemy otrzymany wzor z prawem Rayleigha-Jeansa,

stosujac przyblizenie dla malych czestotliwosci exp (%) ~1+ Z—%

An kKT 8av’kT

= 1
B21 hv 03 ’ ( 7)



i dostajemy

A21 87‘1’]11/3
L 18
Bor 3 (18)
a ostatecznie 5
8mhy 1
p(v,T) = (19)

c3 exp (%) — 1'
Zadanie 3

Wyprowadz ze wzoru Plancka prawo Stefana-Boltzmanna i prawo przesunie¢ Wiena wiedzac,
ze zdolnos$¢ emisyjna ciata doskonale czarnego zwigzana jest z gestoscig energii promieniowa-
nia wzorem: e(v,T) = p(v,T) - ¢/4.

Prawo Stefana-Boltzmanna

Prawo Stefana-Boltzmanna wigze strumien energii wypromieniowanej przez ciato doskonale
czarne z jego temperaturg. Strumien ten jest catka po wszystkich czestotliwosciach ze zdolnosci
emisyjnej

00 8th [o° 3
o(T) :/ e(v, T)dv = ¢ 7; / v dv. (20)
0 4o exp () -1
Dla ulatwienia wprowadzamy nowa zmienng catkowania z = % i otrzymujemy
c8rh (KT\* [~ 23
S7T)=-——(— dx. 21
(7) 4 3 ( h ) /0 v — 1" (1)
Dalej mozemy przeksztalci¢
1 -z 1 -z i —mx __ i —mx (22)
7 1€ J_e=="°¢ _e = _e .
m=0 m=1
Obliczamy catke
00 00 00 © 1
/ z3 Z e ™dx = Z / e My = p e Vdy =
0 m=1 m=1"70 m=1
>, T'(4) 1 w4
= — =3 — =6-C4)=6-— = (23)
Z m? Z mA ¢4) 90
m=1 m=1
=T
Ostatecznie dostajemy
®(T) = oT*, (24)
gdzie o to stala Stefana-Boltzmanna
2ok W
= =5,67-107° 25
15h3¢2 7 m?K* @)



Prawo Wiena

Prawo przesunie¢ Wiena mowi, ze dtugos¢ fali dla ktorej jest emitowane najwiecej energii jest
proporcjonalna do odwrotnosci temperatury

b

Moz = —. 26
- (26)

Zeby zapisa¢ prawo Plancka jako funkcje dhugosci fali A korzystamy z nastepujacej zaleznosci:

[p(A, T)dA| = [p(v, T)dv|, (27)
a zatem d
v
AT = T)|—|. 28
Wartos¢ bezwzgledna jest konieczna jako, ze
dv c
= = _ 29
5\ ek (29)
a oczekujemy, ze p jest dodatnie. Dostajemy zatem
8mhe 1
pAT) = 22 — (30)
exp (Ak ) -1
Aby znalez¢ A\, musimy znalez¢ maksimum p jako funkcji A
dp
— =0. 31
Y (31)

Po starannym obliczeniu pochodnej dostajemy rownanie

hc he he
° [GXP (AkT) } T P <>\kT> ! (2)
Dla ulatwienia wprowadzamy zmienng x = )\’}TCT i dostajemy
5(e* —1) —xze® = 0. (33)

Réwnanie te rozwigzujemy numerycznie i otrzymujemy

Tmaz ~ 4,9651, (34)
oraz L )
c
A = —= = 35
max "L‘maka T’ ( )
gdzie b to stala Wiena
b=2,80-10"2m-K. (36)



Zadanie 4

Dla zakresu fal radiowych, czyli dla malych wartoéci utamka hv/kT, prawo Plancka moz-
na z bardzo dobra dokladnosciag aproksymowac przyblizajac funkcje wykladnicza zgodnie ze
wzorem: e ~ 1 + x . Korzystajac z tego przyblizenia okresl, jaki utamek catkowitej energii
promieniowanej przez Stonce jest emitowany w zakresie fal radiowych o czestotliwosciach od
0 do 1y = 1 GHz. Potraktuj Stonce jako cialo doskonale czarne o temperaturze 7' = 6000 K.

Ostatnie zadanie z tej serii jest prostym zadaniem obliczeniowym. Przyblizamy prawo Plancka
przez rozwiniecie eksponensa w szereg

8mhy 1 8w kT
p(v,T) = —3 ~ N, (37)
€ exp (k—T) -1 c
co odtwarza prawo Rayleigha-Jeansa. Nastepnie obliczamy strumieri od 0 do vy
o c [ro 2kT 1
o, = /0 e(v, T)dv = Z/O p(v, T)dv = 751/8’, (38)
a nastepnie dzielimy przez catkowity strumien
Puy _ Py _ SR 2,4-10717. (39)
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