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Niniejsza notatka moze zawiera¢ bledy i niescistosci. Zachecam do dzielenia sie wszelkimi
uwagami.

1 Wstep

Indukcja pola magnetycznego pochodzaca od nieskonczenie cienkiego i krotkiego przewodnika
dana jest przez prawo Biota-Savarta
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Niestety w toku swojej edukacji odnioslem wrazenie, ze powyzszy wzoér traktowany jest po
macoszemu, zwyczajnie wprowadzony jako pewien postulat, bez proby wyprowadzenia z ja-
kichs$ ogdlniejszych zasad. Tematyke te porusza ta wiasnie notatka.

2 Wyprowadzenie z praw Ampere’a-Maxwella i Gaussa

Naszym punktem wyjscia sa dwa z réwnan Maxwella w postaci rézniczkowej: prawo Ampere’a-
Maxwella i prawo Gaussa dla magnetyzmu

V x B = poj, )

V-B =0, (3)

gdzie dla ulatwienia zakladamy brak zmiennnego pola elektrycznego. Z analizy wektorowej
wiemy, ze jesli pole wektorowe ma zerowa dywergencje, to mozemy je zapisa¢ jako rotacje
pewnego pola wektorowego. Wprowadzmy zatem potencjal wektorowy A, taki ze

V x A =B. (4)
Wstawiajac to wyrazenie do prawa Ampere’a-Maxwella otrzymujemy
V x (V x A) = uoj, (5)

V(V-A) — VA =, (6)



wybieramy cechowanie Coulomba V- A = 0 (poglebiona dyskusja w Wyrostku A) i dostajemy
VQA = —,u,()j. (7)

Dla kazdej ze sktadowych mamy do rozwigzania rownanie Poissona

V2Ai(r) = —poji(r). (8)
Rozwiazanie tatwo uzyskac jesli wiemy jak wyglada funkcja Greena laplasjanu w trzech wy-
miarach:
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Wiecej o tym podejsciu w Wyrostku D. Sprébujemy odtworzy¢ ten sam wynik bez jawnego
uciekania si¢ do funkcji Greena. Funkcje A4;(r) oraz j;(r) mozemy zapisa¢ stosujac transfor-
macje Fouriera (patrz Wyrostek B) jako

Ai(r) = / (311;3 As(k)er, (10)
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Wstawiajac te wyrazenia do rownania Poissona otrzymujemy
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Teraz podstawiamy z powrotem do (10) i korzystamy z transformacji odwrotne;j
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zeby dosta¢ wyrazenie
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Pozostaje nam obliczy¢ catke po k. Jest to catka na R3, ktéra najwygodniej oblicza sie we
wspotrzednych sferycznych
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Bez utraty ogdlnosci zaktadamy, ze wektor |r — r/| jest réwnolegly do osi z. W takim wypadku
iloczyn skalarny k - (r — r’) to po prostu

k-(r—r1')=klr —r'| cosé. (17)



Wprowadzamy nowa zmienng u = cos # i wykonujemy calke po kacie ¢
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Do wykonania pozostaje catka po k - jest to catka Dirichleta:
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Rézne drogi do otrzymania powyzszego wyniku calkiem niezle sa przedstawione na angloje-
zycznej Wikipedii. Ostatecznie dostajemy

Ji(r!
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czy ten sam wynik, ktory dostaliSmy korzystajac z funkcji Greena. Znajac potencjat wektorowy
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mozemy otrzymac indukcje pola magnetycznego
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gdzie wykorzystali$my nastepujaca tozsamos¢ wektorowsa

V x (fa)=Vfxa+ f(V xa), (23)

gdzie f jest funkcja skalarng, a a polem wektorowym. Jako, ze j(r’) jest funkcja wspotrzednych
primowanych, to jedynie czlon z gradientem jest niezerowy. Idac dalej

B(r) = 10 / i) % ‘r_r/dSr’ (24)
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Infinitezymalny wkiad dB(r) od pradu umieszczonego w polozeniu r’ = 0 wynosi

. T
dB(r) = Z—;J(O)dv x 55, (25)

gdzie dV jest infinitezymalnym elementem objetosci, a #* wektorem jednostkowym w kierunku
radialnym. Jako, Ze natezenie pradu dane jest wzorem

I:/j-dS, (26)

i zakladamy, ze gestos$¢ pradu jest niezerowa jedynie dla pojedynczego kawatka powierzchni
dS, calos¢ przeksztalca sie do

Mo dl x 7
dB(I‘) = EI r2 .

(27)

I to jest wlasnie prawo Biota-Savarta.



Wyrostek A: Cechowanie potencjatu elektromagnetycznego

Jako, ze rotacja gradientu jest rowna zero
V x (Vi) = 0, (28)

transformacja potencjaléw wektorowego A i skalarnego ¢

Anew = Aold + vd}a (29)
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new = Pold — 7, 30

@ Pold — 5, (30)

zachowuje posta¢ rownan Maxwella. W naszym wypadku najbardziej interesuje nas cechowa-
nie Coulomba V - A = 0, ktére réwnoznaczne jest z warunkiem

V- (Ana+ Vi) = 0. (31)
Aby otrzyma¢ wyrazenie na funkcje ¢ (r) musimy rozwigza¢ réwnanie Poissona
Vi ==V Aga, (32)

wykorzystujac nasza ulubiong metode (np. funkcje Greena albo transformacje Fouriera) Osta-
tecznie dostajemy rozwigzanie w postaci
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Wyrostek B: Transformacja Fouriera

W toku naszych rozwazan pojawilo sie pojecie transformacji Fouriera. Jako, ze dopuszczam
mozliwo$¢, ze czytelnik z tym pojeciem nie mial wczesniej stycznoscei (chociazby za moich
czasow studenckich na FUW transformacja Fouriera pojawila sie dopiero na Analizie III, a
wiec semestr po wykladzie z elektrycznosci i magnetyzmu) pokrotce wyloze najwazniejsze
informacje na ten temat. Transformacja Fouriera jest szalenie przydatnym narzedziem w wielu
dziatach matematyki, fizyki i techniki (polecam film To Understand the Fourier Transform, Start
From Quantum Mechanics). Zdefiniujmy sobie transformate Fouriera (a wiec efekt dzialania
transformacji Fouriera) funkcji jednej zmiennej f(t) jako

fw =c [ e, (34
oraz odwrotng transformate Fouriera (a wiec naszg oryginalng funkcje f(t)) jako
=" [ fw)etds, 9

gdzie C'i C' sa pewnymi stalymi ktérych wartos¢ przedyskutujemy za chwile. Podstawiajac
jedno wyrazenie do drugiego dostajemy

£t = cc’ /_ - /_ TR gl . (36)


https://www.youtube.com/watch?v=W8QZ-yxebFA
https://www.youtube.com/watch?v=W8QZ-yxebFA

Catka ~
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gdzie 7 = t — t/, jest oczywiscie rozbiezna. Musimy zatem uciec sie do pewnej matematycznej
sztuczki. Mianowicie mozemy napisac¢
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Pomimo, ze wyj$ciowa calka jest rozbiezna, udato nam sie uzyskaé¢ nieoczywisty rezultat dla
7 = 0. To co otrzymaliSmy nie jest jednak funkcja, a tzw. dystrybucja. Pojecie dystrybucji jest
uogoblnieniem pojecia funkcji. Dystrybucje zazwyczaj catkujemy razem z jaka$ funkcja (tzw.
funkcja probna), zeby otrzymac jakis wynik. Wracajac do naszych poprzednich rachunkéw
otrzymujemy

£t) = cc’ / FE)D(t — ). (39)
Sprobujmy rozwazy¢ trywialng funkcje f(t) = 1. Wowczas
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Widzimy zatem, ze stale C'i C’ musza spelnia¢ warunek.
1
cC' = —. (41)
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Dwie najpopularniejsze konwencjeto C' = 1, = % orazC = (' = \/%—W Zainteresowanych

poglebionym opisem dystrybucji D(7) zapraszam do Wyrostka C. Co najwazniejsze koncept
transformacji Fouriera mozna uogélni¢ na dowolng liczbe wymiaréw n

f) = [ e xanx ()
1

£00 = e [ FOPK (43)

Wyrostek C: Delta Diraca

Najbardziej znang dystrybucja jest delta Diraca 0(x), spelniajaca nastepujace warunki:

5(z) = {0’ ©#0 (44)
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Okazuje sie, ze dystrybucja D(7) wprowadzona w Wyrostku B to po prostu
D(7) = 27é(7). (47)
Glodnym wiedzy na temat delty Diraca polecam filmik This function doesn’t exist. So why is it
everywhere in physics?.
Wyrostek D: Funkcje Greena

Funkcje Greena stanowiag wygodne narzedzie do rozwigzywania rownan rézniczkowych o po-
staci

L(z)u(z) = f(x), (48)

gdzie L(x) jest operatorem liniowym dzialajacym na zmienng x, a u(x) jest poszukiwang funk-
cja. Definiujemy funkcje Greena G(z, s) jako funkcje spelniajaca nastepujaca zaleznosé

L(z)G(x,s) = d(x — s), (49)

w ktorej pojawia sie, wspomniana w poprzednich Wyrostkach, delta Diraca. Mozemy wowczas
skorzystaé z faktu, ze

[ 3@ =)1(s) = f@)as, (50

a zatem

/M@a@@ﬂ@zﬂmw. (51)

Jako, ze L(x) nie zalezy od zmiennej s, dostajemy

L(z) [ Glw.5)f(s) = fla)ds. (52)

W ten sposéb dostali$my rozwigzanie naszego réwnania

u(z) = /G(z,s)f(s)ds. (53)


https://www.youtube.com/watch?v=eAkOrWJEWxk
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