Matma okularowa 3

Zagadnienia

e Funkcje dwu zmiennych (na R?) - ok. 4 tyg.
- powierzchnia w R? jako “wykres” funkcji na R?
- pochodne czastkowe i kierunkowe
- nastojaszczaja proizwodna, rézniczka zupelna
- gradient i wzor Taylora
- reguta taricuchowa
- funkcje zadane w sposéb uwiktany
- ekstrema funkcji dwu zmiennych (zwykle i zwigzane)

Elementy geometrii rézniczkowej krzywych i powierzchni w R? - ok. 2 tyg.

- wektor(e) styczny(e) i normalna

- krzywizna krzywej i powierzchni

- plaszczyzna styczna i wektor normalny

- pierwsza forma kwadratowa powierzchni

- druga forma kwadratowa powierzchni: krzywizny gtéwne, Gaussa i $rednia

Szeregi funkcyjne - ok. 3 tyg.

- funkcje i bazy ortogonalne

- szeregi Fouriera

- wielomiany ortogonalne (jako przyktady uktadoéw funkcji ortogonalnych)

Funkcje zmiennej zespolonej - ok. 3 tyg.

- pochodna zespolona, CR-y

- catka liniowa i konturowa na ptaszczyznie zespolonej

- bieguny i punkty rozgalezienia (logarytm i pierwiastek)
- wzorek Cauchy i szeregi Wawrzusia

- catkowanie przez residua

Trensformaty Fouriera - ok. 2 tyg.
- twierdzenie o splocie
- transformata pochodnej (zastosowanie do réwnan rézniczkowych)

Zasady: Zadania domowe co tydzieri. 2 kolokwia po 3 zadania (&4 5 p. kazde) wybrane
z zadani domowych (zadania moga sie sktada¢ z kilku podpunktow). Egzamin: 3 zadania
tez z domowych. Na 45 punktéw mozliwych do uzyskania zalicza (mniej wiecej) 25.

Kolokwia: piatki 20 listopada i 15 stycznia wezesnym popotudniem (godziny podam,
gdy znajde sale).



Zadania na pierwsze ¢wiczenia

1. Przypomnie¢ pochodne funkcji jednej zmiennej az®, sinx, cosz, tanx, arcsin x,
arccos x, arctg z, e*, a®, Inx, log,x, x* (zeby postraszy¢). Przypomnieé¢ interpretacje po-
chodnej jako tangensa kata nachylenia stycznej do wykresu i sens pochodnej jako gtéwnej
liniowej czesci przyrostu funkeji (f(x+h) = f(z)+ f'(x)h+r(x, h), limy_o(r(z, h)/h = 0).
Wzorki na pochodne iloczynu i ilorazu funkeji (pleni¢ uzywanie wzoru (f/g) = (f'g —
d'f)/g* - naogdt prowadzi do bardziej zawitych wyrazen) oraz f(g(x)) np. sin/x.
Pochodna funkeji odwrotnej w danym punkcie (wyjasnienie skad sie biora wzorki podane
wyzej) to odwrotnosé obliczonej w odpowiadajacym mu punkcie pochodnej samej funkcji
- wynika to z interpretacji pochodnej jako tangensa kata nachylenia stycznej do wykresu.
Np. jesli y = arcsinz, to siny =z i
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Oczywiscie najpierw przypomnie¢ wykres arcsinz i na jakim zbiorze zdefiniowany.

Przypomnie¢ wzorek Taylora dla funkcji ten z reszta
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gdzie 0 < 6 <1 (czyli ostatnia pochodna gdzie§ pomiedzy zg, a o + h ale wic w tym, ze
nie wiemy, gdzie dokladnie!), i wyttumaczy¢ na przykladzie funkcji f(x) = exp(—1/2?)
z 1o = 0, ze ta reszta jest kluczowa, zeby wzor dziatal bo f((0) = 0, dlan = 0,1, ...
Szereg Taylora, gdy mozna pokazaé, ze ten ostatni wyraz zbiega do zera, gdy n — co. Na
wzorze Taylora wyttumaczy¢ kryteria istnienia ekstremum w punkcie x.

Catka nieoznaczona jako operacja odwrotna do pochodnej. Przypomnieé¢ wzorki na catki
z funkeji elementarnych (przy okazji wytlumaczy¢, dlaczego [dz z~! = In|z| + Const.
(a nie po prostu Inz). Calkowanie przez podstawienie - jakie§ proste przyktady typu
[ dxx cos(x?) i przez czesci, np. [ dwxcosz. Calka oznaczona jako pole (ze znakiem!)
pod wykresem.

2. Analize, czyli badanie lokalnych wlasciwosci zbioréw (albo tych wlasciwosei okreslanie
- bo jak sie okazuje, jesli w sprawe zaczynaja si¢ wglebia¢ matematycy - sa one do pewnego
stopnia zalezne od przyjetych do ich badania instrumentéw) i funkeji na nich okreslonych,
mozna uprawia¢ wtedy, gdy sens ma pojecie wzajemnej odlegtosci dwu elementéw zbioru.
7 tego powodu wazna role w matematyce odgrywa klasa przestrzeni zwanych przestrze-
niami metrycznymi (przypomnijmy, ze dla matematyka przestrzen to taki zbior, ktory jest
na potrzeby chwili calym $wiatem - troche jak Wszech$wiat dla fizyka: pytanie co jest
na zewnatrz Wszechswiata albo matematycznej przestrzeni jest naogédt, mowiac jezykiem
filozofii, nieprawomocne - a rézne przestrzenie tacza ze soba tylko odwzorowania, czyli
abstrakcyjne przyporzadkowania ich elementow).



Ogolnie przestrzen metryczna jest to para: (X, d), w ktorej X jest zbiorem, a d funkcja,
zwana metrykq okreslong na X x X o wartosciach w R, (czyli po ludzku: maszynka
z dwiema dziurami, do ktorych wrzuca sie dwa elementy zbioru X i dostaje w zamian
rzeczywista liczbe nieujemna, ktorg wlasnie nazywamy odlegtoscia wzajemna tych dwu
elementow) o nastepujacych wlasciwosciach (z, y, z sa tu elementami X'):
i) d(x,y) >0, przy czym d(x,y) = 0 tylko, gdy = = vy,

i) d(z,y) = d(y, ),

i) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (“nieréwnosé trojkata”).
Nas najbardziej jako przestrzen bedzie interesowa¢ R™ (ktorej elementami sa uporzadko-
wane n-ki liczb (z1,...,z,), ktore bedziemy tez czasem pisaé jako wektory x) i standar-
dowa metryka zwana euklidesowg, dana wzorem®

d(x, Y> = \/(xl - y1)2 T+ (xn - yn)2 )

ale sita matematyki polega na tym, ze przestrzenie moga by¢ bardzo rozmaite, a ogdlne
regulty pozostaja takie same i wszystko co z nich mozna wywnioskowaé jest prawda nie-
zaleznie od tego, “czym” sa przestrzenie, do ktoérych te reguty stosujemy. W samej prze-
strzeni R™ mozna tez wprowadzi¢ inne metryki, ale nie bedziemy sie tu tym zajmowac.
Bedziemy zreszta zajmowaé sic naogdl przestrzenia R2.

Majac metryke na X mozna tez zdefiniowac ciggi Cauchy’ego, czyli takie numerowane
kolejnymi liczbami naturalnymi sekwencje elementéw X, ze dowolne dwa ich wyrazy, x,, i
T, poczynajac od pewnego N leza dowolnie blisko siebie, tj. d(z,,x,) < & dla dowolnie
matego ¢ > 0, jesli tylko n’,;n > N(e). Ciagi takie stanowia podstawowe narzedzie
(Srubokret i klapcazki) analizy matematycznej. Kazdy ciag zbiezny (tj. taki, ze istnieje
takie g € X, ze d(x,,g) < € dla dowolnie malego £ > 0, jesli n > N(g)) jest, jak mozna
do$¢ tatwo pokazaé¢, ciggiem Cauchy’ego, ale nie kazdy ciagg Cauchy’ego jest zbiezny.
Dlatego o takiej “dobrej” przestrzeni X', w ktorej kazdy ciag Cauchy’ego elementow X
jest zbiezny (tzn., ma granice, ktora jest tez elementem X) mowimy, ze jest zupetna. Bo
choé¢ intuicyjnie wydaje nam sie¢, ze jak elementy x, ciagu Cauchy’ego sa coraz blizej
jedne drugich, to powinny do czego$ zbiegac¢, to wcale tak by¢ nie musi. np. jesli X = W
(przestrzen liczb wymiernych) z metryka d(z,y) = |x — y|, a jako ciag x,, weZmiemy

1 n
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to taki ciag, ktorego wszystkie wyrazy sa liczbami wymiernymi, nie zbiega, cho¢ jest
ciagiem Cauchy’ego, bo jak wiemy, jego granica, jest niewymierna liczba e, ale ona nie
nalezy do W. I nalezy sie tu postawi¢ w pozycji Poldzia Kroneckera: dobry Pan Bog
dal nam zbiér liczb naturalnych; my chytrze skonstruowaliSmy z nich liczby wymierne,
czyli przestrzein W, ale poza nig nic nie istnieje! To jest to, co wyzej bylo: przestrzeri W
jest na razie calym $wiatem - niema nic poza nim! I liczby niewymierne, czyli przestrzen
R, trzeba dopiero stworzyé¢. Jak? Poprzez tzw. popolnienije Koszi? przestrzeni W, czyli

YW przypadku przestrzeni R po prostu d(x,y) = |x — y|.
2Uczmy sie tego jezyka - moze si¢ to okazaé¢ bardzo przydatne, jakby co...



przez podzielenie ciagéw Cauchy’ego elementéow tej przestrzeni na klasy réwnowaznosci
(dwa ciagi Cauchy’ego, co wydaja sie zbiega¢ do tego samego, uznajemy za to samo),
stworzeniu nowej przestrzeni X = R, ktorej elementami sg te klasy rownowaznosci ciagow
Cauchy’ego, ktore to klasy utozsamiamy z liczbami rzeczywistymi.

Dobrze jest tez uogolnié kilka poje¢ znanych z analizy uprawianej w przestrzeni R na
dowolne przestrzenie metryczne. Tu i éwdzie moga si¢ te pojecia pojawié. I tak

Kulg otwartg K(xg,7) o promieniu r i srodku w xy nazywa sie zbior wszystkich
takich x € X, ktorych odlegtos¢ od xq jest mniejsza niz r. Hieroglifami: K (xq,r) =
{z € X| d(z,z0) < r}.

Zbior A C X jest nazywany otwartym (w X, przy zadanej metryce d), jesli kazdy
element x € A jest srodkiem jakiej$ kuli otwartej K (x,r) catkowicie zawartej w A
(tzn. mozna tak dobraé¢ r, zeby wszystkie punkty kuli nalezaty do A). Otwartosé
zbioru zalezy od przyjetej metryki. Np. w metryce dyskretnej kazdy zbior A C X
jest otwarty, bo K(z,1) = {z} C A.

Zbior O zwie sie otoczeniem punktu xy € O, jesli istnieje kula otwarta K (zg,7) C O.
Mozna tez ograniczy¢ sie¢ do otoczen bedacych kulami.

Punkt = € A jest punktem wewnetrznym zbioru A C X jesli A jest otoczeniem
punktu x. Czasem formuluje sie to mowiac, ze istnieje kula K(x,r) C A; zbior
wszystkich punktow wewnetrznych zbioru A nazywa sie jego wnetrzem (intA).

Punkt = € A jest punktem izolowanym zbioru A C X jedli istnieje taka kula K (x,r),
ze AN (K(x,r) —{z}) = 0, czyli kula o srodku w z, ktora poza samym z innych
punktéw zbioru A nie zawiera.

Punkt z nazywa si¢ punktem skupienia zbioru A C X, gdy kazda kula o $rodku
w z (i dowolnym promieniu r) zawiera punkty nalezace do A. Sam punkt x moze
przy tym nie naleze¢ do zbioru A. Skoiiczony (czyli tez dyskretny) zbior punktow
przestrzeni metrycznej nie posiada punktéow skupienia.

Zbior A zwie sie zbiorem domknietym, gdy naleza don wszystkie jego punkty skupie-
nia. Zbiér punktéw skupienia dowolnego podzbioru A przestrzeni metrycznej jest
wiec zawsze domkniety. Domkniecie A zbioru A C X to sam zbiér A i wszystkie
jego punkty skupienia. Domkniecie A zbioru A jest wiec zbiorem domknietym.

Brzeg OA zbioru A C X to 0A=A— A .

Zbior A jest ograniczony, gdy istnieje jaka$ kula (o skonczonym promieniu r), w
ktorej A sie zawiera caly.

Pojecie wzajemnej odlegtosci dwoch elementéw zbioru, ktéremu sens nadaje metryka,
jest potrzebne, by zdefiniowaé¢ ciagto$é odwzorowan. Odwzorowanie jednej przestrzeni
metrycznej w druga: f: (X,dy) — (), dy) nazywamy ciggtym w punkcie z € X, gdy
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dla kazdego ciagu =, € X (o x, # x) zbieznego (w metryce dy) do x ciag f(x,) jest
zbiezny (w metryce dy) do f(z) € Y. Powinno juz by¢ jasne, ze ciagtos¢ danego odwzo-
rowania zalezy od tego, jakie sg te metryki, ale my sie tym nie bedziemy przejmowac, bo
dla nas X to bedzie R? (albo R™), a ) to bedzie R (lub R™) i w obu tych przestrzeniach
metryka bedzie Euklidesowa. Zeby byto mniej pisania d(x,y) bedziemy sobie (nie$wia-
domie korzystajac z tego, ze przestrzenie R" sg przestrzeniami wektorowymi) pisaé¢ jako
|x — y| rozumiejac, ze chodzi zawsze o metryke euklidesowa. Odwzorowaniami, ktérymi
sie bedziemy zajmowaé¢ beda najpierw funkcje okreslone na R? (Ilub R) o wartosciach w
R, potem (gdy bedziemy moéwié o krzywych i powierzchniach) funkcje okreslone na R lub
R? o0 wartoéciach w R?. Zajmiemy sie¢ tez funkcjami na przestrzeni R? ale traktowanej jak
plaszczyzna zespolona, czyli C o wartosciach tez w C, czyli jakby odwzorowaniami R? w
R? (ale majacymi pewne szczegolne cechy).

Zajmijmy sie doktadniej zagadnieniem ciagtosci odwzorowania. Jedna definicja cia-
glodci juz byta sformutowana ale ja tu jeszcze raz podamy w nieco innej formie, najpierw
definiujac granice funkeji w punkcie (tzw. definicja Cauchy’ego granicy funkeji): fo jest
granicg funkcji f(x) w punkcie xg, gdy dla kazdego ¢ > 0 mozna dobra¢ 6 > 0, ze
|f(x)— fol <e,gdy |[x—x%¢| < 0. Inna definicja, tzw. Heinego (albo ciagowa, rownowazna
tej Cauchy’ego) jest taka: fy jest granica funkcji f(x) w punkcie xq, gdy fo jest granica
kazdego ciagu punktow f(xj) otrzymanego jako obraz dowolnego ciagu xx, byle takiego,
ze (i to jest tu bardzo istotny warunek!) x; # Xq, zbieznego do x¢. Odwzorowanie f
jest w punkcie x( ciggte, gdy jego granica w tym punkcie istnieje i jest réwna wartosci
funkeji w tym punkcie (bo zawsze mozna sobie arbitralnie zdefiniowa¢, ze danym punkcie
funkcja ma jakas konkretna wartosé - zob. przyktady nizej). Definicja Heinego jest bardzo
wygodna, gdy chcemy pokazaé, ze funkcja f nie moze by¢ ciggta w danym punkcie (bo
nie ma tam granicy): wystarczy wymysli¢ jakiekolwiek dwa ciagi x i X}, oba zbiezne do
Xo 1 pokaza¢ ze lim f(x;) # lim f(x}). Trudniej jest wykazac¢ z jej pomoca, ze funkcja
moze by¢ w danym punkcie ciagta, bo trzeba pokazac ze granica f(xy) jest ta sama dla
wszystkich mozliwych ciagdéw zbieznych do xy. Niemniej czasem si¢ to w miare prosto daje
zrobic.

Rozpatrzmy np. funkcje R? — R (glownie takich odwzorowaniach bedziemy badac¢
granice i ciagglos¢, bo odwzorowanie R” — R™ to jest po prostu m odwzorowan R" — R
i kazde z nich z osobna mozna bada¢ w xy pod katem jej ciagtosci).

[ Isin(zy), x#0
fa) = {0 o2

(wzdtuz calej osi y funkcja jest zadana odrebnym wzorem) i zbadajmy jej ciaglos¢ w
punktach postaci (0,y). Rozpatrzymy osobno punkt (0,0) i osobno puntkty postaci (0, )
z y # 0. Wezmy najpierw jakies ciagi x,, — 01y, — 0 (ale pamietamy, ze jednoczesnie,
tzn. dla tego samego n, nie moze by¢ x,, = 01y, = 0 bo w definicji granicy w X, jest mowa
o ciggach x, takich, ze x,, # X¢) i niech ¢, = f(z,,yn). Jesli y, =0, a z,, # 0 (zbiegamy
do punktu (0,0) wzdluz osi x), to stale ¢, = 0, wiec jesliby granica funkcji w (0,0)
miala istnie¢, to musiataby byé¢ réwna zeru. Ogolniej, jesli z,y, — 0, co zachodzi zawsze



gdy (Zn,yn) — (0,0), to sin(z,yn) — TpYn 1 ¢ — Y. Wiec® poniewaz rozpatrujemy
takie ciagi, ze y, — 0, granica funkcji w (0,0) jest zero i arbitralnie przypisana funkcji
(w podanym wzorze ja definiujacym) warto$¢ 0 w punkcie (0,0) “pasuje”: funkcja tak
zdefiniowana jest w (0,0) ciggta. Jednak w punktach postaci (0,y) z y # 0 jest gorzej:
Jesli rozpatrujemy np. ciagi (,,y,) — (0,1), to sin(x,yn) = Tpyn icn — yp >y = 1.
Tymczasem podany wzor przypisuje funkcji w punkcie (0,1) (i wszystkim punktom na
osi y) wartos¢ zero! Zatem funkcja tak zdefiniowana jest ciagta w punkcie (0,0) ale nie w
punktach postaci (0,y) z y # 0 (oczywiscie poza osia y jest ona bezdyskusyjnie ciagla).
Aby byta ona ciagta (ale nie bylaby to ona, tylko juz inna funkcja) trzebaby ja okresli¢
wzorem
1

_ J osin(zy), 2 #0
f(x,y)—{ Y, r=0"

Drugi (typowy) przyktad, to funkcja R? — R poza punktem (0,0) zadana wzorem

__*Y
.f(x>y) - 1’2 +y2 .
Zobaczmy, czy ma ona jakas granice w (0,0) (gdyby miata, mozna by ja odpowiedno
zdefiniowa¢, tak by byta tam ciagta). W tym celu wystarczy rozpatrzy¢ klase ciagow
(Zn, Yn), w ktorych x,, = a/n, y, = b/n (rézne wartosci a i b daja rozne ciagi zbiegajace
do (0,0)). Wtedy
T Yn ab

f(@n,yn) = 22 + 12 - a2 + b2’

niezaleznie od n, a to oznacza, ze

. ab
nh—>nolo .f(xna yn) - m )

czyli ze granica zalezy od ciagu. Gdy zbiegamy do punktu (0,0) wzdtuz osi = (ciagi o
b =0), lub wzdluz osi y (ciagi o a = 0), to dostajemy w granicy zero. Ale jesli zbiegamy
wzdtuz diagonali (z, = y,, czyli a = b) lub antydiagonali (z, = —y,, czyli a = —b), to
granicg jest 1/2 lub —1/2. Zatem badana funkcja nie ma granicy w punkcie (0,0). Do tej
samej konkluzji mozna dojsé¢ rozpatrujac ciagi postaci (1, cos ¢,, 7, sin ¢, ), co odpowiada
zapisaniu tej samej funkcji w zmiennych biegunowych (fizyk powinien mie¢ w glowie, ze
zawsze mozna wprowadzi¢ na plaszczyznie, czy w dowolnej przestrzeni R™ jakies inne,
by¢ moze dogodniejsze dla analizy danego konkretnego problemu, zmienne). Aby taki
ciag (zn, yn) zbiegal do punktu (0,0) wystarczy, by r, — 0; ciag ¢, moze sie przy tym
zachowywa¢ dowolnie (np. jesli ¢, rosnie monotonicznie, odpowiada to zbieganiu do
punktu (0,0) po jakiej$ spirali). Mamy wtedy

1
f(rpcosgp, rysinp,) = 5 sin 2, ,

3Nie zaczyna sie zdania od “wiec”!



i od razu wida¢, ze granica nie istnieje, bo sin 2p,, moze zbiega¢ do dowolnej wartosci (z
przedzialu [—1,1]) albo w ogole do niczego nie zbiega¢. (Zbieganiu po osi x odpowiada
©n = 0, a zbieganiu po osi y odpowiada ¢, = 7/2 - w obu przypadkach sin 2¢,, = 0.)

Trzeci przyklad to funkcja R? — R poza punktem (0,0) zadana wzorem

2

-y
T,Y) = 7.
f( 7y> x2 + yg
Znoéw zobaczmy, czy ma ona jakas granice w (0,0). Wezmy najpierw te sama klase ciagow,
ktora wykorzystalismy w przyktadzie drugim. Tym razem
2y, a’b

i granica ta nie zalezy od a i b. Jest wiec lepiej, ale to jeszcze niczego nie dowodzi,
bo to tylko jedna klasa ciagow, ktora nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci (do punktu
(0,0) mozna zbiega¢ np. po paraboli, albo po jakiejs spirali, albo jeszcze jako$ inaczej).
Sprobujmy wiec rozumowacé bardziej ogolnie: zaloézmy, ze (z,,y,) — (0,0) czyli, ze x, —
0, y, — 0, co oznacza tez, ze i 2 +y2 — 0. Niech ¢, = max(|x,|, |y,|). Wtedy |[22y,| < 3,

a z kolei 2 + y2 > ¢2. Mozna wigc napisa¢ oszacowanie:

|

0 < |f(@myn)| <2 =cp—0,

9}
S

ktore pokazuje, ze na kazdym ciagu zbieznym do punktu (0,0) ciag f, = f(zn, yn) zbiega
do zera. Granica funkcji w tym punkcie jest wiec zero i taka trzeba nadaé¢ wartosé funkeji
w tym punkcie, jesli chcemy, by byla ona w nim ciagta.

W tym przyktadzie sztuczka z przejsciem do ciggéw zapisanych w zmiennych bieguno-
wych (w R? mozna uzyé¢ zmiennych cylindrycznych, albo sferycznych, albo jakichs jeszcze
innych) daje wynik natychmiast bo

f(rn cospp, T, sing,) =r,sin g, cos? @, — 0,

a dowolny ciag (z,,y,) punktéow R? mozna zapisaé¢ jako ciag (r, cos p,, 7, sin ¢,) i jedy-
nym warunkiem jego zbiegania do (0,0) jest r, — 0.

Rozpatrzmy jeszcze funkcje R? — R poza punktem (0, 0) zadang wzorem

2

__ry
f(x’y>_x4+y2’

i znéw zobaczmy, czy ma ona jakas granice w (0,0). Nie ma: jesli wezmiemy np. x, — 0 i

Yn = ax, — 0 (co obejmuje zbieganie do punktu (0, 0) wzdtuz kazdej prostej z wyjatkiem
osi y) to

3

azx;,, az,

f(@n,yn) = flan, az,) = 22(22 + a?) - (22 + a?) — 0.
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Jedli jednak wezmiemy z,, — 01y, = 22 — 0, co odpowiada zbieganiu do punktu (0,0)
po paraboli (punkty takiego ciagu leza w plaszczyznie R? na paraboli y = 2?) to wtedy

LE4

f(xnayn) = f(xnaxi) - z

1
= — =
xr 4+t 2

Na tym ciagu wartos¢ funkcji ma inna granice! Oznacza to, (poniewaz kryterium Heinego
nie jest spelnione), ze badana funkcja nie ma granicy w punkcie (0,0). Zauwazmy tez,
iz przyklad ten jest bardzo podobny do przykladu drugiego: gdyby podstawi¢ z = 22
to funkcja f(z,5) = f(\/z, y) by byla (przynajmniej na R, x R) ta samg funkcja, co
rozpatrywana w tamtym przyktadzie.

Wezmy jeszcze funkcje zdefiniowana wzorami
Ty
fla,y) = ——  edy z#y,
r—y

i f(z,x) =01 zapytajmy, czy funkcja ta moze by¢ ciagta w punkcie (0,0) oraz w innych
punktach postaci (zg,x¢). Gdy wezmiemy ciag (x,,y,) zbiezny do punktu (0,0), np. z
r,=1/niy,=—1/n, to

f(@n,yn) = —1/2n— 0.

Ale jesli wzigé

to

1 1\1 1
f(xnayn):n3<_+_3)_:n+_—)oo-
n n n n

Zatem niema szansy, by funkcja ta mogta byé¢ ciagta w (0,0), bo nie ma ona w tym
pukcie granicy. W pozostatych punktach typu (zo, o) jest podobnie: wystarczy wziaé
np. x, = xo + 1/n, y, = ro — 1/n, by zobaczy¢, ze

n 1 n 1
f(xmyn):§<x(2)_ﬁ) :—:L’g——%oo.

Inny jeszcze (czasem spotykany) sposob spojrzenia na granice funkeji np. w (0,0) to
tzw. granice iterowane: poréwnujemy wynik granic branych w odwrotnej kolejnosci:

lim <lim f(:c,y)) . i lim (hm f(x,y)) .

z—0 \ y—0 y—0 \z—0
Zastosujmy go tu do zbadania granicy w (0,0) funkcji

T —y+a’+y°
T+y

flz,y) =

Y
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Mamy wtedy

lim (hr%f(x,y)) = lim (:c +:c2) =lim(l+2x)=1,

z—0 \ y— x—0 X x—0

_ 2
lim (hm f(x,y)) = lim (M) =lim(—-1+y)=—1.
y—0 \z—0 y—0 Y y—0

Poniewaz otrzymuje sie w ten sposob dwa rézne wyniki, wystarcza to do stwierdzenia, za
badana funkcja w (0,0) granicy mie¢ nie moze. Sposob ten jest jest jednak malo ogélny,
bo odpowiada tylko (w przypadku lim,_,o(lim, o f)) zejsciu na o$ « (w dowolnym punkcie
x # 0) a nastepnie zbiegnieciu wzdtuz osi = do zera. Jest wiec to to samo, co badanie
f(z,y) na ciagach (z,,0) z x,, — 0. I nawet gdyby sie okazalo, ze obie granice iterowane sa
takie same, to nie dowodzitoby to jeszcze, ze granica funkcji w badanym punkcie istnieje.

Czy funkcja na R? zadana wzorami

0, xzy =0
(wzdtuz obu osi, = 1 y funkcja jest zadana odrebnym wzorem) jest ciagta na osiach z i y?
(Odpowiedz: nie jest, ale jesli przypisac jej dla zy = 0 wartosé sin 0.5, to bedzie.)
Okresli¢ punkty, w ktorych nie istnieja granice funkeji lub sg one tam nieciagte:
2

_ Y __ Y
f(x7y>_2x_y7 f($7y>_x2_2y2_4

Pierwsza nieciagla - bo nie ma tam granic - w punktach (z, 2x¢). Wystarczy wziaé¢ ciagi
Tp = To + Tny Yn = 270 + Jn takie,ze T, — 019, — 0, np. T, = a/n +b/n3, §, = 2a/n,
by zobaczy¢, ze na takich ciagach funkcja nie ma granicy (|f| — oo). Takze w (0,0):
f(zn,yn) = —=3/[1 —2(x,/yn)] i iloraz zbiegajacych do zera ciagdéw x, i y, moze dazy¢ do
czegobadz (do zera, lub nieskoriczonosci, lub dowolnej statej, albo wreszcie do niczego). A
jak nie ma granicy, to funkcja nie moze by¢ w tych punktach ciagla. Druga tez nieciagta w
punktach lezacych na krzywych y = +4/(22 — 4)/2. W punktach (+2,0) tez: na ciggach
x, =2+ 1/n,y, =0 dazy do 0, a na ciagach z,, = +2, y, = 1/n do —1/2.



Ro6zne pochodne funkcji wielu zmiennych na R”

Niech punktami R™ beda (1, ..., x,). Pochodng czgstkowq funkcji f : R™ — R w punkcie

( g())’ e >‘T7(10)) nazywa si¢ granice (jesli granica ta istnieje) ilorazu réznicowego
0 0 0 0 0 0
of T O ) el
oy, |, (0) h—0 h .
(xl e dm )
7 powyzszego wzoru widac, ze pochodng czastkowa w punkcie (x§0)7 e x1(10)) mosna obli-

czy¢, tylko jesli funkcja jest w tym punkcie okreslona (choé¢by nawet w taki sposob, ze nie
jest tam ciagta w sensie badanym przez nas poprzednio). Z praktycznego punktu widze-
nia obliczanie pochodnej czastkowej 0f/0xy, czasem oznaczanej tez f,, , sprowadza si¢ do
potraktowania wszystkich zmiennych oprécz x; jak statych i obliczenia pochodnej po x
zgodnie ze zwyklymi regutami obliczania pochodnych znanymi z operowania funkcjami
jednej zmiennej. Pochodna taka zdaje sprawe z tego, jak funkcja zmienia su? wzdluz jed-
nej konkretnej prostej (rownolegtej do osi xy) przechodzacej przez punkt ( xlo . a:,(qo)) i
prosta ta jest zwigzana z wyborem zmiennych z1,...,x,. Poniewaz dla fizyka oczyvvlste
jest, ze zawsze mozna np. obroci¢ osie uktadu wspotrzednych pokrywajacego przestrzen
R"™, jest tez jasne, ze musi istnie¢ naturalne uogélnienie pochodnych czastkowych. Sa nimi
pochodne kierunkowe, ktore od razu tu zdefiniujemy (no bo skoro to naturalne uogdlnie-
nie...), ktore zdaja sprawe ze zmiennosci funkeji wzdhuz dowolnego kierunku, niekoniecznie
rownolegtego do ktorej$ z osi uktadu x4, ..., z,. Aby pochodng kierunkows zdefiniowaé
trzeba wprowadzi¢ w R” jednostkowy wektor

2, 2 2
n=Mny,ng,...,n,), nNi+ny3+...+n;,=1.

Pochodna kierunkowa, oznaczana V,, f, jest wtedy dana wzorem

0 0 0 0 0
Tuf) o o :hmf(atg)jthnl,...,z%)jthnn)—f(xg),.. x,(f),...,x,(q))
n (mg ),...,ZE'EL )) h—0 h :

Zdaje ona sprawe ze zmlennosm funkCJl wzdluz prostej majacej kierunek wektora n i prze-

chodzacej przez punkt (:L'1 ye ) Widag¢, ze gdy tylko jedna sktadowa n, = 1, a pozo-

stale zero, jest to to samo, co zdeﬁmowana wyzej pochodna czastkowa (0f/ 8:ck)(x(0) 20
1 reodbn

Wazne jest by rozumieé, ze pochodna czastkowa nie jest tym samym, co prawdziwa
pochodna (nastajaszczaja proizwodna) funkcji w danym punkcie. Te prawdziwa pochodna
zdefiniujemy dalej. W przypadku funkcji R — R, ktérymi zajmowaliSmy sie w poprzednim
semestrze,* istnienie pochodnej w danym punkcie z, automatycznie oznaczalo, ze funkcja
jest w tym punkcie ciagta. W przypadku pochodnych czastkowych (lub kierunkowych)
funkcji R® — R (n > 1) juz tak nie jest: Wezmy np. funkcje zdefiniowana wzorem

e /(x2+ 2) dy (z,y) # (0,0)
f(%y)—{ Y 0 ! gd;f (9:,5)2(0,0)'

4Taka figura retoryczna - ja sie nie zajmowalem, bo material pierwszego semestru nie jest dla mnie
tak zabawny, jak drugiego.
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Funkcja ta nie ma granicy w punkcie (0,0), co tatwo sprawdzié¢ (to juz przeéwiczylismy),
ale zeby mozna byto pyta¢ o jej pochodne czastkowe w tym punkcie ma ona w nim
przypisana warto$¢ rowna 0. Pochodne czastkowe tej funkcji w punkcie (0,0) istnieja:
obliczamy bowiem z definicji

of
Oz

. f(0+h,0) — f(0,0) . 0-0
= lim =
(0,0) h—0 h h—0 h
Dokladnie tak samo (bo funkcja jest symetryczna wzgledem zamiany x <> y) oblicza sie
pochodna (0f/0y)(0,0). Czyli obie pochodne czastkowe tej funkeji w punkcie (0,0) istnieja,
cho¢ funkcja nie jest w tym punkcie, jako funkcja dwu zmiennych, ciggla. Zeby zrozumieé
dlaczego tak jest (to jest to, czego matematycy na ogdl nie dopowiadaja, zostawiajac
publike z rozdziawionymi gebami) wystarczy zobaczy¢, ze obie granice tej funkcji brane
“po osiach” istnieja i sa wilasnie réwne zeru: gdy sprawdzamy granice funkcji “po osi
x”, to badamy zachowanie f(z,,y,) na ciagach postaci (z,,0) gdzie z,, — 0 (ale zawsze
x, # 0), a poniewaz f(x,,0) = 0 granica ta jest rowna zeru, czyli wzdtuz osi z (i tak samo
wzdluz osi y) funkcja jest ciagla (jest ciagta jako funkcja jednej zmiennej). To dlatego
jej pochodne czastkowe (0f/0x),0) 1 (Of/0y)w,0) istnieja. Ale tatwo tez zobaczy¢, ze
skoro przypisaliémy funkcji wartosé 0 w punkcie (0,0), nie jest ona ciagta, gdy zbiegamy
do (0,0) z innego kierunku niz po ktorejs z dwu osi. Np. gdybysmy chcieli obliczy¢
pochodna kierunkowa w (0,0) “po diagonali” (wzdtuz kierunku = = y), tzn. pochodna
kierunkowa odpowiadajaca wzieciu n; = ny = 1/4/2, to ta pochodna nie bedzie istnie¢:

f(O+mnih, 0+ nyh) — f(0,0)

an|(0,o) = }lLl A
T (V2)(RV2) L1
_flfi%{ﬁ Th2 4 1p2 “O0l = hmg g0

Pochodna w tym kierunku istniataby, gdyby$my nadali funkcji w punkcie (0,0) wartosé
1/2 (taka, jaka wynika z granicy branej w tym kierunku). Ale wtedy oczywiscie w (0, 0) nie
istniatyby pochodne 0f/0x 1 0f/0y. Mimo, ze teraz pewnie zaczynamy lepiej rozumiec,
jak to dziata, to dobrze jest wiedzie¢ tez, ze nawet istnienie pochodnych kierunkowych
w danym punkcie (x§0)’ . x&f))) we wszystkich mozliwych kierunkach nie jest jeszcze
wystarczajace, by funkcja mlala w tym punkcie prawdziwa (tj, w silnym sensie) pochodna.
Wynika to z tego, ze w danym punkcie funkcja moze byc cu@gla %dy do tego punktu
zbiegamy po dowolnej prostej, ale nie jest ciagta, gdy do (:cl ye - ) zbiegamy np. po

paraboli, czy jakiej$ spirali. Rozpatrzmy przyktad funkcji (juz taka byia)

2Pyt +y?) edy (z,y) # (0,0)
f(fb’ay)—{ Y 0 ! gdg (x,g)Z(an)'

Wiemy, ze taka funkcja w punkcie (0,0) jest nieciagla (cho¢ jest ciagta wzdtuz dowolnej
prostej przechodzacej przez punkt (0,0) - to tez juz ustaliliémy). Sprobujmy jednak
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obliczy¢ jej pochodne kierunkowe w tym punkcie. Zeby od razu oblicza¢ pochodne w
dowolnym kierunku, wezmy wektor n o sktadowych ny = cosf =ciny =sinf = s.

f(O+ he, 0+ hs) — f(0,0)

h
= lim {1 [7028}’3 - 0} } T

h—0 | h | cth* + s2h? h—0 c*h? +s* s

Pochodna jak wida¢ istnieje zawsze, pozornie z wyjatkiem sytuacji, gdy s = 0, czyli gdy
jest to pochodna wzdtuz osi z. Ale to tylko pozér, bo pochodna kierunkowa w kierunku osi
x, czyli po prostu pochodna czastkowa 0f/0x w punkcie (0,0) mozemy osobno obliczy¢
bezposrednio z definicji

of
ozr

vnf‘(o,o) = flzli%

oy SO R0~ f(0,0) 00
h—0 h h—0 h

(0,0)

Pochodna ta jak najbardziej istnieje, a to, ze musieliSmy ja obliczy¢ osobno pokazuje
tylko, ze pochodna kierunkowa w tym punkcie jest, jako funkcja kierunku, nieciagta (ktos
powiedzial, ze musi by¢?). Mozna tez sprawdzi¢, co polecam jako zadanie domowe (samo
obliczenie podanych tu pochodnych tez naleze potraktowaé jak ¢wiczenie!), ze pochodne
czastkowe potraktowane jak funkcje na R?

213 — 225y 28 — 222

f:c(ifay):m> fy(f’f,y):m,

nie maja w punkcie (0,0) granic, czyli nie sa one, jako funkcje na R? w tym punkcie
ciagte.

Jesli jednak wszystko idzie gtadko, tzn. pochodne czastkowe w punkcie (xﬁo), e ,x%o))
istnieja 1 wszystkie f,,(x1,...,z,) traktowane jak funkcje na R" sa w tym punkcie ciagle,
to pochodna kierunkowa V,, f |(m(0) NOX obliczona z definicji jest réwna kombinacji

1 seebn
0 0
an‘ (0) (o):nl—f —I—...—l—nn—f ,
(@17mn”) 01 |, O 0%y |, O
(217, ) (17,n )
pochodnych czastkowych funkcji f w punkcie (:17&0), e ,:BSLO)).

Pochodne czastkowe funkcji R" — R wyzszych rzedow

Jesli pochodne czastkowe pierwszego rzedu 0f /Oxy funkcji R” — R w jakim$ otoczeniu
(tzn. zbiorze otwartym) punktu (:L’go), ce x%o)) istnieja, to kazda z nich jest w tym otocze-
niu pewng nowa funkcja R™ — R i mozna oblicza¢ pochodne czastkowe tej nowej funkcji,
ktore beda pochodnymi czastkowymi drugiego rzedu wyjsciowej funkcji f. Potem przy
tych samych warunkach mozna oblicza¢ pochodne czastkowe pochodnych czastkowych
drugiego rzedu tworzac pochodne czastkowe rzedu trzeciego itd. Pochodne te oznaczamy

o (of\ _ &f _ 0 (Of\ _ & _
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etc. Zachodzi pytanie, czy pochodne

f B 82f ) f B 82f
Y7 Oyox YT ox oy’
obliczone w punkcie (xﬁo), .. xﬁ?)) sg sobie rowne? Odpowiedz jest taka: jesli fo, 1 fye
jako funkcje x 1y (przenosi su@ to oczywiécie na wiecej zmiennych) istnieja i sa ciagte w
(xgo), . ) to fo (2@, y0) = £,.(2® y@). Matematycy, z natury troche prestidi-

gltatorzy, hlbl@ mozliwa nieréwnos¢ tych pochodnych demonstrowaé¢ na (kanonicznym w
ich jezyku) przykladzie funkcji R*? — R zadanej wzorem

Floy) = {xy(af2 - @62)/(932 +4°) ég g zg # (8>8) ,

Funkcja ta jest uczciwie ciaglta w (0,0). Nastepnie obliczaja oni pochodne czastkowe tak:

of fO+hy)—f0,y) . -y

— 1 = limy - 5 Y,
ox (0.) h—0 h h—0" h2 + Y

— =1 = lim =1,
Oy (o) 0 h h—0 12+ h2

Po czym radosnie pokazuja, ze w punkcie (0, 0)

w1 w6
oy\oz) oz \ dy

Po takim numerze dalej nie do korica jednak wiadomo, jakie fiku-miku doprowadzito do
tego szokujacego rezultatu. Oto6z, aby to zrozumieé, najlepiej obliczyé¢ obie drugie mie-
szane pochodne w dowolnym punkcie. Po dtuzszych przeksztatceniach (zalecam wprawie-
nie sie na tym przykladzie!) otrzymuje sie

of 2% 4+ 9zty® — 9x?yt —y® of

dy (r%a) @+yP  or <8y)
“Na wzorkach” zatem funkcje f,,(z,y) 1 fy(x,y) to jest zawsze ta sama funkcja! (Czyli
jak komus wyjda te dwie pochodne rézne to nie moze mowic, ze tak moze by¢!) No i teraz
juz wszystko jest jasne: druga mieszana pochodna jest funkcja jednorodng stopnia zero
typu wielomian k-tego (tu szostego) stopnia przez inny wielomian tego samego stopnia.
Po zrobieniu paru przyktadow (i Zadania 9) powinno by¢ jasne, ze takie funkcje sa w
punkcie (0,0) zawsze nieciagte (wyjsciowa funkcja f bytal) bo maja, gdy sie do (0,0)
zbiega z roéznych kierunkéw, rézne tam granice. I ta pochodna, co wyzej data —1, odpo-
wiada braniu wartosci f,,(x,y) przy zbieganiu do (0,0) po osi y (bo najpierw obliczamy
pochodng po x ale otrzymana funkcje rozpatrujemy juz jako funkcje y tylko, ktadac x = 0,
czyli na osi y), a ta druga, rowna +1, odpowiada f,,(z,y) przy zbieganiu do (0,0) po osi
x. I calta tajemnica pryskal!
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Roézniczka df funkcji f i pochodna prawdziwa

I tak dochodzimy wreszcie do prawdziwej pochodnej funkcji f : R™ — R. Niech punkty
(:1:&0), . ,:E%O)) i (:L'go) +dry ..., 20+ dzx,) naleza do dziedziny funkcji f. Niech

Af = f(x§°’ +dzy ..., 29 4 dx,) - f(xgo), Lz

n

bedzie przyrostem wartosci funkcji f, gdy przesuwamy si¢ od punktu (xﬁo), o ,x%o)) do
punktu (xgo) +dry ..., 20+ dx,). Fizyk pyta, jak ten przyrost Af mozna przybli-

zy¢ (niezaleznie od kierunku, w ktorym sie przesunelismy w bok, byle infinitezymalnie).
OdpowiedZ matematyka jest taka, ze jesli pierwsze pochodne czastkowe funkcji f sa w

otoczeniu (x§0)’ . ,:ESLO)) ciaglymi funkcjami, to wtedy

Af ~df (27, .. L2y = For @ O dey + ..+ Fo (@ 2O dz,, |

tzn. to df funkcji, zdefiniowane wyrazeniem po prawej stronie, dobrze przybliza wartosé
Af w tym sensie, ze réznica Af — df zbiega do zera szybciej niz \/(dz1)? + ... + (dx,)?.
Technicznie rzecz ujmujac

Af —df
V()2 + ..+ (dy,)?

—0, gdy +/(dz1)2+ ...+ (dz,)? =0,

niezaleznie od tego jak kazde dx; z osobna zbiega do zera. df, czyli wlasnie rézniczka®
funkcji f w punkcie (xgo), e :1:%0)), to jest warto$¢ pochodnej prawdziwej funkcji f w tymze
punkcie na wektorze przyrostu (dzy, ..., dz,). Rozniczka jest zawsze (wbijmy wiec sobie
do glowy to hasto!) gtdwng liniowq czescig przyrostu, tu przyrostu A f, wartosci funkeji f.
Czymze zatem jest ta pochodna prawdziwa? Jest to, najogélniej rzecz ujmujac, kowektor,
czyli odwzorowanie liniowe, ktoére odwzorowuje wektor przyrostu w przestrzen wartosci
odwzorowania; w przypadku funkcji f: R™ — R kowektor odwzorowujacy (dxy, ..., dz,)
w R. (I w tym miejscu widzimy, ze analiza laczy sie nam z algebra i lepiej jest wrocié¢ do
odpowiednich stron mojego skryptu z algebry i to i owo sobie przyswoi¢). Kowektor ten,
jak kazde odwzorowanie liniowe przestrzeni wektorowej,% jest reprezentowany macierza

5Czyli takie matle, co sie rusza - tak kiedy$, gdy bylem studentem, odpowiedzial na pytanie “a co to
jest rézniczka?”’ zadane przez wykladowce fizyki moj kolega; istotnie, sposéb operowania przez fizykow
takimi wielkosciami jak dzx, df, musiat prowadzi¢ do takiej wlasnie odpowiedzi...

61 tu robimy taki maly myk, ze nagle to R”, a wlasciwie to réznice punktéw tego R”, zaczynamy
traktowaé jak przestrzen wektorowa. Naprawde jest to troche inaczej, ale bardziej logiczne przedsta-
wienie tego wymaga przejScia do obrazka, w ktorym funkcja f jest w istocie zdefiniowana na pewnej
rozmaitosci rézniczkowalnej M, czyli takim tworze, ktoéry jako§ mozna “obmacaé¢”, a obmacanie to polega
na wprowadzeniu ukladu wspotrzednych (z!,...,2") - dla porzadku w interesie trzeba numery wspot-
rzednych punktu pisa¢ u géry - na rozmaitosci catej lub przynajmniej jakims jej kawatku; w kazdym
punkcie p takiej rozmaitosci identyfikowanym we wprowadzonym ukladzie wartosciami (x%o), . ,x?o))
wspotrzednych jest “przyczepiona”’ pewna wektorowa przestrzeni zwana przestrzenig styczng i oznaczana
T,M (T od “tangent”; w kazdym punkcie p przestrzen styczna jest troche inna, choé wszystkie sa jakos
tam do siebie podobne, czyli izomorficzne) i to wlasnie w tej przestrzeni stycznej istnieja te wektorki
infinitezymalnych przemieszczenl z jednego punktu rozmaitos$ci do drugiego; z kazdym uktadem wspol-
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(tu w kanonicznej zero-jedynkowej bazie przestrzeni R" traktowanej jak wektorowa) dana
wzorem

of of

2 I ()

dzialajaca na sktadowe (dxq,...,dx,) (W tej samej bazie) wektora przesuniecia.
Kowektor ten, czyli pochodna funkcji f(z1,...,x,), nazywa sie tez gradientem funkcji

i (troche) niepoprawnie traktuje jak wektor (bo naprawde jest to kowektor; ale w R”

mozna sobie na to pozwoli¢). Wektor ten, ktéry oznacza sie tez symbolem “nabla”

V]

X0

ma prosta interpretacje geometryczna. Mianowicie (dla prostoty rozpatrzmy tu funkcje
tylko dwoch zmiennych) zapytajmy, o takie przyrosty dz i dy argumentéw x i y funkcji
f(x,y) w punkcie (xg,yo), dla ktérych funkcja nie zmienia swej wartosci, czyli takie, dz i
dy ze

f(xo +dz, yo + dy) = f(xo, Yo) -

Jesli funkcja f jest w (xo,yo), rozniczkowalna, to lewa strone mozemy przyblizy¢ przez

f (o, yo) + fe(xo, Yo) dx + fy (w0, yo) dy,

i jako warunek otrzymujemy

fz(20, o) dx + fy(x0, yo)dy =0,

albo, oznaczajac sobie wektor przyrostow (dx,dy) przez h,

V. -h=0.

X0

Poniewaz warunek f(zg + dz, yo + dy) = f(xo, yo) albo f(x¢ + h) = f(x¢) wyznacza
poziomice wartosci f(xg, yo) funkcji f, wnioskujemy, ze wektor gradientu w danym punkcie

rzednych (bo wspoirzedne mozna na tej samej rozmaitosci wprowadzac rozne) jest w sposob naturalny
stowarzyszona pewna baza iy, k = 1,...,n przestrzeni stycznej, wektorek & przesuniecia z punktu p o
wspOlrzednych (x%o), cey ZC?O)) do sasiedniego p’ o wspolrzednych (x%o) +ozt, ... s Ty + dz™) ma postacé
0 =i10x +...+1,02", a rozmiczka df funkcji bedaca wartoscig zywego kowektora (jedno-formy) df, czyli
prawdziwej pochodnej funkcji f: M — R, na wektorze przesuniecia § jest dany przez

df = df(6) = <%) de' + ...+ <8—J;) 1 da™ |

jako kowektor zapisany w bazie dx* jedno-form dualnej do bazy tworzonej przez wektory ij (dualnej,
tj. takiej, ze da® (i) = 5’3—). I tak robi sie z tego geometria rézniczkowa, ktoéra jest bardzo naturalna i
opanowanie jej prostych podstaw bardzo utatwia zycie fizyka. No ale w R™ wszystko sie trywializuje i
nic z tego pieckna nie widaé... Troche tu odlecialem w kosmos, wiec jak kogos$ to przeraza, to niech tego
przypisu nie czyta.
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jest prostopadly do poziomicy funcyi przechodzqcej przez ten punkt i wskazuje kierunek
najszybszeqo wzrostu funkcyi f.

Obliczy¢ dla wprawy pierwsze i dwugie pochodne czastkowe funkcji (za kazdym razem
sprawdzi¢, ze fuy = fyz)

fla,y) = (@2 + 1%, glz,y) = Va2 +y2,
hz,y) = arcsin(g) : 2(z,y) = ln(:)s + 2?2 + y2) .

Sprawdzi¢, czy funkcja f = 2¥ spelnia rownanie rézniczkowe

Obliczy¢ pochodna kierunkows funkeji f(z,y) = sin(x +y) w punkcie (zq, yo) w kierunku
wektora n = (1/v/2, 1/v/2) na dwa sposoby: raz bezpogrednio z definicji (jest wczegniej
w tekscie) i drugi raz jako odpowiednia kombinacje pochodnych czastkowych obliczonych
w tym punkcie.
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Rozwiniecie w szereg Taylora funkcji wielu zmiennych

Jak wszyscy dobrze wiedza (lub wiedzie¢ powinni), w przypadku funkcji jednej zmiennej,
czyli odwzorowania z R w R, majacej n + 1 ciaglych pochodnych w caltym przedziale
domknietym [zg, zo + h], stuszny jest wzor Taylora (nie szereg, tylko wzor!)

1 1
¢(zo + h) = ¢(x0) + ¢'(20) h + B ¢"(wo) B + ... + o ¢ (20) " + Ry -
Wyraz R,,.1, zwany reszta Taylora (a moze doczesnymi resztkami Taylora), jest dany
wzorem (tzw. posta¢ Lagrange’a resztek Taylora - sa tez inne jej postacie)

hn-l—l

B = 0

¢ (zo+60h), gdzie 0<O<1.

Chodzi oczywiscie o to, ze w przedziale (xg, o + h) jest gdzies (ale gdzie doktadnie, to
tego wlasnie wzor nie méwi) taki punkt,” ze obliczona w nim (n+ 1)-sza pochodna funkcji
¢(z) dopemhia wzor Taylora do uczciwej rownosci. Sztandarowym przykladem, jak dziata
wzor Taylora jest zastosowanie go z x¢ = 0 do funkcji

B(z) = exp(—%) |

Funkcja ta ma w o = 0 pochodne dowolnego rzedu, ale wszystkie one, jak jeden maz (cho¢

to dziewczyny!), sa rowne zeru: ¢™(0) = 0, n = 0,1, ... Wobec tego wszystkie wyrazy we
wzorze Taylora sg rowne zeru oprocz - wlasnie! - tej reszty, ktéra daje doktadnie wartosé
¢(h).

Dowodzi sie (np. u Lejka - to naprawde bardzo przyjazna cztowiekowi ksiazeczka!), ze
rownowaznie reszte Taylora mozna tez zapisa¢ w postaci

hn+1

Rouy1 = (1—0)"¢™ YV (zo+0n), gdzie 0<6<1.
Czasem bywa to uzyteczne.

Dopiero, gdy w przedziale domknietym [xg, zo + h] istnieja pochodne dowolnego rze¢du
funkcji ¢(x) i gdy mozna pokaza¢, iz przy n — oo reszta R,.; dazy do zera,® wzor
Taylora staje sie nieskonczonym szeregiem potegowym. Oczywiscie promien zbieznosci
takiego szeregu jest wtedy réwny conajmniej h (no bo jak pokazalismy, ze przy danym h
reszta zbiega do zera, to tak musi by¢; odwracajac kota do géry ogonem, jesli napiszemy
nieskoniczony potegowy szereg Taylora i zobaczymy, ze ma on skoriczony promien zbiez-
nosci r, to to znaczy, ze przy |h| > r, lub |h| > r - zaleznie od zachowania szeregu na
krancach przedziatu zbieznosci - reszta Taylora do zera nie zbiega).

"Utarta jaka$ taka tradycja matematyczna, zeby wielkosé parametryzujaca niepewnoéé, gdzie obliczaé
te pochodng w reszcie Taylora oznaczaé¢ 6. Nie wiem skad to poszlo, ale nie bedziemy tej tradycji tu
tamac.

8Jest jasne, ze w przypadku funkcji ¢(x) = exp(—1/2?) tego wlasnie nie mozna pokazac!
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Zadania domowe (Czes$¢ jest wzieta z nieSmiertelnego zbioru (tom II) Krysic-
kiegi i Wlodarskiego - tam sa tez rozwigzane pozyteczne przyklady i zadania,
do ktorych sa na koricu podane odpowiedzi)

1. Czy w R? zbiezne sg nastepujace cztery ciggi:

1 —1 si 1 —1
n n n n 2n

Jesli ktorys jest, to do jakiej granicy?

2. Zbada¢ ciagtos¢ w punkcie (0, 0) okreslonych na R? funkcji:

x? 222 + 92 3 1 — ety 3— /9 + %+ y?

x2+y2’ x2_|_y2’ x2+y2’ $2+y2 ’ $2+y2 ’
7333 a sin L T sin ! v 7sin(x4 +47)
222 + y*’ a2+ y?’ 2492’ ozt +sin’y’ x4y
e w2t 1 — cos(z? + y?)

(L2 + )7, (L+aly)™o, :

8 + y8 ’ 1’2(1’2 + y2)

3. Obliczy¢? wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu i drugiego (sprawdzajac
przy tym, ze mieszane pochodne drugiego rzedu sg takie same, tzn. ze np. 9%f/0xdy =
02 f /OyOx) ponizszych funkcji R® — R (n = 2 lub 3). Jak kto$ chce si¢ bardziej ¢wiczy¢,
moze i pochodne trzeciego rzedu poobliczac.

a)  flx,y) =2 —y+3y* + 2%y’ —wsiny,
y
b) f(%y):yf

A= TErra O Pt
h)  f(u,v) =In(u+Inv),

a+ /22 +y? + 22
7)) fley)=a?,

k) flz,y) = (na)™?,

9Zadanie jest idiotyczne, ale spelmia¢ ma ono te samga role, co codzienne rypanie na pianinie znanego
kawalka “kurki trzy” przez poczatkujacych pianistow (zaawansowani tez to rypia na rozgrzewke) - reka
musi sie utozy¢ i rozruszac.
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0 flay2) = (vtg2)"?,
m)  flz,y.2) =a"",

) floy) = / Yt gt).

Pamigta¢, ze a’ = exp(bln a); w ostatnim zadaniu f(x,y) = G(xy), gdzie G(-) jest funkcja

pierwotna funkcji g(-).

4. Obliczy¢ bezposrednio z definicji (tj. jako granice odpowiedniego ilorazu réznicowego)
a) pochodne czastkowe f, i f, w punkcie (3,4) funkcji

flo,y) =4y —a?+y2,

b) pochodne czastkowe f, i f, w punkcie (1,2) funkcji

flay) =(r+ ),

¢) pochodna kierunkowa w punkcie (2, 1) w kierunku wektora n = (1, 3)/+/10 funkcji

f(z,y) = 2% + 22,

i sprawdzi¢, ze jest ona réwna odpowiedniej kombinacji pochodnych czastkowych funkcji
f obliczonych w tym samym punkcie,
d) pochodna kierunkowa w punkcie (1, 1) w kierunku wektora n = (1, —3)/+/10 funkeji

™

f(z,y) =Sin(2

($+y)),

i sprawdzi¢, ze jest ona réwna odpowiedniej kombinacji pochodnych czastkowych funkcji
f obliczonych w tym samym punkcie.

4. Sprawdzi¢, czy funkcja f = zIn(y/x) spelia réwnanie rozniczkowe

of  of
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