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1 Tydzien I: 1. i 4. pazdziernika 2024

1.1 Od codziennego do matematycznego rozumowania
1.1.1 Potoczny sposéb rozumowania

WyobraZzmy sobie nastepujaca sytuacje:

A méwig do B: ,My mamy racje — a wy jestescie stadem idiotéw.”

B moéwig do A: ,My mamy racje — a wy jestescie stadem idiotow.”

Taka sytuacja, pomnazana miliardy razy, opisuje historie ludzkosci.! Charakteryzuje ja:
e powolny postep;
o zapetlanie sig;
e nuda.

Niemniej jednak, teraz ladujemy na ksiezycu (a za chwile na Marsie), podczas gdy jeszcze niedawno
jezdziliSmy na koniach: taki postep zawdzieczamy nauce.

1.1.2 Naukowy sposéb rozumowania

Obowiazuje tu nastepujaca zasada:

Teoria nie moze zostac potwierdzona — moze tylko zosta¢ zaprzeczona.
Karl Popper (1902-1994)

Zilustrujmy te zasade poprzez trzy przyktady:
Przyklad 1.1. W nastepujacej (urojonej) rozmowie:

A méwi: Planety kraza wokét Ziemi po okregach.”

B méwi: ,, Planety (lacznie z Ziemia) kraza wokdl Storica wzdluz elips o statych
osiach.”

C moéwi: ,,0$ orbity Merkurego powoli obraca sie.”

rozpoznamy (uproszczone) teorie Ptolemeusza (100-168), Keplera (1571-1630) oraz Einsteina (1879
1955): panowie nie mieli okazji spotykaé sie osobiscie (i sie kléci¢); niemniej jednak my, mozemy teraz
zadaé pytanie kto miat racje?

Oté6z odpowiedz brzmi: ludzie nie sa w stanie rozstrzygnaé¢, kto ma racje — ale:

e miedzy Ptolemeuszem i Keplerem teoria A byta uznana za prawdziwa;
o dzieki Keplerowi teoria A zostala zaprzeczona;

e po Keplerze, ale przed Einsteinem, teoria B byta uznana za prawdziwg;
o dzieki Einsteinowi teoria B zostala zaprzeczona;

e po Einsteinie, do tej pory, teoria C jest uznana za prawdziwa.

Jak widaé¢, w nauce co$ sie rusza — jest w niej ciagly, wieczny postep.

!Na plaszczyznie psychologicznej, ludzkoéé jest taka sama teraz, jaka byta 5.000 lat temu i jaka bedzie za kolejne
5.000 lat (chyba ze spadnie kolejny meteoryt i zrobi z nami porzadek jak to bylo z dinozaurami).



Przyklad 1.2. 7 historii (nauce o przeszlosci) przejdzmy do futurologii (nauce o przysztosci):

Darwin (1809-1882) powiedzial: ,,Czlowiek pochodzi od malpy.”

Wszyscy (prawie) dzisiaj uwazaja te teorie za prawdziwa — niemniej jednak mozna sobie wyobrazié
wizyte obcych z planety Nubiru w roku 2.345, ktérzy beda glosié:

»Ziemia, wraz ze skamielinami, zostala stworzona przez nasze dzieci 5.000 lat
temu w ramach wycieczki edukacyjnej: popatrzcie na te zdjecia!”

Co zaprzeczytoby teorii ewolucji. Ale — kto wie — w roku 3.456 mogliby zwiedza¢ Ziemie obcy z
galaktyki Andromedy i nas poinformowac, ze:

»,Cata Droge Mleczna, wraz z pamieciami jej mieszkancéw, stworzyliSmy dwa
dni temu w czasie gry planszowej.”

Zaréwno w nauce, jak i w fantastyce naukowej, postep nigdy nie si¢ skonczy.

Przyktad 1.3. Trzecioroczny student bedzie musial obronié¢ sie — dlaczego tak sie méwi? Poniewaz
kandydat przedstawia swoja teze komisji, a komisja stara sie jej zaprzeczy¢. Jesli komisji nie uda sie
zaprzeczy¢ tezie, to kandydat dostaje dyplom — ale to nie znaczy, ze jego teza jest prawdziwa, tylko
ze ,wygral z komisja”, tj. ,obronit sie”.

Osoba, ktéra uprawia nauke, musi zy¢ ze Swiadomoscia, ze nawet najpiekniejsza teoria, predzej czy
pozniej, zostanie zaprzeczona — innymi stowy: nie ma nigdy pewnosci. Ludziom, ktorzy nie potrafia
znies¢ tej sytuacji, proponujemy Matematyke, poniewaz matematyka ma zawsze racje.

1.1.3 Matematyczny sposéb rozumowania

Zanim zilustrujemy, co znaczy dokladnie ,mie¢ zawsze racje”, trzeba ustali¢ — raz na zawsze — ze
oprocz ,mieé racje”i ,,nie mieé¢ racji’nie ma innych mozliwosci.

Zasada 1.1 (Arystoteles (384-322 p.n.e.)). Dane zdanie moze byé albo prawdziwe albo falszywe i nie
ma trzeciej mozliwosci (lac. tertium non datur).

Zawod Matematyka polega na produkcji tzw. twierdzen; twierdzenie jest zdaniem, ktére jest
zawsze prawdziwe. Z kolei, inne nauki $écisle opieraja sie na matematycznych twierdzeniach, aby
formutowaé teorie o naszym wszech$wiecie.

Ale, jedli matematycy ,zawsze maja racje”, dlaczego nie ma klétni, jak w przypadku potocznego
rozumowania przedstawionym w Sekcji 1.1.17 Popatrzmy na nastepujaca rozmowe miedzy matematy-

kiem (M) i jego zona (Z):

7Z: ,Nie wiem, czy jutro wyjde z parasolem czy nie — co my$lisz?”
M: , Ja mysle, ze albo jutro bedzie padaé, albo jutro nie bedzie padac.”

7 (cicho): ,Boze, z kim ja si¢ ozenitam!”

Widaé teraz, ze matematyk zawsze ma racje — szkoda, ze jego zdanie jest totalnie bezuzyteczne.
W zZyciu codziennym zdanie w czerwonym nazywamy ,,gtupota” — w matematyce twierdzeniem.
1.2 Zdania zlozone i twierdzenia
1.2.1 Zdania zlozone

Lepiej tez rozumie sie znaczenie wyrazenia ,zawsze prawdziwe”: zdanie

P := ,albo jutro bedzie padaé, albo jutro nie bedzie padac¢”



jest zawsze prawdziwe, niezaleznie od pogody. Trzeba jednak byé¢ bardziej precyzyjni:

Zdanie P jest zdaniem zlozonym, tj. zdaniem skladajacym sie¢ z innych
zdan; pierwsze mozemy nazywac ,zewnetrzne, gléwne, zalezne” — a drugie ,,we-
wnetrzne, pomocnicze, niezalezne”.

Uwaga 1.1. W literaturze zazwyczaj méwi sie ,funkcja zdaniowa”(ang.: propositional function); wy-
ktadowca woli okreslenie ,zdanie zlozone”poniewaz podkresla ono to, ze zdanie sktada sie z innych
zdan.

W naszym przypadku, zdaniem wewnetrzne jest
Q := ,jutro bedzie padac”.

Piszemy wtedy B
P=PQ)=QVvVE (1)

i czytamy: P jest zdaniem, ktére zalezy od @, zdefiniowane jako ,,Q) jest prawdziwe lub zaprzeczenie
@ jest prawdziwe”.
Wtedy powyzsza rozmowa jest tylko przyktadem ogodlniejszego twierdzenia:

Twierdzenie 1.1 (Prawo wylaczonego érodka). Zdanie Q V Q jest prawdziwe, dla kazdego zdania Q.
Jak to udowodnié?

Dowdd. Niech @) bedzie dowolnym zdaniem. Zasada Arystotelesa méwi nam, ze () moze by¢ lub
prawdziwe, lub falszywe. Zalézmy, ze Q jest prawdziwe: wéwczas zdanie QVQ jest prawdziwe poniewaz
Q jest prawdziwe. Zalézmy teraz, ze Q jest falszywe: wéwczas jego zaprzeczenie @ jest prawdziwe i
zdanie Q V @Q jest prawdziwe poniewaz @Q jest prawdziwe. Skoro nie ma innych mozliwoéci, dowéd
dobiegl konca. O

1.2.2 Dowdd twierdzenia
Na ogdl, jesli tres¢ twierdzenia ma postaé
Twierdzenie 1.2. Twierdze, ze P = P(Q) jest zawsze prawdziwe.

Moé6wimy, ze twierdzenie zachodzi, jesli P = P(Q) jest prawdziwe dla wszystkich Q. Méwimy,
ze nie zachodzi, jesli P = P(Q) jest prawdziwe dla niektérych @ i jest falszywe dla innych Q. A
mowimy jest sprzeczne, jesli P = P(Q) jest falszywe dla wszystkich Q.

Teoretycznie, aby udowodni¢ podane twierdzenie ,wystarczy” podstawic¢
wszystkie mozliwe wartosci logiczne na miejscu zdan wewnetrznych i spraw-
dzié¢, za pomoca dzialan logiki, ze wychodzi nam co$, co niewatpliwie musi

”a

by¢ prawdziwe, jak np. ,,Q) jest prawdziwe, poniewaz () jest prawdziwe”.

?Cos takiego nazywa sie tautologia (po starogrecku ,méwié¢ to samo”) i oznacza zdania
zawsze prawdziwe - np. , jestem radosny, poniewaz jestem radosny”; ,Mam zawsze racje
i nigdy sie nie zdarza, ze nie mam racji”’; ,nie ma wiecej przykladow, bo nie ma wigcej
przykladow”.

Udowadnianie twierdzenia jest wtedy podobne do rozwiazywania réwnania, w ktérym chcemy
otrzymac co§ w rodzaju 0 = 0 za pomoca dzialan algebraicznych.

Udowadniajac twierdzenia, czesto korzystamy (méwimy tez: zastosowujemy) z innych (juz udo-
wodnionych) twierdzen lub definicji.

Twierdzenie 1.3. Wielokrotnosci 6 to liczby piekne ¢ liczby brzydkie.

Czy takie twierdzenie mozna udowodni¢? Bez dodatkowych informacji to niemozliwe, poniewaz
brakuje nam definicji czym jest liczba piekna, a czym brzydka.

Definicja 1.1. Liczba n jest piekna, jesli n jest podzielna przez 2.
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Definicja 1.2. Liczba n jest brzydka, jesli n jest podzielna przez 3.

Zauwazmy, ze tekstu definicji, w przeciwienstwie do tekstu twierdzenia, nie mozna udowodnié. To
raczej dogmat. Definicja jest ,,sztuczna tautologia”, czyli my ustalamy, ze jest ona prawdziwa.

Aby udowodnié¢ Twierdzenie 1.3, wystarczy podstawia¢ do niego definicje tak by otrzymaé tauto-
logie.

Zauwazmy, ze nawet jesli tekst Twierdzenia 1.3, brzmi sprzecznie (w zyciu codziennym, co$ nie moze
by¢ jednoczeénie pieknie i brzydkie), jest jednak prawdziwe, poniewaz, po powyzszych definicjach,
przymiotniki , piekny” i ,brzydki” stracily swoje codzienne znaczenie.

Zaréwno twierdzenia i definicje sa zasadniczo bardzo ogdlne: ich poszczegdlne przypadki nazywaja
sic przykladami.

Przyklad 1.4. 4 jest przykladem liczby picknej; 9 jest przyktadem liczby brzydkiej; 6 jest przyktadem
liczby i pieknej i brzydkiej.

Matematyka jest muzyka — muzyka skladajaca sie z trzech nut: definicji, twierdzen, przykladéw.

e
Nl T | 1 T -
L2 T >

Def Def Tw Przy Przy

1.2.3 Stosunek miedzy Matematyka, Naukg i Zyciem codziennym

Jak uzupetnié zdanie

»Jesli jutro wygram loterie to...”

w taki sposob, zeby byto zawsze prawdziwe? Potocznie powiedzielibySmy:

»Jesli jutro wygram loterie to kupie sobie ogromny jacht.”

Matematycy, z drugiej strony, powiedzieliby:

»Jesli jutro wygram loterig, to jutro wygram loterie.”

To pokazuje rozbieg miedzy potocznym i matematycznym sposobem rozumowania.

Jedli teraz naukowiec mowi:

T: ,nie istnieje dinozaur o dlugosci wigkszej niz 100 metréw.”

To teoria T moze zostaé zaprzeczona tylko przez odkrycie ponad 100-metrowego dinozaura (dokona-
nego przez paleontologa). Niemniej jednak matematyk mégltby udowodnié, ze teoria T jest praw-
dziwa:

Zakltadajac, ze zotadek dinozaura wyglada jak sfera, a jego przetyk jak rura, to
wtedy mozna udowodnié, ze czas jedzenia rosnie proporcjonalnie do wymiardw
dinozaura; w szczegblnosci, dinozaur o dtugosci > 100 metréw, potrzebowaltby
wiecej niz doba, aby cos$ zje$¢, wiec nie moze istnie¢. Koniec dowodu.

Swietny dowéd, ale dlaczego paleontolog zaprzeczyl naszemu naukowcowi, skoro matematyk udo-
wodnil, ze teoria T jest prawdziwa? Gdzie jest putapka? Pulapka kryje sie w tym, ze matematyk
udowodnit:
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»jesli zdanie Z jest prawdziwe, to zdanie T tez jest prawdziwe”,

gdzie zalozenia zdania Z brzmia: ,,zotadek dinozaura wyglada jak sfera, a jego
przetyk jak rura.”

Juz nie ma zadnego konfliktu: naukowiec ogtasza absolutna prawde T — ktéra jako taka moze zostaé
zaprzeczona — podczas gdy matematyk oglasza prawde warunkowa i potrafi nawet ja udowodnié.
Inaczej mowiac:

Nauka, inspirowana matematycznymi twierdzeniami, tez ma zawsze racje... pod
warunkiem, ze zalozenia sg spelnione — a w rzeczywistosci nigdy nie sg!

Rozumowanie

»jesli zdanie Z jest prawdziwe, to zdanie T réowniez jest prawdziwe”

jest prawdziwie naukowym rozumowaniem i w wida¢ wnim najpotezniejsze dzialanie logiczne: impli-
kacje.
Ale czego tak naprawde dowodzi powyzsze Twierdzenie? Nastepujaca tabelka:

mozliwo$é: H zyjemy w Swiecie, w ktérym:

dinozaury wygladaja jak dinozaury i teoria T jest prawdziwa;
dinozaury wygladaja jak dinozaury i teoria T jest falszywa;
dinozaury wygladaja jak butelki i teoria T jest prawdziwa;
dinozaury wygladaja jak butelki i teoria T jest falszywa.

o T

)
)
)
d)
przedstawia wszystkie mozliwosci, w jakie mogltby wygladaé nasz swiat. Otéz paleontolog, wykopawszy
w pocie czola kosci, udowodnil, ze jeste$my w Swiecie b) — matematyk, wygodnie siedzac na fotelu, ze
nie zyjemy w Swiecie d).

W tabelce odnajdziemy znaczenie zasady Poppera: aby udowodnié, ze teoria T jest prawdziwa,
powinnidmy dostownie rozkopaé calg planete, aby pokazaé, ze zaden szkielet nie jest dtuzszy od 100
metréw... i wiecej: przeciez po spadku meteorytu niektére dinozaury mogly wyemigrowaé do innej
planety, wobec tego tam tez trzeba by bylo szukac!

W tabelce wida¢ takze skad sie bierze przystowiowy ,niesmak” wobec matematyki, ktéry z kolei
wiaze sie z oskarzeniem o bycie zbyt abstrakcyjna: matematyczna teoria jest perfekcyjna, ale nie
dotyczy rzeczywistosci, poniewaz dinozaury nie wygladajg jak butelki!

1.3 Dzialania (tabelki) logiki

Podobnie, jak zwykly rachunek (arytmetyczny) pozwala nam konstruowaé nowe (bardziej skompli-
kowane) wyrazenia na podstawie podanych (prostszych) wyrazen lub, na odwrét, upraszczaé¢ podane
trudne wyrazenia, istnieje tzw. rachunek logiczny (lub rachunek zdan), ktéry pozwala nam kon-
struowaé nasze wilasne twierdzenia lub udowadniaé¢ podane przez osoby trzecie twierdzenia.

W arytmetyce (tak i w algebrze) mamy dziatania (operacje) jednoargumentowe, dwuargumen-
towe, trojargumentowe, itd. Analogiczne podzial odnajdziemy w logice.

1.3.1 Negacja zdania

S
= (|3l

(2)

= O
o

Przykiad 1.5. Niech p = ,logika jest nudna”. To p = ,logika nie jest nudna”. Wtedy: jesli to nie prawda,
ze ,logika jest nudna”, to znaczy, ze to prawda, ze ,logika nie jest nudna”. To odpowiada pierwszemu
wierszu powyzej tabelki. Ale: jesli to prawda, ze ,logika jest nudna”, to znaczy, ze to nie prawda, ze
»logika nie jest nudna”. To drugi wiersz.
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1.3.2 Alternatywa zdan

]
S
S

— == o<

3)

— -0 O
— O R Ol

Przyktad 1.6. Niech p = ,logika jest nudna” i ¢ = ,pitka nozna jest ekscytujaca” Zaktadamy, ze
p = q = 0. To znaczy, ze logika nie jest nudna i pitka nozna nie jest ekscytujaca. Pytanie: czy zdanie
yogika jest nudna lub pitka nozna jest ekscytujaca” jest prawdziwe? Nie! Poniewaz logika nie jest
nudna i pitka nozna nie jest ekscytujaca. To odpowiada pierwszemu wierszu powyzej tabelki. Zatézmy
teraz, ze p = 01 q = 1. To znaczy, ze logika nie jest nudna ale pitka nozna nie jest ekscytujaca. Pytanie:
czy zdanie ,logika jest nudna lub pitka nozna jest ekscytujaca” jest prawdziwe? Tak. To odpowiada
drugiemu wierszu. Itd.

1.3.3 Koniunkja zdan

P qpPAg

0 0 0

01 0 (4)
1 0 0

11 1

Przyklad 1.7. Niech p i ¢ beda jak w Przyktadzie 1.6. Widaé teraz, ze zdanie ,logika jest nudna i
pitka nozna jest ekscytujaca” jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy obydwa zdania ,logika jest nudna”
i ,,pitka nozna jest ekscytujaca” sa prawdziwe. Innymi stowy, wtedy i tylko wtedy gdy i p i ¢ r6wnaja
sie 1.

1.3.4 Implikacja zdan

S
S
LS

=
1
1 (5)
0
1

— =0 O
— O R Ol

Przyklad 1.8. Niech p= ,student jest zdolny” i ¢ = ,,wykladowca da mu piatke”. To implikacja p = ¢
brzmi w ten sposob: ,,jedli student jest zdolny, to wyktadowca da mu piatke”. Brzmi jak obietnica. Z
tego punktu widzenia, implikacja p = ¢ osiaga wartos¢ 1, jesli obietnica jest dotrzymana, a wartos¢
0, jesli obietnica jest ztamana. Zatézmy, ze p = ¢ = 0, tzn., ze ,student nie jest zdolny” i ,,wyktadowca
nie dal mu piatki”. Pytanie: czy obietnica zostata ztamana? Nie! Poniewaz warunek obietnicy nie byt
spelniony. Z tego wynika, ze wartosé implikacji p = ¢ nie moze by¢ 0, lecz musi by¢ 1. To pierwszy
wiersz. Zalézmy teraz, ze p =0 a ¢ = 1, innymi stowy, ze ,,jesli nawet student nie byl zdolny, to i tak
wykladowca dal mu piatke”. To znaczy, ze wyktadowca byt milosierny i dotrzymal swojej obietnicy,
jesli nawet jej warunek nie byt spetniony. Jeszcze raz, wartos¢ implikacji p = ¢ wynosi 1. To drugi
wierz. Zalézmy teraz, ze wykladowca jest okropny: , jesli nawet student byl zdolny, a ten nie dal mu
piatki”. Ztamatl on obietnice, i warto$¢ implikacji p = g wynosi 0. To trzeci wierz. Najbardziej naturalna
sytuacja, jaka tez bedzie pojawiata sie w obecnym kursie, to kiedy wyktadowca daje studentowi piatke,
poniewaz student na nig zastuzyl. To ostatni wierz.

Memotechnika 1.1. Zdanie p = q jest falszywe o ile tylko warto$¢ ¢ jest ($cisle) mniejsze niz wartosé
.
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1.3.5 Roéwnowaznosé zdan

P 4|p=4q

00 1

01 0 (6)
10 0

11 1

Przyktad 1.9. Niech p i ¢ beda jakie w przykladzie 1.8. To réwnowazno$¢ brzmi jak podwdjna im-
plikacja: ,,jesli student jest zdolny, to wykladowca da mu piatke” a jednoczesnie ,,jesli student dostat
piatke, to znaczy, ze byl zdolny”. Zwykle sie¢ pisze: ,,wykladowca daje piatke studentowi, wtedy i tylko
wtedy gdy student jest zdolny”. Formula ,wtedy i tyko wtedy” stuzy, aby zapobiega¢ przypadkom
charytatywnym.

Memotechnika 1.2. Zdanie p < q jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy obydwa p i ¢ osiagaja ta
samg wartosé .

1.3.6 Medoda algebraiczna

Jesli podstawimy wartosci algebraiczne 0 i 1 w miejsca wartosci ,,nieprawda”i ,,prawda”, odpowiednio,
tatwo sie przekonaé, ze powyzsze tabelki mozna przepisa¢ jako wyrazenia algebraiczne:

zdanie H wartos¢ algebraiczna

D I—p

pAg pq (7)
pVq p+q—pq
P=q 1 —p+pg

Przyklad 1.10. Znajdzmy wyrazenie algebraiczne réwnowaznosci p < ¢. Wiemy, ze p < ¢ to to samo
jak (p = q) A (¢ = p). Wyrazenia algebraiczne zdain p = giqg=ptol—p+pgil—q+ qp,
odpowiednio. Pozostato je pomnozyé: (1 —p+pq)(1—q+qp) =1 —p— q+ 3pq — p*q — pg® + p?¢?, co
wynosi 1 —p—q+2pq = 1—(p—q)?, poniewaz réznica p(p —1)q(q— 1) zawsze wynosi zero. Przepisujac
wyrazenie algebraiczne 1 — (p — ¢)? w postaci tabelki, otrzymamy tabelke réwnowaznosci p < q.
1.3.7 Niektére prawa rachunku zdan

1. Prawo podwdjnego przeczenia: p < p.

2. Prawa de Morgana:

(a) Prawo zaprzeczenia koniunkcji: p A q < (p) V ().

pla|pAqg|pAq|P 7] BV @
Tl1] 1 0 |00 0
110 0 1 o1 1
0[1] 0 1 [1]0 1
0[0] 0 1 [1]1 1

(b) Prawo zaprzeczenia alternatywy: pVq < (p) A (q)-
3. Prawo zaprzeczenia implikacji: p= ¢ < (p A Q).
4. Prawo transpozycji: (p = ¢) < (¢ = p).
5. Prawa lacznoSci:

(a) Lacznos$¢ koniunkcji: [(p A g) Ar] < [pA (g A7)
(b) Lacznoséé alternatywy: [(pV q) Vr] < [pV (¢V )]

6. Prawa rozdzielno$ci:

(a) koniunkcji wzgledem alternatywy: (pAq)Vr < (pVr)A(qgVr)
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(b) alternatywy wzgledem koniunkcji: (pVg) Ar< (p A7)V (gAT)
Przyklad 1.11 (Inna definicja implikacji). Z prawa zaprzeczenia implikacji zachodzi:

(r=q9) ©DbPVyg,

ktore sie czyta: ,implikacja p = ¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy: lub p jest falszywe, lub ¢ jest
prawdziwe.”

Przyklad 1.12 (Dowd6d nie wprost). Prawo transpozycji pozwala nam przeformutowaé p = ¢ jako
q = p a moze si¢ okazaé, ze drugie zdanie tatwiej daje sie¢ udowodnié¢. Na przyktad, niech p bedzie
podstawowym twierdzeniem arytmetyki: ,kazda liczbe naturalna wieksza od 1, niebedaca liczba
pierwsza, mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych”, a q :=,,istnieje nie-
skonczenie wiele liczb pierwszych”. Zamiast udowodni¢ bezposrednio p = ¢ o wiele tatwiej udowodnié
g = P, a mianowicie, ze jedli istnieje skonczenie wiele liczb pierwszych, to podstawowe twierdzenie
arytmetyki nie zachodzi. Istotnie, liczba n + 1, gdzie

n:=2-3-5-7-11-...- ostatnia liczba pierwsza

nie moze by¢ pierwsza, bedaca $cisle wieksza od ostatniej liczby pierwszej; z drugiej strony, n + 1 nie

jest parzysta, nie jest wielokrotnoscia ani 3, ani 5, ani zadnej liczby pierwszej, wobec tego podstawowe

twierdzenie arytmetyki na niej nie dziala (znalezliémy tzw. przeciwprzykltad/kontrprzyktad).
Powyzszy dow6d zawdzieczamy Euklidesowi z Aleksandrii (ok. 365 — 270 r. p.n.e.).

Uwaga 1.2. Nie zachodzi taczno$é implikacji! Na przyklad, niech p i ¢ beda jak w Przykladzie 1.8,
przy czym r :=,Pan rektor daje wyktadowcy nagrode dydaktyczna”. Woéwczas nie wolno pisaé

p=q=>r
poniewaz
(p=q) =r (8)
ma inne znaczenie niz
p=(g=r). 9)

Istotnie, (8) brzmi ,jesli wykladowca dotrzymuje swoja obietnice ze studentami, to tak i Pan rektor
dotrzymuje swoja z nim” — natomiast (9) brzmi ,,jesli student jest zdolny, to obietnica Pana rektora,
polegajaca na tym, ze wyktadowca dostaje nagrode jesli podal piatke studentowi, nie jest ztamana”.
Rozwazmy wtedy przypadek p = 0, ¢ = 0 i r = 0. W pierwszym przypadku (8) wykladowca do-
trzymat swoja obietnice, ale Pan rektor nie, wobec tego gltéwna implikacja nie zachodzi. W drugim
przypadku (9), student nie byl zdolny ale obietnica Pana rektora nie zostala zlamana, wobec tego
gléwna implikacja zachodzi.

W notacji algebraiczne;j:

p=q)=r : p—pg+(L—p+pgr,

p=(¢g=r) : l+pg(—1+7).
Réznica powyzszych wyrazen widocznie nie zalezy od 7:

(I=p)(r—1)
i jest rézna od zera wtedy i tylko wtedy gdy tak i p, jak i r, zeruje sie. Wéwczas, oprocz powyzej
wspomnianego przypadku, (8) odrdznia sie od (9) tak i w przypadku p=0,g=11ir =0.
1.3.8 Kwantyfikatory
o Dla kazdego z zachodzi ¢(z) : V ¢(x)

xT

o Istnieje taki x, ze zachodzi ¢(z) : 3 ¢¥(x)
Prawa de Morgana dla kwantyfikatoréw:
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© YV o(x) & Feex o(x)
zeX

¢ T © Voex 9)

Przyklad 1.13. Powiedzie¢, ze ,nieprawda, ze wszystkie liczby naturalne sa parzyste” jest tym samym,
co powiedzieé, ze ,istnieje taka liczba naturalna, ktéra jest nieparzysta”.

Przyktad 1.14. W dowodzie z sekcji 1.2.3 przyjeto zasade, ze:
J: VY zwierzecia z  t(z) < 24h,

gdzie t(z) oznacza czas zjedzenia dla zwierzecia z. Udowodniono, ze Z A T nie moze by¢ prawdziwe,
poniewaz w takim razie istnialoby zwierze zp, takie, ze t(zp) > 24h, tj.

J:  Jzwierze zo t(z0) > 24h,

wobec tego mamy sprzecznosé J A J = 1.

1.4 Pulapki przettumaczenia

Mieszkancy planety Wolkan moéwia codziennie w jezyku logicznym, ale my zwykli Ziemianie méwimy w

elastyczniejszych jezykach, w zwigzku z tym moga powstaé sie typowe klopoty przechodzac z jednego

potocznego jezyka do logicznego. ,, Typowy” odnosi sie tu temu, ze nie ma jednoznacznie zdefiniowanej

metody przetlumaczenia: jedno przettumaczenie moze by¢ lepsze niz inne, ale nie ma czego$ takiego,

jak ,,doskonate tltumaczenie”. Nastepujacy przyktad jest wziety od jednego z poprzednich kolokwidw.
Rozwazywszy nastepujace zdania:

A: ,Adam przyjdzie na impreze”,
B: ,Bartek przyjdzie na impreze”’,
C: ,Cezary przyjdzie na impreze’’,
rozpisa¢ za pomocg symbolow logicznych zdanie:
P: ,Cezary przyjdzie na impreze, pod warunkiem, ze Adam i Bartek nie przyjda.”.

Ot6z najczesciej dawana odpowiedZ przez studentéw jest pierwsza, natomiast druga jest rozwazana za
poprawng przez prowadzacych:

Skoro chodzi to o kwestie przettumaczenia, nie mozna odrzucaé¢ zadnej mozliwosci, o ile tylko jest ona
uzasadniona. Po kolej, aby stworzy¢ jakiekolwiek uzasadnienie, trzeba uzywaé swojej wyobrazni,
aby rozszerzy¢ zadanie P, tj. opisywaé konkretna sytuacje odpowiadajaca zaleceniu P, n.p.:

Ja, organizator imprezy, uwazam, ze nie ma ani Adama, ani Bartka, wobec tego zadzwonie do
Cezarego: ,Hej, czy wiesz, ze nie ma ani jednego, ani drugieqo? Dlaczego nie przyjdziesz?” A on
odpowiada: ,0k, daj mi sie zastanawiaé, chyba przyjde, chyba nie’.

Widaé, ze taka rozmowa jest zupelnie rozsadna w prawdziwiej sytuacji; kolejna, z drugiej strony,
chociaz mozliwa, brzy troche ,policyjna”:

[..] Ze nie ma ani jednego, ani drugiego? Teraz musisz przyj$é!” A on, sprawiedliwie, buntuje:
,Dlaczego musze, mi nie sie chee!”.

W obydwéch rozmowach ,warunek”A A B przybiera wartoéé 1. W pierwszej rozmowie, Cezary
wyraza dwie mozliwosci, dopowiadajace wartosciom 1 i 0 zdania C: widaé¢ wtedy, ze takie kombi-
nacje wartoéci nie sa kompatybilne z odpowiedzia (10), podczas gdy sa zgodne z odpowiedzia (11).
Natomiast, druga rozmowa, odpowiada odpowiedzig (10).

Widaé¢ wtedy, ze najbardziej intuicyjna odpowiedz (tzn., (10)) odpowiada mniej naturalnej (jednak
mozliwej) sytuacji.

16



2 Tydzien II: 8. i 11. pazdziernika 2024

2.1 Elementy i zbiory

Logika matematyczna $cisle odzwierciedla reguly jezyku potocznego — jest tylko precyzyjniejsza. Ale
w jakimkolwiek jezyku nie ma tylko spéjnikéw: rzeczowniki, przymiotniki oraz czasowniki sa pod-
stawowymi elementami. W matematyce jest mato czasownikéw: ,,jest, réwna sie, pochodzi, zachodzi,
nalezeé, zawieraé (sie), ..”, kilka technicznych przymiotnikéw, jakie znajduja sie w definicjach, a tylko
jeden rzeczownik: element.

Jak mozna wtedy opisywac¢ niesamowite bogactwo wszechswiata za pomoca jednego rzeczownika?
Trzeba mie¢ genialny pomyst, jak ten, ktory mial maty ksiaze: zamiast powiedzieé¢ ,,wezmy sobie jedna
owce”, mozna rownowaznie powiedzie¢ ,,wezmy sobie jeden element z pudetka S”

S = ‘ © o © ,
do ktorego wczedniej wlozyliSmy wszystkie owce, ktore istnieja.
Takie pojecie, jakie ,pudetko wszystkich owiec, ktére istnieja” w rzeczywistoéci trudno daje sie

wyobrazi¢, ale w matematyce, jest to chlebem codziennym.

2.1.1 (Nie)definicja pojecia zbioru i pojecia elementu

Pudetko, wiaderko, butelka, torba, walizka, kontener, pojemnik, stoik, puszka,
rodzina, druzyna, itp. — wszystko co moze zawiera¢ co$, w matematyce nazywa
sie zbiorem.

Niezaleznie od swojego natury, wszystko co znajduje sie w zbiorze nazywa sie
elementem. Piszemy

seS (12)

i czytamy ,,s jest elementem zbioru S”.

W powyzszym przypadku, element s bedzie dowolna owca:

= WY
TN e e =
s = k’/
) m |
ale opis (12) jest zupelnie uniwersalny.

Pojecie ,zbioru” i ,elementu” sg prymitywne: nie mozna ich zdefiniowa¢. Mozna tylko znalezé
ich synonimy. Zbiory oznaczamy wielkimi literami, A, B,C, X,Y,... a ich elementy malymi literami,
a,b,c,x,y.... Wyrazenie a € A czytamy tez ,,a nalezy do A”, oraz ,,A zawiera a”.

2.1.2 Definicja jednego konkretnego zbioru

Mimo tego, ze pojecie zbioru nie posiada definicji, kazdy poszczegblny zbior, ktérego potrzebujemy w
naszych rozumowaniach, mozna (i nawet nalezy) zdefiniowaé jednoznacznie.

Piszemy
A:={a|ajest...}

i czytamy ,niech A bedzie zbiorem wszystkich elementow a takich, ze..., gdzie
na miejscu trzech kropek znajduje sie wlasciwosé charakteryzujaca te elementy.
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2.2 Relacje i dzialania miedzy zbiorami
2.2.1 Podzbiory

Definicja 2.1. Méwimy, ze B jest zawarty w A (réwnowaznie: B jest podzbiorem A, lub A jest
nadzbiorem B) i piszemy B C A, jesli v € B = x € A, dla kaZdego x. Jesli B C A i tez B # A, to
sie mowi, zZe B jest wladciwym podzbiorem A lub $cidle zawarty w A.

Jak sprawdzi¢, czy B jest zawarty w A? Zalézmy, ze A i B sa jak na rysunku:

A B

Nalezy sprawdzié, czy implikacja * € B = x € A jest prawdziwa dla kazdego elementu z. Z
rysunku, widaé, ze  moze by¢ wybrany na 4 sposoby:

o w taki sposéb, ze x lezy na zewnatrz A i na zewnatrz B: to znaczy, ze obydwa zdania z € A
oraz x € B sa falszywe: z tabelki (5) wynika, ze implikacja z € B = = € A jest prawdziwa;

e w taki sposéb, ze x lezy wewnatrz A i wewnatrz B: to znaczy, ze obydwa zdania z € A oraz
x € B sa prawdziwe: z tabelki (5) wynika, ze implikacja x € B = x € A jest prawdziwa;

o w taki sposéb, ze x lezy wewnatrz A i na zewnatrz B: to znaczy, ze zdanie x € A jest prawdziwe
oraz zdanie x € B jest falszywe: z tabelki (5) wynika, ze implikacja x € B = x € A jest
prawdziwa;

e w taki sposéb, ze x lezy na zewnatrz A i wewnatrz B: to znaczy, ze zdanie x € A jest falszywe
oraz x € B jest prawdziwe: z tabelki (5) wynika, ze implikacja © € B = x € A jest falszywa.

Wtedy to nie jest prawda, ze
reEB=x€A Vz (13)

(przypomnijmy, ze symbol V czyta sie ,dla kazdego”), czyli nie moze by¢é B C A. Powodem tego jest
fakt, ze

dr | x€BAzgA. (14)
(Przypomnijmy, ze symbole 3, | oraz ¢ czytamy ,istnieje”, ,taki, ze” oraz ,nie nalezy”, odpowiednio.)
Widaé ze, zeby implikacja © € B = x € A byla prawdziwa dla kazdego x, zbiory A i B musza
wygladaé¢ w nastepujacy sposéb:

A

Przyklad 2.1. Zgodnie z powyzszym Przykladem 1.8, niech B bedzie zbiorem wszystkich zdolnych
studentéw, a A zbiorem wszystkich studentow, ktérzy dostali piatke. Fakt, ze B C A méwi dokladnie,
ze kazdy zdolny student dostal piatke.

Zauwazmy, ze istnieja studenci, ktorzy nie sa zdolni i nie dostali piatki—ale to nikogo nie obchodzi,
poniewaz to nie przeszkadza implikacji x € B = x € A.
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2.2.2 Dopelnienie

W odniesieniu do Przykladu 1.8, warto zaobserwowaé, ze zbiér wszystkich punktéw ,na zewnatrz”
zbioru B zawiera nie tylko stabych studentéw, ale tez tablice, dtugopisy, czasteczki powietrza, koty,
psy i konie. Taki dziwny zbiér nazywamy dopelnieniem zbioru B, i go oznaczamy jako

B:={z|z¢B}. (15)
Taki zbiér B zawiera wiele dziwnych rzeczy i rzadko jest uzyteczny. (Z punktu widzenia logiki, jesli

pewien sklep nazywa sie ,Nie tylko chleb”, to mogliby$my tam wchodzi¢ i poprosi¢ o szlifierke katowa!)

2.2.3 Wspdlna czesé

Wspélng czesé (czasami nazywana iloczynem) zbioréw A i B definiujemy jako

ANB:={z|x€ ANz € B}. (16)

2.2.4 Roéznica

W szczegoblnosci, mozna wziad

ANB:=ANB={x|z€ ANz eB}={z|xec Anx & B}. (17)
Zbiér A ~ B nazywa sie réznicg zbioréw A i B. W odniesieniu do Przyktadu 1.8, réznica A \ B,
zawiera dokladnie tych studentéw, ktérzy dostali piatke nie bedac zdolnymi.
2.2.5 Suma

Ostatnie wazne dziatanie miedzy zbiorami to ,suma”:

AUB:={z|z€ AVz e B}. (18)

2.2.6 Zbiér pusty i zbior wszystkiego

Jedli oznaczamy jako
0:={} (19)

zbiér nie zawierajacy zadnego elementu (tzw. zbidr pusty), to jego dopelnienie 0 zawiera wszystko:
miedzy innymi, mnie, ktéry pisze i Ciebie, ktéry czytasz, wraz z naszymi mozgami, ktére wyprodu-
kowaly same pojecie ,zbioru”. Taki paradoks pokazuje, ze teoria zbioréow jest pelna pulapek — wiec
wszech§wiat matematyczny (ten, w ktérym dinozaury wygladaja jak butelki) nie jest tak rézowy, jak
wyglada.

2.3 Paradoksy

Nawet przy (bardzo rozsadnym) zalozeniu, ze

»golibroda z Sewilli goli wszystkich, ktorzy nie gola sie sami”

niemozliwe jest udzieli¢ odpowiedzi na pytanie

P: czy golibroda z Sewilli sam goli sig?”

Innymi stowy, fundamentalna Zasada 1.1 calej matematyki (i nauki) jest lamana tu. Istotnie,

e jesli P =1, to golibroda sam sie goli, wobec tego, jako mieszkaniec Sewilli, ktéry sam sie goli,
nie powinien by¢ golony przez golibroda, czyli przez samego siebie;

e jedli P =0, to golibroda sam nie si¢ goli, wobec tego, jako mieszkaniec Sewilli, ktéry sam nie si¢
goli, powinien by¢ golony przez golibroda, czyli przez samego siebie.
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Wiec, w obu przypadkach otrzymujemy sprzecznosé i wyglada na to, ze zdanie P nie moze by¢ ani
prawdzie, ani falszywe. W jezyku teorii zbioréw, paradoks golibrody mozna przedstawié¢ w sposob
nastepujacy.
Niech
X ={A|A¢g A}

bedzie zbiorem wszystkiego, co nie mozna rozpatrywac, jako element samego siebie. Na przyklad,
zbior
E:={A,B,C,D,E}

zawiera samego siebie jako element, wobec tego, E nie jest elementem zbioru X. Mozna teraz zadac
sobie pytanie: czy X zawiera samego siebie?

o Zalézmy, ze tak, tj. X € X: to znaczy, ze X nie spelnia warunku naleznosci do X, czyli X nie
nalezy do X, tj. X € X.

e Zalézmy, ze nie, tj., X ¢ X: to znaczy, ze X spelnia warunku naleznosci do X, czyli X nalezy
do X, tj. X € X.

W sumie, udowodniliSmy, ze
XeX—=X&X,

tj.
P« P.

To paradoks, czyli nierozwigzywalna sprzeczno$¢, w matematyce.

2.4 Zbiér czesci
Zbiér
P(S):={A|AC S} (20)

nazywa si¢ zbiorem czesci zbioru S.

Elementy zbioru P(S) sa podzbiorami zbioru S, tj. méwié¢ ,,wezmy sobie pod-
zbiér zbioru S” jest to samo, co méwié ,wezmy sobie element zbioru P(S)”.

Nietrudno udowodni¢, ze, jesli S zawiera n elementéw, to
P(S) zawiera 2" elementéw . (21)
W szczegdlnosci, jesli S = 0, to jedynym elementem zbioru P(S) jest zbidr ().
2.5 Tloczyn kartezjanski
Definicja 2.2. Iloczynem kartezjanskim zbioréw A i B jest zbior
Ax B:={(a,b) |ac A be B}. (22)

Elementy zbioru A X B nazywamy parami. Element a danej pary (a,b) nazywa sie pierwsza sktadowa
pary, podczas gdy b jest jej druga skltadows.

Nietrudno udowodnié, ze, jeSli A zawiera n elementéw i B zawiera m elementéw, to A x B zawiera
n - m elementéw.
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2.6 Odwzorowania
2.6.1 Definicja odwzorowan jako podzbiory A x B

W iloczynie kartezjanskim A x B znajdujemy tak zwane ,funkcje” (je$li B sklada si¢ z liczb) lub
sodwzorowania” od A do B (jesli B jest nieokreslony).

Niech W C A x B bedzie podzbiorem, takim ze:
Vae A3lbe B (a,b) e W (23)

(symbol 3! czyta si¢ ,istnieje jedyny”).

Skoro b jest jednoznacznie zdefiniowany przez a, warto go oznaczy¢ jako f(b). Symbol f nazywamy
funkcja lub odwzorowaniem od A do B, a W jest wykresem funkcji f. Symbolami,

f:A — B,
a — f(a),

oraz

W = wykres(f) := {(a, f(a)) |a € A} C Ax B.

Prosze zwrdci¢ uwage na ,,odwrdécony” punk widzenia: najbardziej prymitywne pojecie to
zbiér, a nie funkcja, poniewaz zdefiniowaliSmy funkcje jako specjalny podzbiér W iloczynu kartezjan-
skiego A x B, a mianowicie jako podzbiér, ktéry spelnia warunek (23). Innymi stowy,

nie bierze si¢ najpierw funkcje f a potem jej wykres W C A x B, ale na
odwrot: funkcja f jest jednoznacznie okreslona przez podzbiér W spelniajacy
warunek (23).

2.6.2 (Przeciw)dziedzina i (przeciw)obraz

Zbiér A to dziedzina (zbiér argumentéw) funkcji f a B to jej przeciwdziedzina (zbiér wartosci).
Podzbiér
f(A):={be B|3Jac Ataki,ze b= f(a)} CB (24)

nazywamy obrazem f, a podzbior
fABY={acA|fla)=b}C A (25)

nazywamy przeciwobrazem podzbioru B’ C B. Jeéli B’ = {b}, to piszemy f~1(b) zamiast f~({b}).

Przyklad 2.2. Funkcja f(z,y,z) = z oznacza wysoko$é z punktu P = (z,y, z) pewnego tréjwymiaro-
wego przedmiotu K: w takim razie przeciwobrazy f~!(h) nazywaja sic poziomicami. Na przyklad,
niech K C R? bedzie kubkiem stworzonym oprogramowaniem Autodesk = Fusion' : narzedzie ,sectio-
nal analysis” pokazuje wlasnie (w kolorze rézowym) poziomicy f~!(h) dla réznych ustalonych przez
uzytkownika wartosci wysokosci h € R.
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2.6.3 Roézne rodzaje funkcji

Definicja 2.3. Funkcja f jest suriekcja (funkcjq ,na”), jesli f(A) = B; jest iniekcja (funkcjq roz-
nowartoéciowa,), jesli f~1({b}) zawiera tylko jeden element, dla kazdego b € B; jest bijekcja (funkcjq
wzajemnie jednoznaczna ), jesli jest suriekcjq i iniekcjq jednoczesnie.

Jedli funkcja f jest bijekcja, to mozna oznaczyé tylko jeden element zbioru f=1({b}) jako g(b).
Innymi stowy, mamy funkcje
g:B — A,
b — g(b),

taka, ze f(g(b)) = b dla kazdego b € B. Taka funkcja to funkcja odwrotna do funkcji f i oznaczamy
ja f~!. Np. funkcja odwrotna do y = 6z — 9 jest z = (y + 9)/6.

2.6.4 Zlozenie funkcji

Jesli mamy funkcje f : A — B i funkcje g : B — C, to funkcja od A do C zdefiniowana jako
a — ¢g(f(a)) nazywa sie funkcja zlozona, i oznacza g o f. Funkcje f : A — A, taka ze a — a,
nazywamy funkcja identycznosciowa (tozsamosciowa) i oznaczamy ja id4.

Zaobserwujmy, ze, jesli f jest odwracalna, to

foft=idg, flof=ids. (26)
2.7 Operacje w zbiorach
2.7.1 Operacje w S
Odwzorowanie
f:SxS—S

nazywa si¢ operacja (dzialaniem) w zbiorze S. Wynik operacji (dzialania) f na pare elementéw
(x,y) € S x S, czyli obraz f(x,y), zazwyczaj oznacza sie symbolem

zUy,
gdzie O jest jednym z symboléw +, —, x, /, o, itp.

Definicje znanych wlasciwosci operacji arytmetycznych (przemienno$é, tacz-
nos$¢, rozdzielnosé, itp.) mozna uogdlni¢ dostownie do dowolnej operacji O w
zbiorze S.

Przyktad 2.3. Jeéli S jest zbiorem liczb a f(z,y) := z+¥ jest zwykla suma, to przeciwobraz f~1(1) jest
prosta przechodzaca przez (0,1) a (1,0). UWAGA: f~! nie jest operacja odwrotna do dodawania,
czyli zdejmowaniem!
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2.7.2 Relacje w §

Odwzorowanie

f:8 x5 — {TAK,NIE}

nazywa sie relacja w zbiorze S.

Jedli f(z,y) = TAK, to méwimy, ze x jest w relacji z y i piszemy
zly,

w przeciwnym przypadku, piszemy
x [y

i moéwimy, ze x nie jest w relacji z .

Typowymi wygladamy symbolu U sa =, =, ~, <, <, itp.
Przyktad 2.4. Jedli S jest ludzkoscia a

| TAK jesli a jest przyjacielem b,
fla,b) = { NIE inaczej,

to f jest ,relacja przyjazni”.

2.7.3 Porzadek w S

Niech [J bedzie relacja w S.

Jesli
e allb Ablc = aldc Va,b,ce S,
e allbAbWda = a=b Va,beSs,
e Ya,be S allbVbla,

to [ nazywa sie porzadkiem w S.

Przyktad 2.5. < jest porzadkiem w zbiorze liczb.

2.7.4 Relacja r6wnowaznosci w S

Niech OO bedzie relacja w S.

Jesli
e allb Abc = aldc Va,b,c€ S,
e aldb=bla Va,belS,
e Yae S ala,

to O nazywa sie relacjg ré6wnowazno$cig w S.

Przyktad 2.6. Niech alJb wtedy i tylko wtedy, gdy a — b jest wielokrotnoscia 2. Nietrudno pokazaé, ze
[ jest relacja réwnowaznoscia w zbiorze liczb catkowitych.

Niech [ bedzie relacja rownowaznoscia w S i niech = € S. Podzbiér

[]o:={y €S| z0y}
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zbioru S, skladajacy sie z wszystkich elementow, ktére sg w relacji z x, nazywa sie klasg abstrakcji
elementu x. Podzbiér
S/O:={[z]n |z € S}

zbioru P(S) nazywa si¢ zbiorem ilorazowym. Warto zauwazy¢, ze klasy abstrakcji stanowia rozbicie
(podzial, partycje) zbioru S: zadna klasa nie jest pusta, dwie klasy nigdy nie pokrywaja sie, a wszystkie
pokrywajag zbidér S.

Przyktad 2.7. Jesli O jest jak w przykladzie 2.6, to mamy tylko dwie klasy abstrakcji:

0] = {z|x jest parzysta},
[1]g = {z | jest nieparzysta},

wobec tego zbidér ilorazowy sklada sie z dwoch elementéw.

2.8 Moc zbioréow

Jesli istnieje przynajmniej jedna bijekcja miedzy zbiorami A i B, to z grubsza méwiac, A i B zawieraja
ta sama ilos¢ elementéw. Piszemy, w takim przypadku,

| Al = |B. (27)
Jedli |A] = |{1,2,...,n}|, piszemy po prostu, |A| = n. Taki zbiér nazywamy skoniczonym, a liczbe n

okreslajaca liczbe jego elementéw nazywa sie moca zbioru; w innym wypadku, zbiér jest nieskon-
czony.

3 Tydzien III: 15. i 18. pazdziernika 2024

3.1 Skad sie biora liczby?

»Dobry Bog stworzyt liczby naturalne, inne sq¢ dzielem cztowieka.”

Leopold Kronecker (1823-1891).

Péki co nie pojawila sie zadna liczba — tylko logika, zbiory i operacje/dzialania w nich; niemniej
jednak pojecie liczby znajduje sie w fundamentach jakiegokolwiek modelu matematycznego.

7 grubsza méwiac: ,,obraz rzeczywistosci stworzona przez matematyczng czesé
naszego mozgu nazywa sie modelem matematycznym.”

Bogactwo modelu matematycznego zalezy zatem od poziomu kultury matema-
tycznej danego czlowieka oraz chwili historycznej, w ktorej zyje.

Przyktad 3.1. Rysunek
I

ktéry mozna znalezé na Scianach pewnych jaskin, odzwierciedla model matematyczny, jakim dyspo-
nowal jaskiniowiec. Rano, kiedy owcy wyszty z jaskini, jaskiniowiec powiedzial:

jedna owca, dwie owcy, ..., siedem owiec,

i zaznaczyl kreske na $cianie; gdyby, wieczorem, kiedy one wrécity, policzenie skonczylo sie do szedciu
owiec, to doszedlby do wniosku, ze jedna zostala pozarta przez wilka.
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3.1.1 Liczby naturalne

Przyktad ten pokazuje, ze jaskiniowiec nie tylko posiadal matematyczne pojecie liczb naturalnych
N~ {0}

(z wyjatkiem zera: po co mu ,zero owiec”?) ale takze embrionalne pojecie dziatania algebraicznego
w N~ {0} — innymi stowy, w mézg jaskiniowca juz znajdowala sie tzw. struktura matematyczna.

Zbiér N \ {0} przyjmiemy jako dany przez Boga/Matke Natura/Los (niech
kazdy wybierze swojego ulubionego Stworzyciela) — reszte bedziemy stopniowa
konstruowaé¢ na podstawie N ~\ {0}.

3.1.2 Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne

Definicja 3.1. Zbior S nazywamy przeliczalnym jesli |S| = |N|. Jesli S jest nieskoriczony i nie jest
przeliczalny, to S nazywa sie nieprzeliczalny.

Przyktad 3.2. Zbiory N, Z i Q sa przeliczalne. Zbiér R jest nieprzeliczalny.

3.2 Struktury matematyczne

Zbior S wyposazony w jeden (lub wiecej) dzialan nazywa si¢ strukturag i oznaczony jest symbolem
(S,0,A,0,...).

Przyktad 3.3. Zbior Z liczb catkowitych, moze by¢ wyposazone, np., w porzadek <, w sume +, lub w
oba: tak otrzymane struktury, tj.

(Z,<)

Yy —/

(Z7 +) )
(Z7 < +) Y

mimo tego, ze opierajg sie na tym samym zbiorze Z, sa wszystkie rézne od siebie.

3.2.1 Zbiory uporzadkowane

Definicja 3.2. Zbior S wyposaZony w porzedek < nazywamy zbiorem uporzadkowanym.
Przyklad 3.4. Struktura (Z, <) skladajaca sie z zbioru Z a porzadek < jest zbiorem uporzadkowanym.

Definicja 3.3. Niech E bedzie podzbiorem zbioru uporzgdkowanego S. Element m € S, taki, Zem > x,
Vo € F, nazywamy ograniczeniem goérnym podzbioru E. Jesli E posiada jakies ograniczenie gorne, to
nazywamy E ograniczony z gory.

Analogiczne mozna zdefiniowaé¢ ograniczenie dolne.

Definicja 3.4. Najmniejsze ograniczenie gorne podzbioru ograniczonego E C S (zakladajgc, Ze ist-
nieje) nazywa sie kres goérny podzbioru E i oznaczamy go symbolem sup E. Analogiczne zdefiniujemy
kres dolny inf E (jesli oczywiscie istnieje).

Istnieje tak zwana zasada dobrego uporzgdkowania — regula matematyczna méwiaca, ze:

Kazdy niepusty podzbiér zbioru liczb naturalnych zawiera element najmniej-
SZYy.

Tego nie mozna udowodnié: jest to aksjomat. Ale z tego aksjomatu pochodzi zasada indukcji
matematycznej:
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Twierdzenie 3.1 (Indukcja matematyczna). Przypusémy, ze pewna wlasnosé W przystuguje pewnym
liczbom naturalnym, przy czym spelnione sq¢ dwa warunki:

(i) W(1), tzn. wlasnosé W przystuguje liczbie 1;
(ii) Jesli W(n), to takze W(n+1).

Wowczas wltasnosé W przystuguje wszystkim liczbom naturalnym.

3.2.2 Rozszerzenie struktur

I dzialania i porzadek pojawiaja sie naturalnie w zbiorach liczb, ktére zostaly wprowadzone przez
ludzi w ciagu historii, zaczynajac od ,prymitywnego”zbioru N \ {0}:

N\{O}CN:{O,I,Q,...}CZCQ:{%]meZ,neZ\{O}}CR. (28)

Struktura o
(S,0,A)09,...)

nazywa sie rozszerzeniem struktury
(S,D’A,O’..-)’

jesli S jest nadzbiorem zbioru S a dziatania ﬁ, A,S, ... pokrywaja sie z dzia-
taniami [0, A, o, .. ..

Przyklad 3.5. Kazda kolejna struktura w (28) jest rozszerzeniem poprzedniej.

W dalszym ciagu bedziemy wprowadzaé i wyjasnia¢ wszystkie rozszerzenia, ktéry ostatecznie do-
prowadza do R, zaczawszy od N~ {0}.

3.2.3 Przemiennos$é, lagcznosé, rozdzielnosé, istnienie elementu neutralnego

Ponizej symbol [J oznacza dowolne dzialanie (moze ono byé +, x, lub czyms$ innym).

Definicja 3.5. Dzialanie O jest przemienne jesli x0y = yOx Va,y € S; jest taczne jesli (x0y)0z =
x0(yOz) Vx,y,x € S; posiada element neutralny n € S, jesli x0n = x Vx € S.

W przypadku sumy, element neutralny jest zwykle oznaczony jako 0 a w przypadku mnozenia jest
zwikle oznaczony jako 1.

Definicja 3.6. Jesli x+y = 0, to y nazywa sie elementem przeciwnym do x i oznaczamy go —x; jesli
1

x-y =1, toy nazywa sie elementem odwrotnym do x i oznaczamy go r ™.
Definicja 3.7. Jesli S jest wyposazone w sume i mnozenie, a x(y + z) = xy + zz Vx,y,z € S, to
mowimy, Ze prawo rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania jest speinione.

Przyklad 3.6. Zwykle dodawanie i mnozenie w zbiorze N \ {0} (znanym juz przez jaskiniowcow w
prehistorii) sa oczywiscie obydwoje przemienne i taczne. Element 0, neutralny wzgledem sumy, zostal
wprowadzony p6zniej (kiedy z systemu rzymskiego przeszlo sie na system arabski): mamy wtedy liczby
naturalne N. Zbiér Z stal sie konieczny, kiedy ludzie zaczeli mierzyé¢ temperatury ujemne: w Z kazdy
element posiada element przeciwny: mamy teraz liczby cafkowite. Niestety, nie wszystkie elementy
jeszcze posiadaja element odwrotny (tylko 1 go ma): tymi liczbami, ludzie nie moga kupié¢ , jednej
czwartej ciasta”! Rozwiazanie tego problemu przedstawi zbior liczb wymiernych Q: tutaj kazda liczba
rézna od 0 posiada odwrotny.
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3.2.4 Ciala uporzadkowane

Definicja 3.8. Zbior S, wyposazony w dzialania +, X oraz w porzedek <, nazywa sie cialem upo-
rzgdkowanym, jesli + © X sq przemienne ¢ lgczne, zachodzi prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania, kazdy element posiada element przeciwny a kazdy element niezerowy posiada element
odwrotny, a przy tym:

lLy<z=z+4+y<ax—+zV;
2.2>0,y>0= zy > 0.

Przyktad 3.7. Zbiér Q, wyposazony w + oraz X, stanowi przyktad ciala uporzgdkowanego.

3.2.5 Wlasno$¢ istnienia kreséw dolnych

Jaki jest ostatni krok, a mianowicie, przejscie od Q do R? Co brakuje temu Q? Z punktu widzenia alge-
braicznego, tzn. na poziomie dziatan, absolutnie nic. Problem jest teraz raczej natury geometrycznej:
zbiér Q jest pelny ,dziur”, ktére nalezy zapelnic.

Definicja 3.9. Zbior uporzedkowany S posiada wlasnosé istnienia kreséw dolnych, jesli kazdy niepusty
1 ograniczony z dotu podzbior E C S ma kres dolny w S.

Przyklad 3.8. Niech E = {1,1/2,1/3,1/4,...} C Q. Wida¢, ze sup E = 1 € F, natomiast inf £ = 0 ¢
E.

Ale to tylko szczeSliwy przyktad: okazuje sie, ze wiekszosé podzbioréow Q nie posiada kresu—to te
powizej wspomniane ,dziury”. Typowa ,dziura” to v/2.

Stwierdzenie 3.1. Q nie posiada wlasnosci istnienia kreséw dolnych.

Dowdd. Wprowadzmy zbiory

A = {peQ|(<0)V(p>0np*<2)}, (29)
B = {pcQ|p>0Anp*>2}. (30)

Niech p € A bedzie dowolnym ujemnym elementem: wowczas 0 € A a 0 > p, czyli istnieje element w
A wiekszy od p; zalézmy zatem, ze p € A jest nieujemnym. To2 —p> >0ip>0=p+2>0.7Z
tego wynika, ze liczba

(31)

jest §cidle wieksza od p. Ale

(p+2)?
_ Ap*+8p+4—2p —8p—8
- (p+2)?

_2p*—4
C (p+2)?
2—p2
=-2" = _ <0
(p+2)? =
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z czego wynika ¢? < 2. Innymi slowy, g € Aiq > p.

Podobnie, jesli p € B jest dowolnym elementem, mozna znalezé ¢ < p, taki, ze ¢ € B.

Skoro kazdy element w B jest wiekszy od kazdego elementu w A, to A jest ograniczony z gory, a
podobnie B jest ograniczony z dotu. Istotnie, ograniczeniami gérnymi zbioru A sa dokladnie elementy
zbioru B: gdyby A posiadal sup A, to taki kres dolny bylby najmniejszym elementem B, czego nie
ma; podobnie, gdyby B posiadat inf B, to taki kres dolny byltby najwiekszym elementem A, czego nie
ma. O

,Dziura” miedzy A i B to po prostu ,liczba” /2.

3.3 Jak skonstruowaé¢ R na podstawie N\ {0}?
3.3.1 Przejscie od N\ {0} do N

Aby ,wzbogaci¢” dowolny zbiér A jednym ,nowym elementem”wystarczy wzia¢ dowolny a € A i
zdefiniowaé

A:=AU{{a}}. (32)

UWAGA na réznice miedzy elementem a a podzbiorem {a}: tylko drugi sprawdza si¢, poniewaz
Au{a}=A. (33)

Wiec, aby ,wzbogaci¢” A := N\ {0} elementem neutralnym, wystarczy wzia¢ swoja ulubiong liczbe,
np. 7 € A i zdefiniowaé N
A:=AU{{7}}. (34)

Proces rozszerzenia struktur nie ograniczy sie jednak do samego zbioru — trzeba, jak méwi sie tech-
nicznie, dodefiniowaé wszystkie dzialania, tj. zdefiniowaé¢ dziatania dla argumentéw, dla ktérych
jeszcze nie sa okreslone. W niniejszym przypadku, skoro dodalidmy tylko jeden element, wystarczy
definiowad

a+{7}:=a, VacA.

Potem, mozna pokazaé, ze {7} spelnia wlasnosci elementu neutralnego — i zmienié jego symbol,
np. na 0. Tak definiuje sie N.

Uwaga 3.1. Gdzies indziej w literaturze oznacza si¢ zbior liczby naturalnych bez zera symbolem N,
zbiér liczby naturalnych tacznie z zerem symbolem Nj.

3.3.2 Przejscie od N do Z

Dysponujac zbiorem N mozna zdefiniowa¢ zbiér Z biorac sume iloczynéw kartezjanskich

Z:= (N~ A{0}) x {1}) U (N x {0}), (35)

gdzie pary postaci
(n,1), n>0, (36)

nazywamy liczbami ujemnymi, podczas gdy pary postaci
(n,0), n>0, (37)

nazywamy liczbami dodatnimi — a pare
(0,0) (38)

nazywamy zerem. Nastepnie, trzeba dodefiniowaé¢ operacje:

(n,1) + (m, 1) (n+m,1),
(n,0) + (m,0) = (n+m,0),
(n,1) + (m,0) = (m—n,0), jeslim>n,
(n,1) + (m,0) = (n—m,1), jeSlim<n.
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Na samym koricu, mozna — z powodow estetycznych — zmienié¢ notacje:

(n,1) = —-n,

Y * n )

(0,0) = 0.
Przyklad 3.9. Taka konstrukcja jest wykorzystywana codziennie przez maszyny: 8-bitowy rejestr
R = (ao, a1, az, a3, as, as, as, ar)

mozna kodowaé 28 = 256 liczb naturalnych, od 0 do 255; nikt jednak nie zabroni przeznaczyé bit ag
na ,znak” (np.: 1 dla ujemnych a o dla dodatnich) i stworzy¢ nowy uklad arytmetyczny, sktadajacy
sie z 255 liczb, od -127 do +127 (liczbie zero odpowiadaja dwa rézne rejestry).

3.3.3 Przejscie od Z do Q
Dysponujac zbiorem Z mozna zdefiniowaé zbiér Q biorac klasy abstrakcji par
[(L,m)]~ € (Z x (Z~A{0}))/~, (39)

gdzie pierwsza sktadowa ! nazywamy licznikiem a druga skladowa m nazywamy mianownikiem.
Dodawanie i mnozenie rozszerzamy wzorami:

[(ll,ml)]w+[(l27m2)]N = [(llxm2+l2xm1,m1xm2)]N,

[(ll,ml)]NX[(lg,mg)]N = [(l1Xl2,m1Xm2)]N,

gdzie kolorem czerwonym oznaczaliSmy ,,nowe” operacje w (Q a niebieskim ,stare” operacje w Z.
Relacja ~ miedzy paramy jest dana wzorem

def
(ll,ml) ~ (lg,mg) <~ l1m2 = l2m1 .

Zazwyczaj klasa abstrakcji
[(1,m)]~
oznaczona jest symbolem
l
m
i nazywa si¢ utamkiem, czy liczba wymierna.

3.3.4 Przejscie od Q do R

Dysponujac liczbami wymiernymi, tj. utamkami, mozna wprowadzié liczby rzeczywiste, jak np. v/2;
poki co wykorzystaliémy pojecia iloczynu kartezjanskiego oraz zbioru ilorazowego, co nie zmienito
przeliczalnosci: za raz wykorzystamy pojecie zbioru czesci, co sprowadzi nas poza przeliczalnodcia.

Definicja 3.10. Para (A, B) C P(Q) x P(Q), taka, ze:
1. AuB=Q,
2. ANB =0,
3. a<bVa€ Aorazbe B,
4. Yae Add € A: d > a,
nazywa ste przekrojem Dedekinda. Ponadto:

1. jesli 3g = inf B, to (A, B) nazywa si¢ przekrojem wymiernym ¢ mozna go utozsamic z liczbg
wymierng q € Q;

2. jesli Ainf B, to (A, B) nazywa si¢ przekrojem niewymiernym.
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Widaé wtedy, ze powyzszy przekrdj, podany przez (29) oraz (30), jest niewymierny.
Twierdzenie 3.2. Nie ma Zadnej liczby wymiernej p, takiej, Ze p* = 2.
Dowéd. Zatdzmy, ze p = 7+ jest taki, ze p? = 2. Mozna zalozyé, ze co najmniej jedna z liczb m i n jest
nieparzysta (wystarczy uprosci¢ wspoélne czynniki 2). To

pQ:ﬁzz = m?=2m2, (40)

a to jest sprzecznosé. Istotnie, m? musi byé parzysta, a jedyny sposéb, zeby m? byla parzysta, to, zeby

sama liczba m byla parzysta. Ale z tego wynika, ze m? jest podzielna przez 4 a wiec n? jest podzielna
przez 2, z czego wynika, ze n tez jest parzysta, a to jest sprzecznosc. O

Mozna wtedy zdefiniowaé nowa liczbe a utozsamiajac ja z powyzszym przekrojem, podanym
przez (29) oraz (30):

a:= (A, B); (41)
jesli jednoczesnie udaje nam sie rozszerzaé pojecie iloczynu liczb, w taki sposéb, ze
(A.B)-(A,B)=({q€Qlq¢<2},{geQ|qg=<2}) =2, (42)

to otrzymaliby$my liczbe a, taka, ze a®> = 2. Skoro taka liczba odpowiadalaby przekrojowi niewymier-
nemu, to naturalne ja nazywaé liczbg niewymierng.

Twierdzenie 3.3. Niech
R:=QU{(A,B) | (A, B) jest przekrojem Dedekinda niewymiernym} . (43)

Mozna wyposazyé zbior R w dzialania +, X oraz porzedek <, takie Ze:

1. w podzbiorze Q, dziatania +, X oraz porzgdek < odpowiadajg znanym sumie, iloczynowi oraz

porzgdkowi w liczbach wymiernych;

2. (R,+ x, <) jest cialem uporzgdkowanym posiadajecym wilasnosé istnienia kreséw dolnych.
Dowdd. Za trudny. O

Intuicyjnie, wzbogaciliSmy zbiér Q mu dodajac ,,dziury” miedzy elementami niewymiernych prze-
krojéw Dedekinda: utozsamienie (41) moéwi, ze znajomosé liczby niewymiernej a jest réwnowazna
znajomosci wszystkich jej przyblizen (przez niedomiar/nadmiar).

Aby przekonaé sie do koniecznoéci wprowadzenia liczb rzeczywistych, wystarczy zaobserwowaé, ze
model matematyczny takiego prostego zjawiska, jakim jest spadek kuleczki od sufitu, nie moze sie
opiera¢ na Q i potrzebne jest wigkszy zbior R. Wszyscy widzimy moment, kiedy kuleczka przekracza

poziom 2 metréw od sufitu: ale w modele matematycznym opartym na Q, ten ,,moment” powinien by¢
liczba, ktorej kwadrat wynosi 2 — a takiej liczby nie ma (por. paradoks Zenona).

’I
OBLE GEobe

oD SUFITV
%4‘44“ SVFIT ﬁx l-,.
/

2 m op sumTy

> 1 CRTPERSTUUE (Ro—
PAPATA.CA :
kKvle ZKA '
— - -
T 7~ FobtobA 9 o

Traktowanie ,,dziury” jako co$ istniejacego nie powinno dziwié¢: w potprzewodniczacych ,dziury” —
czyli brak elektronow — sa traktowane jako czasteczki. Filozoficznie, dziura istnieje, o ile tylko jestesmy
w stanie postrzega¢ wszystko, co ja otacza: w przypadku R, my “zauwazamy” liczbe rzeczywista niewy-
mierng r dzigki temu wszystkiemu, co ja otacza — czyli przekrojowi Dedekinda (A, B) odpowiadajacy
liczbie 7.

Definicja 3.11. Zbior R wszystkich liczb wymiernych oraz niewymiernych nazywa sie zbiorem liczb
rzeczywistych.
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3.4 Wtlasciwosci liczb rzeczywistych
3.4.1 Wartosé bezwzgledna i nieré6wnosé tréojkatna

Definicja 3.12. Liczbg a € R nazywamy wjemnq (odp., dodatnig) jesli a < 0 (odp., a > 0). Wartosé
bezwzgledna liczby a € R to max{a, —a} i oznaczamy jg |a|.

Twierdzenie 3.4 (Nieréwnosé trojkatowa). Dla dowolnych a,b € R zachodzi
la+b| < |a| + [b]. (44)
Dowdd. Dodajac ponizsze dwie nieréwnosci

—la| < a <lal,

—[bl< b <],
otrzymamy
—(lal+ b)) <a+b < |a| +[0]. (45)
Innymi stowy,
a+b < laf+[b],
—(a+b) < la|+ b,
czyli
ol + 16| > max{a+b,—(a+b)} = [a+1], (46)
tak, jak chcielismy.
]
Whniosek 3.1. Dla dowolnych a,b € R zachodzi
lla| = [o] < la+b],
lla| = oIl < |a—b].
Dowdd. Rozwazmy najpierw druga nieréwnosé. Majac
la| +[b—al = |a+b—al=]b],
b +]a—b] = |b+a—b=]al,
przenoszac |a| i |b| na prawa strone, otrzymamy, odpowiednio,
b—al=Ja=0b] = bl —la| = —(la| —b]),
la—bl = la|—[b],
skad wynika, ze |a — b| > ||a| — |b||. Pierwsza nier6wnos¢ mozna udowodnié analogiczne.
O

3.4.2 Rozszerzone liczby rzeczywiste

Definicja 3.13. Zbior rozszerzonych liczb rzeczewistych jest zbiorem R wraz z dwoma dodatkowymsi
elementami: co oraz —oo.

Mozna przedtuzyé porzadek w R na liczby rozszerzone, ustalujac, ze
—o<a<oo, VaelR. (47)

Tak otrzymany wiekszy uporzadkowany zbiér posiada jeszcze wlasno$é istnienia kreséw dolnych,
chociaz nie jest cialem!

Stwierdzenie 3.2. co jest ograniczeniem gornym kazdego podzbioru E C R; jesli sup E = oo, to
znaczy, ze B nie jest ogranoczony z gory.
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Dowdd. Pierwszy fakt zachodzi prosto z (47). Jesli F nie jest ogranoczony z gory, to znaczy, ze E nie
posiada zadnego ograniczenia gérnego w R: z tego wynika, ze oo jest jedynym ograniczeniem gérnym
zbioru F i jako takim, najmnieszym. Innymy stowy, sup £ = co. O

Warto zaobserwowac, ze, skoro a < oo dla kazdej liczby rozszerzonej a, to Stwierdzenie 3.2 zachodzi
tez, jesli F jest podzbiorem liczb rozszerzonych.

Fakt, ze liczby rozszerzone nie stanowia cialta, znaczy, ze nie ma zadnego sposobu, aby zdefiniowaé
dzialania a + (£00), a - (00) oraz (f£oo) + (+00), (£00) - (00) w ten sposobie, zeby rozszerzone
liczby rzeczywiste, wyposazone w takie przedtuzone dzialania, stanowity cialo.

Mimo tego, ze rozszerzone liczby rzeczywiste nie mogg by¢ wyposazone w strukture ciala, ustalimy,
ze:

N
0

a+ (£o0) = 4oo, VaeR,
(£o0) = +£oo, VaeR,a>0,
< (£o0) = Foo, VaeR,a<0,

(52 SN BTN
= O O
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3.4.3 Forme nieoznaczone

Zaobserwujmy, ze powyzsze zasady nie wystarczaja, aby zdefiniowaé + i - na wszystkich parach roz-
szerzonych liczb rzeczywistych, bo jeszcze brakuje definicji 0 - (+00) oraz 0o 4+ (—o00). Te pozostawimy
niezdefiniowane. Bardzo powazny blad studentéw to przypuszczenie, ze 0o + (—oo) = 0, innymi stowy,
ze Lliczba” —oo jest przeciwienstwem ,liczby” co. Fakt, ze oo+ (—o0) pozostaja bez definicji, pociaga,
ze nie mozna odzyskaé liczby a z sumy a + oo! Po dodawaniu z oo, liczba a jest stracona na zawsze:
00 jest czarng dziurg, a —oo nie jest anty—czarng dziurg, —oo jest po prostu inng czarng dziurg. Ale
tak ma by¢: gdyby —oo byl przeciwnym oo, to by$my mieli

(a+o00)—c0=a+(0—o0)=a+0=a, (56)

a jednoczesnie
(a+00)—oc0o=00—00=0, (57)

tzn., a = 0, dla kazdego a € R: sprzeczno$¢! Wiec bedziemy pisaé
00 + (—o0) = forma nieoznaczona, (58)

czyli wynik operacji pozostaje nieokreslony, niezdefiniowany: operacja jest nielegalna.
Wynik operacji 0 - (£00) tez trzeba pozostaé¢ niezdefiniowany: gdyby$my przypisali jakakolwiek
warto$¢ a wynikowi 0 - (+00), to bySmy mieli

@ =0+ (d00) = (14 (~1)) - (00) = (%00) + (F00).
co zaprzeczyloby (58). Mamy wtedy kolejna forme nieoznaczona:
0 - (£00) = forma nieoznaczona. (59)
W dodatku do definicji (48)—(55), ustalimy, ze

a
— =0, VaeR, 60
Too a (60)
tj. bedziemy traktowa¢ 0 jako ,odwrotnos¢” +oo. Piszemy specjalnie ﬁ zamiast (ioo)_l, zeby
uniknaé pokuszenie wywnioskowaé, ze (£00) - 0 = (00) - (F00)~! = 1.

Wszystkie powyzsze dziatania (48)—(55) oraz (60) miedzy rozszerzonymi liczbami rzeczywistymi
beda jasniejsze gdy pojecie zbieznosci zostanie wprowadzone.
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4 Tydzien I'V: 22. i 25. pazdziernika 2024

4.1 Troche geometrii osi liczb rzeczywistych
4.1.1 Cgzym jest geometria?

Jedli wracamy do naszego szeregu kolejnych rozszerzen
NN{0}cNCZcCQCR, (61)

zauwazamy, ze wszystkie kroki, oprocz ostatniego, zostali wykonani, aby upewnié¢ pewng wtasci-
wos¢ algebraiczng: istnienie elementu neutralnego, istnienie elementéw przeciwnych, istnienie ele-
mentéw odwrotnych; ostatni krok, od Q do R, wykonaliSmy, aby upewnié¢ istnienie kreséw dol-
nych, co jest wlasciwoscig geometryczna.

Geometria jest nauka, ktéra zajmuje sie figurami. Figura jest podzbiorem
zbioru, ktéry bierzemy jako model naszego wszech$wiata.

Przyktad 4.1. Jesli zakladamy, ze nasz wszech§wiat jest trojwymiarowy, to kaZdy z nas jest figurg.
Jedli zakladamy, Ze nasz wszechéwiat jest czterowymiarowy, to cale nasze Zycie jest figurg.

Przyklad 4.2 (Pies Hawkinga). Nikt jednak nie zabroni zakladaé, ze nasz wszech$wiat jest dwuwy-
miarowy: w zdjeciu widaé figure odpowiadajaca psu:

DIGESTIVE TRACT

TWO-DIMENSIONAL ANIMAL

Stephen Hawking trafnie zaobserwowal, ze pies zyjacy w dwuwymiarowym wszechéwiecie sktadatby
sie z dwoch czesci: ciekawe, ze, aby spotykaé sie z nieoczekiwanymi zjawiskami, niekoniecznie trzeba
przejsé¢ do wiecej—wymiarowych wszechswiatéw: wystarczy szuka¢ w mniej—wymiarowych wszech$wia-
tach!

4.1.2 Geometria jednowymiarowego wszech§wiata

WyobraZzmy sobie nawet bardziej skrajna sytuacje. Pies jest jednowymiarowy i zyje w jednowymiaro-
wym wszech$wiecie. Pies jest odcinkiem, a wszechs$wiat linig prosta.

0 (ogon) 1 (pysk)

jednowymiarowy pies jednowymiarowy wszech$wiat

W takim prostym wszech§wiecie, pies posiada tylko odleglo$¢, ogon (oznaczmy go jako 0) a pysk
(oznaczmy go jako 1). Niech L (jako ,linia”) bedzie jednowymiarowym wszech§wiatem, gdzie ten pies
znajduje sie.

Ktéry sposréd zbioréw (61) jest ,dobrym modelem” jednowymiarowego
wszech$wiata?

Na pewno Z nie sprawdza sie, poniewaz nie wystarczy, aby pokrywaé catego L, tj. nie da sie

skonstruowa¢ funkcji ,,na”

ARG
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Mniej oczywisty jest fakt, ze nie da sie skonstruowaé¢ nawet funkcji f ze zbioru Q do zbioru L,
ktoéra jest ,na”. Zilustrujmy to korzystajac z naszego (jednowymiarowego) psa: jesli mamy zdefiniowaé
funkcje

oLz, (62)
to mozemy zaczaé od jej wartosci w 01 w 1:
f(0) := ogon,
f(1) = pysk,

Jak zdefiniowaé f(2)? Wystarczy wstawié¢ drugiego psa, identycznego do naszego, w taki sposob, ze
ogon drugiego psa bedzie w pysku pierwszego. To f(2) bedzie pyskiem drugiego psa. Latwo wyobrazié
sobie, jak zdefiniowaé¢ f(—1). Analogicznie zdefiniujemy f(n) dla kazdego n € Z. A co z f(1/n)?
Wystarczy znalezé jednowymiarowego szczeniaka, takiego ze, n takich szczeniakéw w kolejnosci sa
réwnowazne jednemu psu: f(1/n) bedzie pyskiem pierwszego szczeniaka. Analogicznie zdefiniujemy
f(m/n) dla kazdego m/n € Q.

Pytanie: czy otrzymaliSmy cala linie L, tj. czy to prawda, ze f(Q) = L?
Odpowiedz: nie, poniewaz mozna umiesci¢ L na przekatnej kwadratu, kté-
rego krawedzi sa psami i okazuje sie, ze dla zadnej liczby a € Q, takiej, ze
punkty f(0) oraz f(a) opisuja wierzchotki:

._-___-—Q\‘—

W dalszym ciagu, linia prosta L bedzie po prostu synonimem zbioru R: matematycy moéwia o ciele
liczb rzeczywistych, aby naciska¢ akcent na ich wlasciwosciach algebraicznych — méwia o osi/linii
prostej liczb rzeczywistych, aby naciska¢ akcent na ich wtasciwos$ciach geometrycznych. Morat
utozsamienia ,abstrakcyjnego” zbioru R z ,rzeczywistym” zbiorem L brzmi w sposéb nastepujacy:
gdybysmy mieszkali w jednowymiarowym wszeché$wiecie L, to kazdy punkt P naszego wszechswiata
L bylby jednoznacznie oznaczony przez liczba rzeczywista r € R.

Powyzsze rozumowanie mozna traktowaé, jako geometryczny dowdd koniecznosci wprowa-
dzenia liczb rzeczywistych, aby mie¢ zadowalajacy model jednowymiarowej rzeczywistosci: wraca-
jac do naszego dwdj—, tréj— (lub wiecej—) wymiarowego wszechswiata, mozna stwierdzié¢, ze potrzebu-
jemy liczb rzeczywistych, poniewaz R2, R3 (Iub R do jakiego$ wickszego wykladnika) jest najlepszym
miejscem, w ktérym mozna reprezentowaé¢ naturalne zjawiska. (Wyzsza—wymiarowa rzeczy-
wistoscia bedziemy sie zajmowaé¢ w Matematyce I1.)

4.1.3 Przedzialy liczbowe (ograniczone/nieograniczone) i ich oznaczenia

W linii prostej liczb rzeczywistych nie ma wielkiej rozmaitosci figur: wygladaja one lub jako punkty,
lub jako odcinki, lub jako ich rézne sumy — pojecie przedzialu pozwala zatem opisywaé¢ wszystkie
figury, ktére znajduja sie w R. Ponizej zdefiniujemy rézne rodzaje przedzialéw.

Niech a,b e Ria <b.

1. Ja,b[:={z € R| a < x < b} (przedzial obustronnie otwarty)

2. [a,bi={zxeR|a<z<b}

3. la,bl:={zeR|a<z<b}

4. [a,b] :={x € R | a <z < b} (przedzial obustronnie domkniety)

Niech a € R.
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—_

. Ja,00[:={zr € R|a < x} (pblprosta)

[\

. Ja,oi={zr €eR|a<a}
3. | —o0,a]:={zeR|z<a}
4. |—o0,al:={zeR |z <a}
Uwaga 4.1. Jesli wzbogacamy R o obie nieskonczonosci, to

R = [~00, 0] .

4.1.4 Nieprzeliczalnosé liczb rzeczywistych

Stwierdzenie 4.1. Zbior Q jest przeliczalny.

Dowdd. Dla prostoty, bedziemy udowadniaé, ze |A| = |A x A|, dla A = N\ {0}. Dowd6d opiera sie na
tabelce

e 6 o o o
e 6 o o o IO
e 6 o o o (o
e 6 o o o [~
e 6 6 o o U

U W N

przedstawiajacej wszystkie elementy (czyli pary) zbioru A x A; nastepnie, tworzy sie nieskonczenie
dhugiego ,,weza”:

S
LS
e
VS

=

przechodzacego przez wszystkie punkty zbioru A x A. Mozna zatem zdefiniowaé funkcje

f:A — AxA,
i > f(i) := i—ty punkt ,weza”,

ktora jest widocznie ,na”, skad wynika, ze A jest ,mocniejszy” od |A x A|, tj.
|A| > |A x A].
Skoro A mozna rozpatrywaé jako podzbiér A x A, mamy takze
Al < A% 4],
co konczy dowdd. O

Whiosek 4.1. Zbior R jest nieprzeliczalny.
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Dowdd. Bedziemy udowadniaé, ze zbior
S={reR|0<z<1}
nie jest przeliczalny: ku sprzecznosci, zatézmy, Ze istnieje funkcja ,na”
f: N~ {0} — S

i przedstawmy kazdy obraz f(i) w postaci dziesietne;j:

i€ NN {0} | f(i) € S | posta¢ dziesigtna f(7)

1 7(1) 0(1(1 Da(1,2)a(1, 3)a(1, 4)a(1,5) ...
2 f(2) 0.a(2,1)a(2,2)a(2,3)a(2,4)a(2,5) ...
3 f(3) 0.a(3,1)a(3,2)a(3,3)a(3,4)a(3,5)...
4 f(4) 0.a(4,1)a(4,2)a(4,3)a(4,4)a(4,5) ...
5 f(5) 0.a(5,1)a(5, 2)a(5, 3)a(5, 4)a(5,5) . ..

gdzie a(i,7) jest j—ta cyferka liczby f(i). Otéz mozna zdefiniowaé funkcje b: N~ {0} — S:

L f2 jedlia(i1) #2,
b(i) = {1 jesli a(i, 1) = 2.

Dlaczego taki wybor? Poniewaz w ten sposéb, nigdy nie zdarza sie, ze b(i) = a(i,i): pozwala to
skonstruowaé element x € S o postaci dziesietnej

x:=0.b(1)b(2)b(3)b(4)b(5) ...,
ktory nie moze naleze¢ do obrazu f. Istotnie, gdyby tak bylo, to istnialoby n € N ~\ {0}, taki, ze

fn) =z,

z czego wynikaloby, ze kazda cyferka liczby x bylaby réwna odpowiadajacej cyferce liczby f(n): w
szczegblnosci,

b(n) = a(n,b),
co jest niemozliwe. O
Twierdzenie 4.1. Zbior R \ Q liczb niewymiernych jest nieprzeliczalny.

Dowod. Przedstawmy R jako suma
R=QUER\Q)

zbioréw liczb wymiernych i niewymiernych. Skoro R jest nieprzeliczalny i Q jest przeliczalny, réznica
R ~\ Q nie moze by¢ przeliczalna. O

Doszlismy zatem do bardzo nieintuicyjnego faktu: ilos¢ ,,dziur” jest o wiele wieksza od ilosci ,,po-
zostajacych kawatkow” osi liczb wymiernych.
4.1.5 Archimedesowskosé¢é R

Zaprezentujemy teraz pierwsze twierdzenie dotyczace liczb rzeczywistych, w ktory dowodzie wchodza
i wlasciwosci algebraiczne i geometryczne zbioru R: warto podkresli¢, ze, jesli R jest rozpatrywany
jako ,,jednowymiarowy” wszechdwiat, to ponizsze twierdzenie jest catkowicie banalne.

Twierdzenie 4.2 (Archimedesowsko$é R). Dia kazdego y € R, y > 0, i dla kazdego x € R, x > 0,
istnieje n € N, taki ze nx > y.
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W naszym jednowymiarowym wszechswiecie, takie twierdzenie brzmialoby ,ukladajac wystarcza-
jaco duzo pséw jednego po drugim, mozna skonstruowaé tancuch pséw dluzszy niz wieloryb”. Jak
Albert Einstein powiedzialby, cafa nauka to nic innego niz udoskonalenie codziennego myslenia.

slalalalalalatalatololalalalal

Dowdd. Ku sprzecznosci, zalézmy, ze
nr <y, VneN. (63)

Innymi stowy, podzbiér
A :={nx | n e N} (64)

jest ograniczony z gory. Z wlasnosci istnienia kreséw gérnych zachodzi, ze
Ja:=sup A. (65)

Wéwcezas, skoro x > 0, o — x nie jest ograniczeniem goérnym, wtedy istnieje m taki, ze mz > o — x.
Dodajac x otrzymamy (m + 1)x > «. To sprzecznosé¢, poniewaz (m + 1)z € A oraz a = sup A. O

(Istotna) r6znica miedzy dowodem ,,psem i wielorybem” a powyzszym dowodem ,,po matematycz-
nemu” polega na tym, ze pierwsza jest wazna tylko dla R, a druga dla kazdego ciala uporzadkowanego
z wlasno$cia istnienia kreséw gérnych.

4.1.6 Gestos¢ Q w R

Jedna z najbardziej podstawowych i niebanalnych wtasciwosci geometrycznej osi liczb rzeczywistych
tatwo pochodzi z powyzszego ,,banalnego” twierdzenia: w matematyce niebanalne rzeczy zawsze rodza
sie z banalnych.

Whiosek 4.2 (Gestosé Q w R). Dla kazdych x,y € R takich, ze, x < y, istnieje ¢ € Q taki, Ze
r<qg<y.

Dowdd. Na mocy Twierdzenia 4.2, istnieje n € N taki, ze
n(ly—z)>1. (66)
Jeszcze raz stosujac Twierdzenie 4.2, znajdzmy m1, me € N, takie, ze

me > —Nnx,

mip > nx.

(Uwaga: powyzej uzywaliSmy tylko raz Twierdzenie 4.2, w zaleznosci od znaku nx; istotnie, kazda
liczba ujemna jest $cisle mniejsza od liczby naturalnej 1.) Podsumowujac,

—my < nx < my . (67)
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Skoro —mo i my sa liczbami catkowitymi i mq > —mso, musi istnie¢ m € Z taki, ze
—ma<m-—1<nr<m<m. (68)

Istotnie, m jest najmniejsza liczba catkowita pomiedzy —mo a my taka, ze m > nx.
Z (68) wynika m < nz + 11z (66) wynika ny > nz + 1. Wéwczas ny > m. Czyli,

nr <m<ny, (69)
co daje, po dzieleniu przez n,
x<q:=m<y. (70)
n
O

4.2 Funkcje rzeczywiste liczb rzeczywistych

Whbrew pozorom (i to jest bardzo niestrawne studentom) jedna z najbardziej podstawowych funkcji,
o ktérej mozemy mysleé, tj. potegowanie, w ramach osi liczb rzeczywistych, ma nature geome-
tryczna.

4.2.1 Potegi liczb rzeczywistych
Twierdzenie 4.3. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x > 0 i dowolnej liczby naturalnej istnieje jedna i
tylko jedna dodatnia liczba rzeczywista y taka, Ze y™ = x.

Powyiszg liczbe nazywa sie /™.

Dowéd. Jedynosé. Jesli mamy dwa rézne elementy y; i yo takie, ze y' = z i yy = z, to otrzymamy

sprzecznosc, poniewaz y; # y2 pociaga yi # y5, t.j. v # x.
Istnienie. Zdefiniujemy zbiér

E={tecR|t>0, t"<uz} (71)
i zaobserwujemy, ze E jest niepusty i ograniczony z géry. Niepusty, poniewaz E zawiera element Hix
Istotnie,
x x x x x
<1, <x= < <r=-——¢€kF. 72
1tz > 14z " <1+x) 11z " 1tz (72)
Zaobserwujmy, ze
l4z>1,14+z>z=(14+2)">1+z>zx. (73)

Ot6z liczba 1+ x jest ograniczeniem gérnym zbioru E: gdyby tak nie byto, to istnialby element £ € F,
taki ze, £ > 14+x > 1, z czego wynikaloby, ze " > (14+x)" > z, co zaprzeczalby to, ze £ € E = £" < x.

Woéwczas istnieje kres gérny y := sup E. W reszcie dowodu nalezy sprawdzié, ze ten y jest dokladnie
tym elementem, co szukaliSmy, tj. y" = x.

Niech bedzie, ku sprzecznosci, y™ > x lub y" < .

Zacznijmy od przypadku, gdy ™ < z. Dla kazdej 6 > 0, liczba y 4 § jest wigksza od sup E, wobec
tego y+ 0 € E = (y+06)" > x. Wynika z tego, ze

yr<x<(y+4)" V6>0,

co sprowadzi do sprzecznosci y” < y”.
Niech y™ > z. Dla kazdej 6 > 0, liczba y — 0 jest mniejsza od sup E, wobec tego y — § € E =
(y — )™ < x. Wynika z tego, ze

yr>x>(y—90)" Yi>0,

co znowu sprowadzi do sprzecznodci y™ > y™.

O
Whiosek 4.3. Jezeli a i b sq dodatnimi liczbami rzeczywistymi, a n jest liczbg naturalng, to
(ab)'/™ = al/mpl/m (74)
Dowdd. Dzigki Twierdzeniu 4.3, wystarczy udowodni¢, ze
(a*/ ™t/ = ab, (75)
co jest czyms banalnym. O
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4.2.2 Pierwiastki nieparzystego stopnia

Istnieja dwie szkoty myslenia, jesli chodzi o pierwiastki nieparzystego stopnia. Wedtug jednej — ktéra
przyjmujemy tu — pierwiastek

xr=2xn

ma sens tylko dla « > 0 niezaleznie od parzystosci n; wedlug drugiej

N —x = —*H/x, Voe>0, VkeN, (76)

tj. pierwiastki nieparzystego stopnia sa definiowane dla kazdej liczby rzeczywistej. Niemniej jednak,

z (76) wynikatoby, np., ze
—2=1-8=1/(-82=V64=2,
tj. definicja (76) nie jest kompatybilna z wlasciwosci algebraicznych poteg, a mianowicie z wzorami
rodzaju
1 1
w5 = ()3,
ktorych bedziemy potrzebowali w dalszym rozwoju teorii, przede wszystkim w definicji poteg o nie-
wymiernych wyktadnikach, np. ™.
Problemy te znikna w Matematyce II po wprowadzeniu liczb zespolonych.

4.2.3 Algebra funkcji

Funkcje f : R — R posiadajg pewne wspdélne wlasciwosci z liczbami rzeczywistymi. Mozna je dodawaé
i mnozy¢. Mozna tez poréwnywaé je. Ale nalezy zauwazy¢, ze:

e Elementem neutralnym wzgledem dodawania jest funkcja stala do zera; jesli nawet oznaczamy
ja jako 0, jest ona funkcjg a nie liczbal!

e Podobnie, elementem neutralnym wzgledem mnozenia jest funkcja stata do jedynki.

o Nie zawsze mozna poréwnad funkcje (faktycznie, przepadki, kiedy to mozna zrobié sa wyjatkowe):
istniejg funkcje f, g, takie ze zaden z przypadkéow f < g, f = g, f > g nie zachodzi.

e Jest wielka réznica miedzy zdaniem ,funkcja f jest rézna od 0” a ,funkcja f jest rozna od 0
dla kazdego x”; w pierwszym przypadku, znaczy to, ze istnieje x, taki ze f(x) # 0; w drugim
przypadku, mamy w szczegdlnodci, ze istnieje funkcja ﬁ (czytamy to po prostu ,jeden przez

f(@)7).

o Jest wielka réznica miedzy funkcjg ,jeden przez f(x)”
studenci sie tu myla.

% a funkcjq odwrotng f~(x). Czesto

Jako przyklad ostatniego przypadku, niech f(z) = tg(z). To o = ctg(r), natomiast f~1(z) =
arctg(x). Zupelnie inna para kaloszy.

Definicja 4.1. Funkcja f, taka Ze f(—x) = f(x) (odp., —f(x)) nazywa sie parzysta (odp., nieparzy-
sta). Jesli f(x +y) = f(z) + f(y), to f jest liniowa. Jesli f(x + kT) = f(x) dla kazdej liczby k € Z,
to f jest funkcja okresows a T jej okresem.

4.2.4 Miejsce zerowe, monotonicznosé
Definicja 4.2. Miejscem zerowym xo funkcji f nazywamy argument taki, ze f(x¢)=0.

Uwaga 4.2. Zbiorem miejsc zerowych funkcji f jest poziomica f~1(0).
Nastepujace wlasciwosci funkcji rzeczywistych (tzn. f: X — Y, gdzie X, Y sa podzbiorami R) sa
czesto wazne w zastosowaniach.

Definicja 4.3 (Monotonicznosé funkgji). e Funkcje f : X — Y nazywamy rosnaca na zbiorze
ACX &Va,xe € At xy <x9= f(x1) < f(x2)

o Funkcje f: X — Y nazywamy malejaca na zbiorze A C X & Vaj, 29 € A1 <9 = f(11) >

f(x2)
o Funkcje f: X — Y nazywamy stala na zbiorze A C X & V1,20 € A: f(x1) = f(x2)
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4.2.5 Ograniczono$¢ funkcji
Definicja 4.4. Funkcje f nazywamy ograniczona z do/lu
& Imer  Veep : f(z) > m
Definicja 4.5. Funkcje f nazywamy ograniczong z gory
© Imer : Veen t flx) <M
Definicja 4.6. Funkcje f nazywamy ograniczong jesli jest jednoczesnie ograniczona z gory i z dotu.

Przyklad 4.3. Funkcja F} : Ry 3 2 — Fi(x) := % € R jest ograniczona z dotu; Fy : R_ 3 & — Fy(x) :=
1 € R jest ograniczona z goéry; F3 : R\ {0} > z — F3(z) := % € R nie jest ograniczona; a funkcja
Fy:R >z — Fy(z) :=sin?(z) € R jest ograniczona.

Definicja 4.7. Funkcja f : X — Y przyjmuje najwigksza warto$é ymaz € Y dla xp € X & f(x0) =
Ymaz 0102 Vaex : f(x) < f(xo).

Analogicznie

Definicja 4.8. Funkcja f: X — Y przyjmuje najmniejsza warto$¢ ymin € Y dla xo € X < f(xg) =
Ymin 010z Vypex : f(x) > f(x0).

4.2.6 Funkcje uwiklane
Niech F : R?2 — R. Wéwczas mamy podzbiér
Z:=A{(z,y) eR | F(z,y) =0} (77)

Niekoniecznie Z jest wykresem funkcji f: R — R.

Przyktad 4.4. Jedli F = y — 22, to Z jest parabola; jesli F = z? 4+ y2 — 1, to Z jest okregiem; jesli
F =y? — 2% — 1, to Z jest hiperbola.

4.2.7 Funkcje wielomianowe
Najprostsza funkcja, ktora nie jest stata, to funkcja identycznosciowa:
T, (78)
czyli f(x) = . Stosujac mnozenie i dodawanie, mozna otrzymaé z tej funkcji wszystkie wielomiany:
f(z) =ag+a1x + asx® + -+ apa”. (79)
Ale w ten sposéb otrzymujemy malg czes¢ wszech$wiata wszystkich funkcji od R do R. Na przyktad,
najbardziej interesujace funkcje (e, sin(x), itd.) nie sq¢ wielomianami! Dopiero po wprowadzeniu

pojecia szeregu, bedziemy mogli konstruowaé e* z x. Ale ta konstrukcja nie jest algebraiczna, ale
raczej geometryczna: nie korzystamy z dziatan algebraicznych, ale raczej z pojecia zbiezZnosci.

5 Tydzien V: 29. pazdziernika 2024

5.1 Ciagi i ich granice
5.1.1 Przekaska: niejednoznacznosé nieskonczonej sumy

Operacje dotad spotykane byly operacjami dwuargumentowymi, jakim jest, np. zwykta suma
liczb:

S:RxR — R,
(a,b) — 3(a,b):=a+0b,
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Przyktad 5.1. Branie elementu odwrotnego jest przykladem tzw. operacji jednoargumentowej, tj.
O:R~ {0} — R~ {0},
a — Oa):=at.
Zauwazmy, ze dwukrotnie branie odwrotnoéci oddaje pierwotng liczbe, czyli O? = id: taka operacja
zwana jest idempotentna.
Jedli operacja dwuargumentowa X jest laczna i przemienna, to mozna na jej podstawie zdefiniowaé
operacje tréjargumentows X w sposéb jednoznaczny:
YO RxRxR — R,
(a,b,0) — £P(a,b,¢) :=(S(a+b),¢) =a+b+e,
skoro nie ma réznicy miedzy napisami (a + b) + ¢ i a + (b + ¢) i kolejnosé sktadnikéw. Jestesmy

zatem kuszeni do definicji nieskoficzonej sume %(°°): mozna to zrobié, ale skoro wynik nie jest
jednoznacznie okreslony, matematycy wola ,,zabroni¢” taka definicje. Istotnie,

21, -1,1,-1,1,-1,1,-1,.) =1 -+ 1 -1)+(1—-1)+---=0,

=14+ (-1+)+(-1+)+(-1+1) +--- =1,
= dowolna liczba catkowita.
5.1.2 Wyjatek: dobrze okreslona nieskoniczona suma
Wezmy pod uwage kwadrat o krawedzi 1. Podzielmy go na dwa, i oznaczmy
1
xTr = 5 (80)
pole powierzchni jednej potowy. Podzielmy pozostajaca polowe na dwa i niech
1 1
e 81
T2 5 + 1 (81)

bedzie polem powierzchni wielokata sktadajacego sie z pierwszej potowy i jednej czwartej. Podzielmy

pozostajaca czwartg na dwa i niech
1 1 1
=4 - 4= 2
T2 1= 5 + 1 + 3 (82)

bedzie polem powierzchni wielokata skladajaca sie z pierwszej potowy, z pierwszej czwartej i jednej

6smej. Tak robigc, otrzymamy .
Ly = Tp—1 + on (83)

dla kazdego n.

|~

N|-=

=
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Powyzej zdefiniowana funkcja

N — R

n o — I

jest przykladem ciggu.

Definicja 5.1. Ciggiem o rzeczywistych wyrazach jest podzbior
{xn}neN = {xn} CR. (84)

Element x,, nazywamy n—tym wyrazem ciggu.
Definicja 5.2. Cigg {xn}nen taki, Ze
Tpyl = Tp, VnEN, (85)

jest rosngcym ciggiem. Analogicznie mozna zdefiniowaé ciag malejacy. Cigg, ktéry jest albo rosngcy
albo malejgcy, nazywa sie monotoniczny.

Przyklad 5.2. Z konstrukeji, ciag (83) jest rosnacy.

Niech zg bedzie polem powierzchni catego prostokata. Skoro kazdy wielokat zrobiony z kawatkéw
kwadratu jest, bez zadnej watpliwoéci, zawarty w kwadracie, mamy

xn<zy=1, VneN. (86)

Nasz ciag jest ograniczony.

Intuicja sugeruje, ze
1—1—1—1—1—1— —|—1+ =x0=1 (87)
2Ty T T T

poniewaz, z grubsza mowiac, ,ostatecznie caly kwadrat zostanie pokryty przez jego wlasne kawatki”.

To typowy przyklad, kiedy matematyka jeszcze nie posiada odpowiedniego pojecia, aby formali-
zowaé intuicje. W szczegélnosci, jak pokazano powyzej w Sekcji 5.1.1, wyrazenie po lewej stronie (87)
nie ma zadnego sensu.

Mimo tego, ze nieskoriczona suma 3(°°) nie jest jednoznacznie zdefiniowana dla
og6lnego wyboru sktadnikow, dla pewnych szczegbétowych wyboréw, np.

111 1
weo) [(Z 2 2 00 4 ) =1
(274787 72n+ ) 9

ma sens i przyjmuje konkretna warto$é. Zbiér nieskonczenie wielu sktadnikéw,
ktére daja sie zsumowaé, nazywa sie szeregiem zbieznym.

5.1.3 Pojecia zbieznosci i granicy

Cecha, ktéra pozwala odrozniaé szeregi nieskonczenie wielu skladnikow, ktére ,da sie zsumowac”,
zwana jest zbieznos$cia: ona nie ma natury algebraicznej (nie wyraza sie poprzez operacje algebraiczne
i ich wlasciwosci) — ma raczej nature geometryczna.

W odniesieniu do ciagu (83), jesteSmy przekonanymi, ze nie mozna otrzymaé calego pola po-
wierzchni kwadratu (czyli 1) przez dzialania algebraiczne na polach powierzchni kawatkéw (czyli %)
sprébujmy zatem sprawdzié, czy mozna go otrzymaé dowolnie dobra precyzja.

Wprowadzimy zaraz najstynniejszy symbol analizy matematycznej: grecka literka epsi-
lon.

Niech liczba dodatnia € oznacza precyzje, t.j. najwiekszy blad, ktéry je-
steSmy gotowi przyjac.
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Pytanie: czy mozna wybraé n takie, ze blad, tzn. réznica pomiedzy doskonala wartoscia (= 1) a
przyblizona wartoscia (= z,,) bedzie mniejszy niz najwiekszy dopuszczalny blad, tzn. €?
Odpowiedz: tak, poniewaz widaé, ze

1
xo—mnzl—xnzz—n<e (88)
(patrz powyzszy rysunek) o ile tylko
n > logy(1). (89)

Widaé zaréwno, ze, jesli ng jest najmniejsza liczba naturalna spelniajaca (89), to kazda liczba n > ng
go spelia tez.

Podsumowujac, okazuje sig, ze:
Ve>0 dngeN||z,—1<e Vn>ng. (90)

W takim razie, sie méwi, ze ciag {x,} jest zbiezny i 1 jest jego granica.

Definicja 5.3. Niech
{xn}nEN (91)

bedzie ciggiem o rzeczywistych wyrazach. Jesli istnieje liczba | taka, Ze
Ve>0 dnpeN| |z, -1 <e Vn>ng, (92)
to cigg {xntnen jest zbiezny a liczba | jest jego granica. W takim razie, piszemy

lim z, =1. (93)

n—-+00

Cigg, granica ktérego wynosi £0o, nazywa sie rozbiezny. W pozostajgcych przypadkach, mowi sie, ze
ctgg nie posiada granicy.

Przyktad 5.3. Niech
Tn=a, VnéeN, (94)

bedzie ciagiem staltym do a € R. To mozna ustali¢ [ := a, skad wida¢, ze
|zp, — Il =]la—al=0<e VYneN, (95)

t.j., warunek (92) jest speliony dla kazdego n.
Przyktad 5.4. Niech
1
xn=—, VneN. (96)
n
Skoro x, ,,jest co raz mniejsze”, rozsadnie jest podejrzewaé, ze [ := 0 jest granica. Sprawdzmy. Widac,

ze
[z, =0l =L -0 =121 <e (97)

o ile tylko

1
n > no := najmniejsza liczba naturalna wigksza od —. (98)
€

Innymi stowy, istnieje ten ng wspomniany w warunku (92).
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5.1.4 Wlasciwosci granic
Twierdzenie 5.1. Granica ciggu, jesli istnieje, jest jedyna.

Dowdd. Ku sprzecznosci, zalézmy, ze istnieja [y oraz lo spekliajacy (92), takie, ze I # .
Wéwezas odleglosé |l — la] jest > 0. Niech e bedzie % tej odlegtosci:

e:= 1l — Iy > 0. (99)
@@

Na mocy (92) dla l; i o, musza istnieé¢ ng’ i ng’ takie, ze

lzp —l] <€, |zn—Iaf <e, (100)
o ile tylko n > ng := max{n(()l), n((f)} .
Ale
]ll — €N —|—€[ﬁ]l2 —6,[2—1-6[:@. (101)
O

Stwierdzenie 5.1 (Wlasnosci arytmetyczne granic). Niech {zn} @ {yn} beda zbieznymi ciggami.
Wowczas:

e O A (102)
Al ) = I e e (103)
lim (az,) = «limx,, a€R (104)
n—oo n—oo
lim In - w (105)
n—=00 \ Yn limy, 00 Yn 7

gdzie w ostatnim wierszu y, # 0 dla kazdego n oraz limy, oo yn # 0. UWAGA: powyzisze operacje
obejmugjq liczby rozszerzone, czyli przyjmiemy (48)—(55) oraz (60)

Twierdzenie 5.2 (Bolzano-Weierstrassa). Niech {z,} bedzie rosngcym (odp., malejacym) ciggiem.
Wowczas {x,} jest ograniczony z géry (odp., z dotu) wtedy i tylko wtedy gdy jest zbieiny.

Whiosek 5.1. Cigg monotoniczny ale nie ograniczony musi byc¢ rozbiezny.

W takich przypadkach méwimy, ze
lim =z, = +o00. (106)

n—oo

(Ze znakiem + jesli ciag wzrasta i — jesli maleje.)
Twierdzenie 5.1 mozna uogdélni¢ do takich rozbieznych ciagéw, korzystajac z rozszerzonych liczb
rzeczywistych i biorac pod uwage, ze symbole £00 nie sa liczbami!

Twierdzenie 5.3 (O trzech ciagach). Niech {x,} i {z,} bedq zbieinymi ciggami o tej samej granicy
l. Zalozmy, Ze
T < Yn < 2z, (107)

gdzie {yn} jest dowolnym ciggiem. Wowczas {yn} jest zbiezny i jego granicg jest .

5.1.5 Kryterium ilorazowe

Twierdzenie 5.4. Niech {x,} bedzie ciggiem o dodatnich rzeczywistych wyrazach. Jesli

lim 2 — <1, (108)
n—oo Ty
to
nh—>n<}o Ty, =0. (109)
Jesli .
lim 2 =L >1, (110)
n—oo Iy
to
lim x, = +o00. (111)

n—o0
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Dowdd. Niech e > 0 taki, ze [ + € < 1. Wéwczas istnieje ng takie, ze

Tn+1

<l+4+e, Yn>ng. (112)
In
Wtedy
Tp < (I+€)" ™xy,, Yn>ng, (113)
z czego wynika
lim 2z, < lim (I +¢€)" ™x,, =0. (114)
n—oo n—oo

Podobnie, niech € > 0 taki, ze L — e > 1. Wéwczas istnieje ng takie, ze

Intl S L e, Wn>no. (115)
Tn
Wtedy
Ty > (L—€)" ™y, Yn>ng, (116)
z czego wynika
lim z, > lim (L —€)" ™x,, = +00. (117)

O

Przyktad 5.5 (Z éwiczett). Musimy wykazaé, ze limy, oo 2(1+ 2)(1 4 2) -+ (1 + 2) = 4o00. Do tego
celu, zaobserwujmy, ze

1 1 2 1 1 2 2n)!
n n n n n o n n n n!nntl
Obliczmy
Tl (2(n+1))! n!n™t (2n+1)2n+2)n"t 220+ Dn" Tt 2n+1 n \"™
r, (n+D!'(n+1)n+t2 (2n) (n+ 1)nt3  (n+Dn2 Tp4l \n+1
(119)
wtedy
2+ 1 1 \"" 4
lim T = fim 22 (1 - =51 (120)
n—o0o I, n—00 1+ﬁ n+1 e
Wynik zachodzi z twierdzenia 5.4.
5.1.6 Liczby rzeczywiste jako ciggi Cauchy’ego
Wezmy pod uwage okrag o promieniu 1. To jego pole powierzchni wynosi
m-12=1cR\Q. (121)

Zalézmy, ze mamy do naszej dyspozycji kwadratowe ptyty o krawedzi 1. Ich pole powierzchni wynosi
1. Wida¢, ze mozna wktadaé tylko jeden egzemplarz takiej ptyty w okrag.
Niech

q1 := pole powierzchni wszystkich ptyt o krawedzi 1 pasujacych w okregu = 1.
Przyjdzmy teraz do ptyt o krawedzi %, tzn. o polu powierzchni 1—(1)0. Widaé, ze zmieszcza 176 takich
plyt:

176
q1 := pole powierzchni wszystkich ptyt o krawedzi 1 i 1—10 pasujacych w okregu =1+ 100 = 2,76.

Zdefiniujmy analogicznie ¢, dla dowolnego n € N. Widaé, ze ciag liczb wymiernych {g, } jest rosnacy
i ograniczony, a jego granicg jest liczba niewymierng .
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W sekeji (3.3.4) zdefiniowali$émy liczby niewymierne za pomoca podzialéw Dedekinda: zalézmy, ze
tego nigdy nie zrobilismy i wymys$lmy inng definicje liczb rzeczywistych, oparta na powyzszym
przyktadzie z liczba 7. Konkretniej: jak zdefiniowa¢ 77 Jedna mozliwos¢ to

7 jest, z definicji, ciagiem {q,}. (122)

Ale ktos moglby protestowaé: dlaczego korzystaé z kwadratowych plyt a nie tréjkatowych? Istotnie
(patrz rysunek) by$my otrzymywali inny ciag {p,} liczb wymiernych, dazacy do tego samego 7. Ktéry
jest lepszy? Zaden. Nalezy rozpatrywaé razem wszystkie ciagi, dazacych to tej samej granicy. Ale jak
formalizowa¢ fakt, ze daza do w, jesli m jeszcze nie jest znany? Latwo:
Gn —> T
(=) pn — 7
= qn—pPn — 0

Czyli, mozna wprowadzi¢ relacje
{qn} ~ {pn} & limg, —p, =0 (123)

i latwo sprawdzié, ze relacja ~ jest relacjag réwnowaznosci.
Mozna wtedy sprébowaé zdefiniowad

zbidr liczb rzeczywistych := zbiér klas réwnowaznosci ciagéow liczb wymiernych. (124)

Pamietajmy, ze klas rownowaznosci pewnego elementu x jest podzbiorem wszystkich elementéw, kto-
rych sa rownowazni temu x.

Ale niestety, powyzsza jeszcze nie jest dobra definicjg. Dlaczego? Poniewaz takie ciggi postaci,
n.p., {z, := n}pen lub {y, := (—=1)"},en, nie odpowiadaja zadnej liczby (one sa rozbiezne!) Jak
temu zapobiegaé?

Nie mozna poprawi¢ sytuacje, po prosto méwiac: ,,to wezmy tylko zbiezne ciagi”. Istotnie, aby
moéwié o zbieznoSci potrzebujemy pojecia liczby rzeczywistej—to co akurat prébujemy
definiowad!

Rozpatrzmy jeszcze raz na okrag pokryty przez kwadratowe plyty. Fakt, ze

T—qn — 0 (125)

jest oczywisty. Mniej oczywisty, ale rozsadny, to fakt, ze
Gm — qn zbliza sie do 0 dla dostatecznych duzych n,m . (126)
Warunek (126) pochodzi prosto od warunku (126), ale jego zaleta jest fakt, ze w niego nie wystepuje

zadna liczba niewymierna!
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Definicja 5.4. Cigg {x,} nazywa sie ciagiem Cauchy’ego, wtedy i tylko wtedy, gdy
Ve >0 dng €N taki, Ze |ty — x| <€ VYm,n >ng. (127)

Na reszcie jesteSmy w stanie, aby wladciwie zdefiniowaé zbiér liczb rzeczywistych nie uzywajac
podzialéw Dedekinda — ale raczej ciagéw Cauchy’ego liczb wymiernych:

Definicja 5.5. Zbiorem liczb rzeczywistych jest zbior

R := {[{gn}nen]~ | {gn}nen C Q jest ciggiem Cauchy’ego} (128)
klas rownowaznosci ciqgéow Cauchy’ego liczb wymiernych.
Twierdzenie 5.5. Niech {zy}neny C R bedzie ciggiem o rzeczywistych wyrazach. Wowczas {n }nen
jest ciggiem zbieznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciggiem Cauchy’ego.
5.1.7 Przyblizenie liczby niewymiernej poprzez ciagg liczb wymiernych

Twierdzenie 5.6. Dia kazdego r € R istnieje rosnqgcy cigg {qn} liczb wymiernych taki, ze lim, o0 qn, =
r.

Dowdd. Dla kazdego n € N, przedzial
Jr—Lr— L (129)

zawiera przynajmniej jedna liczbe wymierna. Niech ona bedzie naszym ¢,. Jak udowodnié¢, ze kazdy
przedzial |a,b[C R zawiera przynajmniej jedna liczbe wymierna?

Wynika to bezposrednio z Wniosku 4.2. O
5.1.8 Potegi o rzeczywistych wyktadnikach

Teraz mozna zdefiniowaé¢ a” dla dowolnego wyktadnika r € R. Pamietajmy, ze nalezy przypuszczaé
a > 0. Wezmy sobie jaki$ rosnacy ciag {g,} liczb wymiernych taki, ze lim,_,o ¢, = r i zdefiniujmy

a” = lim a%. (130)

Twierdzenie 5.7. PowyZsza definicja ma sens i a"* = a"a® dla kazdych r,s € R.

Dowdd. Pamigtajmy, ze
=1, aPtM=daPa?, Vp,qeqQ. (131)

Zakladamy a > 11 g, > 0. Wéwczas
Q1 > Gn = qdn+1l = gIn+1=dntdn — (dnt1—dn g dn > qln | (132)

t.j., {a%} jest rosnacy. Podobnie mozna wykazaé¢, ze z ograniczonosci {¢,} zachodzi ograniczonosé
{a®}. Z tego wynika, ze granica (130) istnieje. Inne przypadki sa analogiczne.

Na mocy Twierdzenia 5.6, istnieja rosnace ciagi {py, } oraz {g, } liczb wymiernych takie, ze lim,_,oc pp, =
roraz limy, o ¢, = s. Wéwcezas {p,+qy, } jest ciagiem (rosnacym) liczb wymiernych taki, ze lim,, o0 (prn+
gn) =T+ 8, a wiec

a""® = lim o™ = lim a’ra® = <lim ap"> (Iim aq") =a"a’. (133)

O
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5.2 Funkcje wykladnicze i liczba Nepera
5.2.1 Definicja funkcji wykladniczej poprzez prosta stycznag

JesteSmy teraz w stanie zdefiniowaé ,stawna” liczbe e oraz zwigzana z nia funkcje e®. Wstepnie,
zauwazmy, ze, dla kazdego a € R, a > 0 funkcja f(z) := a” spelnia ponizsze warunki:

f0) =1,
f) = a,
flety) = f@)-fly).
Niech g(x) := b*. Zauwazmy, ze f i g nie sa poréwnywalne. Ale, jesli b > a, wykres g jest nad

wykresem f dla > 0 i pod wykresem f dla x < 0.

Definicja 5.6. Jedyna liczba a € R, taka zZe prosta styczna do wykresu a® w punkcie (0,1) jest
réwnolegla do y = x, nazywa sie liczba Nepera i oznaczamy jg symbolem e. Funkcja exp(x) := e* jest
funkcja wyktadnicza.

Widaé, ze exp : R —]0, 00| jest bijekcja.

5.2.2 Definicja funkcji wykladniczej poprzez granice ciggu funkcyjnej

Bedziemy potrzebowali nieréwnosci Bernoulli’ego: (1 + a)™ > 1+ na, Ya > —1, i pojecia ,od pewnego
miejsca”. Ciag {zp Inen jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy jakikolwiek podcigg postaci {zy, }rn>n, jest
zbiezny. Méwimy, ze rozpatrzymy ciag {xn fnen tylko od pewnego miejsca.

Bedziemy potrzebowali tez powyzszego lematu.

Lemat 5.1. Jesli lim, .o, na, = 0, to

lim (14 a,)" = 1. (134)

n—oo

Dowdd. Oparty na twierdzeniu o trzech ciaggach oraz nieréwnoéci Bernoulli’ego. Istotnie,

1 an, " nan,
——=1|1- >1- 135
(1+ap)” < 1+an) - 14 ay (135)
oraz . )
1 ">1 = < 136
(10" 2 1t nan = o < g (136)
dla dostatecznych duzych n. Woéwczas
Nan,, 1 1
1-—- < < 137
l+a, ~ (14+ap)® =~ 14ay, (137)
i obydwa zewnetrze ciagi daza do 1. O
Twierdzenie 5.8 (e ¢ ¢ Zadanie egzaminacyjne nr. 1). Dla kazdego x € R cigg
x\"n
an(z) == (1 + —) (138)
n

jest zbiezny 1 jego granica wynosi e*.

Dowdd. Ustalmy z i udowodnijmy, ze {a,(z)} jest rosnacy i ograniczony. Z tego bedzie wynikalo, ze
istnieje granica
a(z) = lim ay(z). (139)

n—oo
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Oczywiscie, wystarczy, ze monotoniczno$é¢ zachodzi ,,od pewnego miejsca”: rozpatrujmy tylko n > |z|,
i sprébujmy udowodnié, ze an41(z) > an(x). Do tego celu, warto zaobserwowaé, ze
an+1(z) > an(z) &

An+1 (:E)
an ()

> n+1
(1+ %) 1

BEE

>1

=

n+1
(1+T+1> _<(n+1+x)n >n+1> n
(1+2z)" N+ 1)(n+a) Tt

(ntlton N e N m o w
(<n+1><n+as>> ‘(1 <n+1><n+x>) Zave YT e

Istotnie, dzieki naszemu zalozeniu, n+ x > 0, z czego wynika 22 =142 > 0 i ay(z) > 0.
Ale nier6wnoéé

x n+1 T
<1 (n—l—l)(n—l—ﬂc)) Z17(ThL1)(771—1—1)(n~|—:1:) (140)

zachodzi, bedac przykladem nieréwnosci Bernoulli’ego. Wtedy ay,(z) roénie od ,pewnego miejsca”,
mianowicie n > |x|.
Aby sprawdzié¢ ograniczonos¢, zalézmy, ze x < 0. Wowczas, od ,,pewnego miejsca”, mamy

0<1+=<1, (141)
n

z czego wynika
n
an(z) = (1 v f) <1, (142)
n

t.j., ciag jest ograniczony. Wtedy istnieje granica a(x), dla z < 0. Dla & = 0 granica wynosi 1.
Niech z > 0. Rozpiszmy
(-%)
T n?
- (143)

Qn (l’) = an(_x)
i zaobserwujmy, ze
. z?
?}Lngon (le> =0. (144)
Woéwecezas, Lemat 5.1 pociaga
: z?\"
nh_}rrolo <1 - n2> =1, (145)
w zwigzku z tym
. 1 1
a(x) = nh_}IrOlo an(z) = T oo an(—7) a(—x)" . (146)
Wéwezas, a(x) istnieje dla kazdego x € R.
Teraz udowodnijmy, Ze
a(z +y) =a(z)aly) =y€eR. (147)
To samo, jak udowodnié, ze
a(z)a(y) _ (148)
a(z +y)
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7 definicji,

a(z)a(y)  limp oo an () limy, 00 an(y)

a(z +y) limy, 00 an (@ + y)
(L+3)" (+3)"

n

TRy

mlﬂ+ﬁij%f
oo (1)

zty | zy\ "
~ lim (Hnjn)
X
n—00 1+Ty

( 2y n

= lim |1+ —22 ) .
T

n—00 1+ %

Przy tym,
Ty
. n2 _
nh_)rglon (1 n zzy) , (149)
wobec tego Lemat 5.1 pociaga
zy n
. n2 _
nhﬁnolo (1 T 1+ W) 1, (150)
n
tak, jak chcielidmy.
Podsumowujac,
a — R,

jest funkcja taka, ze
a(0) =1, a(x+y)=ax)aly), Ve,y € R. (151)

Jak udowodnié, ze a(z) = e*?
Podejscie jest oparte na nastepujacej uwadze. Zalézmy, ze x € N. Wowczas

a(z) =a(l+1+4---+1)=a(l)a(l)---a(l) = (a(1))”. (152)
Podobnie, wezmy sobie % i zaobserwujmy, ze

ad)y =ad)ad)-a(d) = ot + L+ + 1) =a(1), (153)
wobec tego

1
a(t) = a(1)r . (154)

Woéwczas, juz wiemy, ze

a(z) =a", VreQ, (155)

gdzie a := a(1). Czyli, aby skoniczyé¢ dowdd, wystarczy uogdélnié (155) do wszystkich liczb rzeczywistych
i sprawdzié, ze linia styczna do wykresu funkcji y = a(z) w punkcie (0, 1), jest réwnolegla do osi y = z.
Istotnie, to pociaga a = e.

Strategia jest nastepujaca: dla kazdego = € R istnieje rosnacy ciag {¢,} liczb wymiernych taki, ze
lim,, oo ¢ = x. Wowcezas

a® = lim a® = lim a(q,) (156)
n—oo n—oo
i tylko potrzebujemy
lim a(g,) = a( lim ¢,) = a(x) (157)

aby stwierdzi¢, ze a® = a(x). Zaobserwujmy, ze lim,, o ¢, = x implikuje, ze

lim z — g, =0. (158)

n—o0
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Bedziemy teraz potrzebowali nieréwnosci

1
0<a(z)—1—z <222, <35, (159)
ktoéra zostanie udowodniona przed koricem calego dowodu.
Istotnie, dzieki (159), widaé, ze
la(z —qn) = 1] = la(z — gn) =1 = (= qn) + (z — qn)|
<la(—gqn) —1— (2 — )| + |(z — qn)|
< 2(z — qn)” + (2 — qn)]
< 3|(z — qn)|
dazy do zera, w zwiazku z czym
lim a(z —¢,) —1 =0« lim a(z —¢,) =1 < lim a(g,)a(z) ' =1, (160)
n—00 n— o0 n—0o0
tj. a(gn) dazy do a(z).
Mamy wtedy upragnione uogélnienie wzoru (155):
a(z) =a", VreR. (161)
1
Prosta przez (0,1) = (0,a®) i punkt (1, am) ma nachylenie
A " 1
y _am—
m
w zwiazku z tym wystarczy sprawdzié, ze
lim s, =1, (163)
m— o0
co jest
1
1 D= tim S 164
alom — 1) =l —1— =0, (164)
Dzigki nieréwnosci (159)
1
am —1—2L1 9(1)2
0< < (T) =2 (165)
m m

dazy do 0.

Pozostaly do sprawdzenia nieréwnosci (159). Pierwsza, tzn., a(x) > 1+ z pochodzi prosto z
nieréwnosci Bernoulli’ego (o ile tylko n > |z|). Geometrycznie, méwi ona, ze wykres funkcji y = a(x)
lezy nad wykresem funkcji y = 1 + x (jedyny punkt przekroczenia to (0, 1)).

W szezegdlnosei, a(—z) > 1+ (—x) = 1 — z, a wiec

1 1

= < 166
@) = o < 7o (166)

co znaczy, ze wykres funkcji y = a(z) lezy pod wykresem funkcji y = ﬁ

Mamy wtedy % <l-z< %, a wiec
() -1 < 1 1 1-1+x—x+2? z? < 9,2 (167)
az)-1l—-zs< ———-1—-za= = x
“1—x 11—z 11—z~ ’

t.j. druga nieréwnosc. O
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6 Tydzien VI: 5. i 8. listopada 2024

6.1 Ciaglos¢ funkcji
Definicja 6.1. Przedzialy

[a,b], la,b], [a,b], ]a,b], (168)
takie, Ze a < x < b, nazywajg si¢ otoczeniami (obustronnymi) punktu x.
Przedzialy
[2,b],  [z,b], (169)
nazywajq sie otoczeniami (lewostronnymi) punktu x.
Przedzialy
[a,2], la,a], (170)
nazywajg sie otoczeniami (prawostronnymi) punktu x.
Podzbiory postaci
]_007_M[a M,OO[, (171)
nazywajqg sie otoczeniami Fnieskonczonosci.
Uwaga 6.1. Warto zaobserwowaé, ze, w powyzszych otoczeniach Fnieskonczonosci, tj. | — oo, — M| lub

|M, o[, odpowiednio, liczba M > 0 jest z reguly ,, bardzo wielka”, poniewaz, potocznie méwiac, M

powinna by¢ ,blisko” oo (ale sama definicja nie zabroni¢ wzia¢, np. M = 0.00001).

6.1.1 Definicja cigglosci i granicy

7 grubsza moéwiac:

nia reki.

funkcja f : R — R jest ciggla, jedli mozna narysowac jej wykres bez odrywa-

Na przyktad, w ponizszym rysunku, funkcja czerwona jest ciggla ale ta niebieska nie.

\

\\K >
]V

Definicja 6.2. Moéwimy, Ze granica funkcji f(x) dla z dazacego do z¢ jest yo i piszemy

lim f(z) =y,

P
wtedy © tylko wtedy gdy warunek

Ve>0 30>0tz |z —x9] <d=|f(x) —yo| <€
jest spelniony.

Po ludzku:

() = yol

dowolnie matg.

funkcja f dazy do yy wtedy i tylko wtedy, gdy mozna uczynié¢ odlegtosé
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Definicja 6.3. Funkcja f: R — R jest ciggla w punkcie x¢g € R, jesli
lim f(x) = f(a0). (174)

T—rT0

Funkcja f jest ciggla na podzbiorze A C R (mozna A = R) jesli jest ciggla w kazdym punkcie
Ty € A.

6.1.2 Definicja cigglosci w jezyku otoczen

Warunek (173) mozna przedstawié korzystajac z pojecia otoczenia, mianowicie:

dla kazdego otoczeniu U :=|yg — €, yo + €[ punktu yo
istnieje otoczenie V' :=|xy — €, xo + ] punktu
takie, ze f(V) CU.

Widaé, ze funkcja naszkicowana powyzej nie jest ciagla, poniewaz, jesli otoczenie U punktu yg
(przedstawione na zielono) jest wybrane w taki sposéb, ze lezy ono miedzy najmniejsza a najwieksza
wartoscia funkcji (niebieskie koleczka), nie wazne jak male bierzemy otoczenie V' punktu z( (przed-
stawione na niebiesko), nigdy nie bedzie zachodzilo, ze f(V) C U.

Yo

[ .

Xo

Wéwezas, intuicyjna definicja ciagloéci z tym ,bez odrywania reki” jest réwnowazna wlasciwej
definicji ,,z epsilonami i deltami” (mniej lubiana przez studentéw).

6.1.3 ,,Most” miedzy pojeciami granicy ciggu a granicy funkcji

Zechcemy teraz poréwnaé pojecie granicy ciggu z pojeciem granicy funkcji.

Podstawowa réznica jest fakt, ze w N, |liczba” 400 jest jedyna liczba, do ktorej mozemy zbli-
zaC sie w nieskoriczenie wiele (monotonicznych) krokach, nigdy tam nie dochodzac. Istotnie, do
kazdej (skorniczonej) liczby ng € N, niewazne skad zaczynamy, zawsze dojdziemy po skonczenie wielu
(monotonicznych) krokach. To dlatego piszemy

nEI—&l}oo$n =1, (175)
a nigdy nie widac
nlinﬁoxn . (176)

Powyzsze wyrazenie znaczy po prostu wyraz x,, naszego ciagu {zy}.
7 drugiej strony, prawie z definicji, mozna zbliza¢ sie do kazdej liczby rzeczywistej w monotonicz-
nym sposobie (n.p., rosnacym) nigdy tam nie dochodzac. W zwiazku z tym, w wyrazeniu

lim f(z) = yo, (177)

Tr—xT0

liczba xg jest dowolna (a nie tylko +00).
Zwiazek miedzy tymi dwoma pojeciami jest wyjasniony przez nastepujace Twierdzenie.
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Uwaga 6.2. Definicja (174) jest czasami zwana definicjg ciaglosci wedlug Cauchy’ego, podczas
gdy ponizsza (réwnowazna) definicja (179) — definicja wedlug Heinego.

Twierdzenie 6.1 (ee Zadanie egzaminacyjne nr. 2). Zachodzi

Jim f(z) =yo, (178)
wtedy 1 tylko wtedy gdy
ngrfmf(xn) =y Y{ZTnlnen: nll)lilooa?n =x0. (179)

Dowéd nie jest trudny, ale jego postaé¢ zwykle straszy studentéw, bedac ,,wielka uczta epsilonéw i
delt”.

Dowdd. Udowodnijmy najpierw, ze (178) implikuje (179).
Wiemy, z definicji granicy funkcji, ze

Ve>0 36>0tz |z —xo| <d=|f(x) —yo| <e. (180)

Teraz musimy wzia¢ sobie dowolny ciag {x,}, dazacy do x¢ i sprawdzié, ze ciag {f(x,)} dazy do yp.
Wobec tego, wiemy, z definicji granicy ciagow, ze

Ve>0 dngeN ||z, —x9| <e VYn>ng, (181)
a chcemy udowodni¢, ze
Ve>0 dngeN||f(zn) —yo|<e ¥Yn>ng. (182)

Cala impreza polega na tym, ze musimy pokazaé, ze (180) i (181) pociagaja (182). Zrédlem trudno-
Sci jest fakt, ze w trzech innych miejscach pojawi sie ten sam symbol ,,e”—kazdym razem z innym
znaczeniem. W zwigzku z tym nalezy by¢ bardziej precyzyjnym.

Ustalmy ¢ > 0 w (182). Teraz, na mocy (180), istnieje ¢ taki, ze |f(x) — yo| < € o ile tylko
|z — x| < §. Mozna wtedy wprowadzi¢ ten ostatni ¢ w (181) i byé¢ pewnym, ze istnieje ngy taki, ze
|z, — 20| < 6§ o ile tylko n > ng. Ten ostatni ng jest doktadnie ten ng, co szukali$my.

Subtelno$¢ byla, ze symbol § z pierwszego warunku (180) gral role symbolu ¢ w drugim
warunku (181).

Aby skonczy¢ dowdd, udowodnijmy teraz, ze negacja (178) implikuje negacje (179). Innymi stowy,
ze z tego faktu:

istnieje otoczenie U :=|yo — €, yo + €[ punktu yo
takie, ze dla zadnego otoczeniu V :=]zg — 0, ¢ + [ punktu zg
nie zachodzi, ze f(V) C U

wynika fakt:

istnieje ciag {z,} dazacy do zo
taki, ze ciag {f(x,)} nie dazy do yo .
1

Czyli nalezy konstruowac recznie ten ciag {,}. Sknonstrujumy jego n-ty wyraz. Niechn € Nid := .

Z zalozenia wynika, ze f(V) € U, t.j., istnieje punkt z,, € V taki, ze f(z,) & U. To znaczy, ze odleglosé
punktu x, od punktu zg jest mniejsza od % ale odleglosé punktu f(z,) od punktu yg jest wigksza od
€. Z tego wynika, ze x, — xq, ale f(x,) 4 yo. O

6.1.4 Kilka konsekwencji Twierdzenia ,,mostu”

Whiosek 6.1. Jesli f ma granice, to granica jest tylko jedna.
Whiosek 6.2. Jesli f 1 h majg takqg samq granice yo w punkcie xg, a g jest funkcjg takq, Ze
f(z) <g(x) <h(z), Vz wotoczeniu punktu xg, (183)

to g tez ma granice w g, a granicq jest yg.
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Twierdzenie 6.2. Niech f,g: R — R takie, ze 3 lim f(z) =: a oraz 3 lim g(z) =: b. Wowczas

T—T0 T—T0
lim (f(z) +9(z)) = a+b,
T—rT0
lim (f(x)-g() = a-b,
T—T0
. 1 _ 1 ..
mlingo(—f(x ) = 4, Jeslia#0.

Twierdzenie 6.3. Niech f,g : R — R bedqg takie, ze f jest ciggla w xo a g jest ciggla w f(xo).
Wowczas g o f jest ciggta w .

Whiosek 6.3. Niech f, g : R — R bedg funkcjami ciggltymi na catym R. Wowczas

f+g, f-9. L, fog, (184)
sq tez ciggle (z odpowiedniq wwagg na g)
Przyklad 6.1. Latwo sprawdzi¢ z definicji, ze funkcja stala f(z) = a a funkcja identycznosé f(z) = =
sg ciagle. Z powyzszego wniosku wynika, ze kazdy wielomian

ap + a1z + asx® + - + apz” (185)

jest funkcja ciagla. Ciaglosé takich funkcji, jak e”, sin(z), itd. nie pochodzi prosto z ciaglosci wielo-
mianow.

6.1.5 Granice jednostronne

Warto wprowadzié¢ nastepujace pojecia:

lim f(z) = wo, (186)
z—ad

t.j., granica prawostronna réwna sie yo wtedy i tylko wtedy dla kazdego otoczeniu punktu yg postaci
U :=|yo — €, yo + €[ istnieje podzbiér postaci V :=|xg, zo + [ taki, ze f(V) C U.
Podobnie,
lim f(z) = 1o, (187)

=Ty
t.j., granica lewostronna rowna sie yg wtedy i tylko wtedy dla kazdego otoczeniu punktu gy postaci
U :=]yo — €, yo + €[ istnieje podzbidr postaci V :=|zg — §, x| taki, ze f(V) C U.

Twierdzenie 6.4. Istnieje li_>m f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy lim+f(:n) = lim f(z). W takim razie,
xX X0 -

Q?—>$O x—)xo

lim f(z) = lim+f(a;) = lim f(x). (188)

T=T0O z—x) Ty
Wykorzystujac pojecie otoczenia + nieskoniczonosci (171), tatwo nadaé znaczenie symbolom

lim f(z), lim f(x), (189)

T—00 T—r—00

patrz takze Uwage 6.1.

Uwaga 6.3. W definicji granicy — zaréwno obustronnej, jak i prawo/lewostronnej — punkt g nie musi
zawierac si¢ w dziedzinie D funkcji f. Istotnie, w jezyku otoczen, warunek (173) przyjmuje postac

V otoczenia U 3 yg 3 otoczenie V' 3 zg : f(V~{xo}) CU. (190)

Biorac prawo/lewostronne otoczenia zamiast obustronnych, otrzymamy definicje granicy prawo/lewo-
stronnej, odpowiednio.

Punkt zg nie moze by¢ w dziedzinie — ale musi by¢ ,nieskoriczenie blisko”niej: musi by¢ tzw.
punktem skupienia (zaawansowane pojecie topologiczne).
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6.1.6 Cigglos¢ jednostajna

Definicja 6.4. Funkcja f: P — R jest jednostajnie ciggla na przedziale P jesli Ve > 0 istnieje § > 0
taka, ze

|f(z1) — f(w2)| <€ (191)

o ile tylko
|z1 — x| < 9. (192)

Twierdzenie 6.5. Jesli f : P — R jest ciggla na przedziale P i P jest domkniety i ograniczony, to
f: P — R jest jednostajnie ciggta na P.

Pojecie dowodu. Dla kazdego z1 € P, funkcja f jest ciagla w nim. Wobec tego, istnieje §(z1) zalezna
od z; taka, ze

[f(z1) = f(z2)] <e (193)

o ile tylko
‘1'1 — x2| < 5(1‘1) . (194)

Skoro P jest domkniety, mozna wzia¢ najmniejsza z tych delt

J:= glg}ljé(ml). (195)

Widaé teraz, ze z taka J, warunek (191) jest spelniony, o ile tylko warunek (192) jest spelniony. [

Przyklad 6.2. Funkcja cos(%) jest ciagta na (0, 1] ale nie jest jednostajnie ciagla.

6.2 Funkcje wymierne
6.2.1 Definicja funkcji wymiernej

Definicja 6.5. Funkcja wymierna jest funkcja postaci
(196)

gdzie W (z) i Q(z) sq wielomianami.

Widaé, ze dziedzing f jest R~ Q1(0).

6.2.2 Algorytmy na uproszczenie wielomianéw

Twierdzenie 6.6. Kazdy wielomian Q(x) rzedu m o rzeczywistych wspétezynnikach mozna przedstawié
jednoznacznie jako

Qz) =d(x — )™ -+ (z — o)™ (2® + 2p1x + 1) - - - (2 + 2ppz + q1)°F (197)
gdzie d, o, pj,q; € R oraz r;,s; € N, takie, Ze
r+-4rp+2s1 4+ 4+ 25, =m. (198)

Liczby «y, réine od siebie, sq wszystkimi rozwigzaniami wielomianu Q(x), kazde ze swojq wielokrot-
noscig r;. Czynniki 2 + 2p;x + q; tez sq rozZne od siebie i nie posiadaje Zadnego rozwigzania, t.j.,

pP—q; <0, Vi=12...k. (199)

Twierdzenie 6.7 (Algorytm na dzielenie wielomianéw). Niech W (x) oraz Q(x) bedq wielomianami:
jesli Q(x) # 0, to istniejq i sq jedyne wielomiany I(x) oraz R(x), takie, ze

W(z) = Q) - I(x) + R(z), deg(R(x)) < deg(Q(x)) - (200)

W formule (200) I(z) nazywa si¢ ilorazem (lub rezultatem/wynikiem dzielenia) wielomianu W (z)
przez wielomian Q(x), natomiast R(x) jest resztq dzielenia. Jesli R(x) = 0, to znaczy, ze W(x) jest
podzielny przez Q(z). Zauwazmy, ze jesli deg(Q(x)) > deg(W (x)), to I(z) =01 R(x) = W(x).
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6.2.3 Rozkladanie funkcji wymiernych na utamki proste

Whiosek 6.4 (Rozkladanie funkcji wymiernych na utamki proste). Kazdg funkcje wymierna mozna
rozpisac w postaci

WD 1)+ L (R ot Fule) £ Fale) 4 Fil) (201)

An n Ao T Air,

F; = —_— 202
l(l') T — (.1‘ — Oéi)Q (:B — Oéz‘)” ) ( )
natomiast kazdy F;(x) ma postaé
— Bz +C; Bjsz +C; Bjs,x + Cjs,
F](.x) — _ 115U+ 71 - ]25U+ 72 - e . 785 Js; - (203)
(@2 +2pjz + ¢5) (22 + 2pjx + q5) (22 + 2pjz + ¢5)*

dla odpowiedniego wielomianu I(x) i stalych o;, pj, q;, Aie, By, oraz Cj, takich, Ze p? —qj <0.

Dowo6d Wniosku 6.4 nie jest wymagajacy, ale lepiej go pominaé. Jego prawdziwos$é, bedzie widoczna
dzigki licznym przykladom, co bedziemy omawiac.

Definicja 6.6. Funkcjg wymierng

A —, AaeR,reN, (204)

(z—a)
nazywamy utamkiem prostym pierwszego rodzaju.
Definicja 6.7. Funkcjq wymierng

Bx +C
(22 4 2px + q)°

B,C,p,qER,pz—q<0,8€N, (205)

nazywamy utamkiem prostym drugiego rodzaju.

7 Tydzien VII: 12. i 15. listopada 2024

7.1 Funkcje hiperboliczne

Oprécz wielomiandéw i funkeji wymiernych, poki co wprowadziliémy tylko funkcje wyktadnicza, patrz
Definicje 5.6; otz to tylko szczyt gory lodowej: wiekszosé funkcji, ktérych bedziemy uzywac, nie jest
ani wielomianem, ani funkcja wymierna.

7.1.1 Logarytm naturalny i sinus hiperboliczny

Definicja 7.1. Funkcja odwrotna exp~! : ]0, +oo[— R nazywa sie logarytmem naturalnym i ozna-
czamy jg symbolem In.

Uwaga: funkcja ,,jeden przez f” do funkcji e” to po prostu e~”. Dzigki dziataniom algebraicznym z

funkcjami, mozna rozwazy¢, miedzy innymi, srednia funkeji e® i funkcji przeciwnej do 1/f, t.j. —e™*:

sinh(z) := %, (206)

ktéra nazywa sie sinusem hiperbolicznym.
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sinh(x)

7.1.2 Arcus sinus hiperboliczny

Dziedzina i zbiér wartosci sinusa hiperbolicznego to caly zbiér R. Jest to bijekcja. Wobec tego, jej
funkcja odwrotna tez ma R i jako dziedzina i jako zbiér wartosci. Jej funkcja odwrotna nazywa sie
arcus sinusem hiperbolicznym i oznaczamy ja jako arsinh(x).

Funkcje trygonometryczne hiperboliczne posiadaja analogiczng interpretacje geometryczna, jak
zwykle (i bardziej znane) funkcje trygonometryczne sin(z) i cos(x). Wystarczy rozwazyé hiperbole
z? — %> = 1 zamiast okregu 2% + y? = 1.

L =1

(cosh(?), sinh(?))

=

7.1.3 Cosinus hiperboliczny
Zdefiniujmy
cosh(z) := ———, (207)

i zaobserwujmy, ze

2

_ (ex 4 e—x)Z _ (e:c _ 6—1)2

N 4

2e” - (2e77)
= = ]_
4
na MmMmocCy wzoru
a? —b* = (a+b)(a—10). (208)

Udowodniono zatem, ze zachodzi podstawowa tozsamosé

cosh?(z) — sinh?(z) = 1. (209)

o8



7.1.4 Kat hiperboliczny

Wzér (209) znaczy, ze punkt o wspétrzednych (cosh(z), sinh(z)) lezy na hiperboli o réwnaniu 22 —y? =
1. (Zauwazmy, ze ten sam symbol z oznacza i argument sinusa hiperbolicznego i pierwsza skladowa
punktu hiperboli.)

Subtelniejsze od wzoru (209) jest nastepujace Twierdzenie:

Twierdzenie 7.1. Kazdy punkt hiperboli jest postaci (cosh(a),sinh(«)), tj. dla kazdego (z,vy), takiego,
ze 2 —y? =1, istnieje a, taka, Ze

(x,y) = (cosh(a), sinh(a)) .

Dowdd. Do tego wlasnie shuzy funkcja odwrotna arcus sinus hiperboliczny: niech y bedzie dowolng
liczba i szukajmy ,kata”? «, takiego ze

sinh(a) = —5 =Y (210)

Przesuwajac co$ i mnozac przez e® (mozna to zrobic!), otrzymamy

e —e
> VT

et —e =2y

e —2y—e =0«

(e*)? —2ye® —1 =0,

t.j. rownanie drugiego rzedu nieznanej e™:

e =yt V1+y2, (211)

z czego wynika
a=In(y+vVy2+1) (212)

(In jest dobrze zdefiniowany tylko dla dodatnich liczb!)
Funkcja (212) to area sinus hiperboliczny arsinh(y). Jej dziedzina to caly zbiér R. Jest funkcja
nieparzysta:

arsinh(—y) = In(—y + J(—y)ﬁ)
=In(—y + \/ﬁ)
(Gt VR D VD
VP

N el
y+Vy?+1
1
=In| ———
y+Vyr+1
= —arsinh(y) .
Analogicznie, zaczynajac od z i rOwnania
e +e P _

=2, (213)

B=In(x+ Va2 -1). (214)

2Zapamietajmy, ze mamy do czynienia z hiperbolicznym kgtem. Taki kat odpowiada doktadnie pojeciu wycinku koto-
wego: pole powierzchni wycinku wynosi dokladnie potowa kata wycinku.

cosh(p) =

otrzymamy
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Funkcja (214) to area cosinus hiperboliczny arcosh(y). Jej dziedzina to przedzial [1, +oo[. Jest funkcja

parzysta.

Ciekawa rzecza jest fakt, ze, jesli (z,y) jest punktem hyperboli, to a = (. Zalézmy, ze (z,y) lezy

na pierwszej ¢wiartce.

Wéwezas, 2 — 32 = 1 pociaga 22 — 1 = y? i x = \/y2 + 1. Podstawiajac te ostatnie tozsamosci w

(214) otrzymamy doktadnie (212). (Pamietajmy, ze x > 1, co pocigga 22 — 1 > 0.)
Jesli (z,y) lezy na czwartej ¢wiartce, to korzystajmy z nieparzystosci arcosh(y).

O

Uwaga 7.1. Powyzszy dowdd nie powinien by¢ zaskakujacy, poniewaz w ,zwyklym” przypadku (tzn.
z ,okraglymi” sinusami i cosinusami), jesli mamy dowolny punkt (z,y), gdzie z,y < 1, to arcsin(y) =

arccos(z) wtedy i tylko wtedy (z,y) lezy na okregu.

7.1.5 Tangens i kotangens hiperboliczne i ich odwrotnosci

Definicja 7.2. Tangens i kotangens hiperboliczne zdefiniujemy jako

sinh(z) e —e™®
tgh = =
gh(z) cosh(z) e*+e®’
cosh(z) e*+e®
tgh = =
cteh(z) sinh(z) e*—e %’

na calym R i na R\ {0}, odpowiednio. Funkcje odwrotne sq
(1 + a:>
In ,
1—=
(x + 1>
In ,
z—1

na | —1,1] i na R\ [—1,1], odpowiednio. Wszystkie sq nieparzyste.

artgh(z) =

arctgh(z) =

N = N =

Zaobserwujmy, ze |£| < 1 dla kazdego (z,y) na hiperboli. Mozna wéwczas odzyskaé¢ wartodci a z

(x,y) wzorem

a = artgh(y/z) . (215)
7.1.6 Wtasnosci algebraiczne funkcji hiperbolicznych
Stwierdzenie 7.1. Zachodzq nastepujgce wzory:
sinh(z +y) = sinh(z)cosh(y) 4 cosh(x) sinh(y),
cosh(z +y) = cosh(z)cosh(y) + sinh(z) sinh(y),
sinh(2z) = 2sinh(z)cosh(z),
cosh(2z) = sinh?(z) + cosh?(z)
Dowdd. Wystarczy zastosowaé definicje:
vty _ o= (z+y)
sinh(z + y) = %
e’e¥ —e TeY
2
Podobnie,
T _ L —T LY —y T - LY _ =Y
sinh(z) cosh(y) + cosh(x) sinh(y) = ¢ 26 ¢ J;e ¢ +26 ¢ 26
B (e® —e ™) eV +eV)+ (e"+e ")(e¥ —eY)
- 4
_eteV teteV —e el —e eV +evel —eTeTV fe e —e eV
B 4
i widaé, ze wyniki sa te same. Reszta analogicznie. 0
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7.1.7 Podstawienie tangensa hiperbolicznego polowy kata

Nastepujacy wniosek pokazuje istotno$é¢ pojecia funkcji odwrotne;j.

Whiosek 7.1 (Podstawienie tangensa hiperbolicznego polowy kata). Niech

ti=
Wowczas
sinh(x)
cosh(z)
tgh(x)
ctgh(x)

Dowéd. Rozpiszmy x jako 25. Wowczas

sinh(z) = sinh <2%> = 2sinh (g) cosh <g> .

Réwnolegle zaobserwujmy, ze

g = artgh(¢) .

Sztuka polega na tym, ze mozna wyrazi¢ i sinh

tgh(a) =

tgh?(a) =
(1 + sinh?(a))

R

Podobnie,

cosh(a) =

W szczegdlnsci, dla o = /2 otrzymamy

tgh?(a) 4 sinh?(a) (tgh?(a) —
sinh?(a) =

sinh(a) =

(216)

an(3).

2t
1—¢2°
1+ ¢t2
1—¢2°
2t
1427
14t
2t

(217)

(218)
(%) i cosh (%) przez tgh (%) Ogdlnie, mamy

sinh(a)
cosh(a)

sinh?(a) _ sinh?(a)
cosh?(a) ~ 1+sinh?(a)

tgh?(a) — sinh?(a) =
1) =

0

0

tgh?(e)
1—tgh?(a)
tgh(e)
1—tgh2(a)

1

. S— (219)
1 — tgh?(a)

sinh(x) = 2sinh (E) cosh (g)

tgh(3)

1

\/1 —tgh2

=2

tgh(artgh(t))

Z‘

2

\/1 tgh?(

1

\/1 — tgh?(artgh(t)

t

\/1 — tgh?(artgh(t))
2t

:2 =
V1—1t2/1—¢t2

1—¢27

tak, jak chcieliSmy. Reszte mozna wykazaé¢ analogicznie.

Powyzsze podstawienie bedzie uzyteczne w catkowaniu.
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7.2 Funkcje trygonometryczne

Dlaczego omoéwiliémy najpierw hiperboliczne i potem trygonometryczne funkcje? W zasadzie, funkcje
trygonometryczne sa bardziej znane: to jeden powdd. Drugi powdd: dowdd wszystkich wlasnosci funk-
¢ji trygonometrycznych analogicznych do powyzszych wlasnoéci funkcji hiperbolicznych jest nieco
skomplikowany bez pomocy liczb zespolonych.
Dodajemy powyzszej te wzory bez dowodu.

7.2.1 Geometryczna definicja funkcji trygonometrycznych

Przypusémy, ze definicja sinusa i cosinusa jest znana (przynajmniej geometrycznie):

Sec(6]

Tan(6)
Sin(6)

Wykresy funkcji trygonometrycznych:

(@]

0s(6)

— sin(y)
cos(y)

I\
\

J
*

I
I

-4k

Wykresy funkcji trygonometrycznych odwrotnych:

3L

4
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tan(y)
—— cot(y)

‘W
(2]

tan~(y)
— cot™'(y)

— sin”

cos™



7.2.2 Kilka wlasnos$ci funkcji trygonometrycznych

sin?(x) 4 cos?(z

I
|
Z.
=
—
8
~—

o
©
n
—~
|
8
— — ~— — —
I
@)
@]
n
—~
8
~—

sin(5 —x) = cos(x) (220)
cos(f —x) = sin(z) (221)
arcsin := sin~':[-1,1] — -5, 5],
arccos := cos ':[-1,1] — [0, 7],
arctg == tg iR —] -2 I[,
arcctg = ctg” ! iR\ {0} —] - I, 2,
sin(x + 2kw) = sin(z), VkeZ,
tg(z + kn) = tg(x), VkeZ,
sin(x +y) = sin(x)cos(y) + cos(z) sin(y) (222)
cos(r+y) = cos(x)cos(y)— sin(x)sin(y)
sin(2x) = 2sin(x) cos(x) (223)
cos(2z) = 1—2sin’(z).

Powyzszy wzor (222) nadaje sie do tatwego dowodu geometrycznego, ktéry wykonujemy po wpro-
wadzeniu pare narzedzi zwiazanych z przestrzenig euklidesowa w Sekcji 7.2.6.

7.2.3 Podstawienie tangensa polowy kata
Whiosek 7.2 (Podstawienie tangensa potowy kata). Niech

2
Wowczas
. 2t
sin(z) = T
1—¢t?
Cos(ﬁ) = m s
2t
tg(z) = T—g
1—¢t?
ctg(z) = 5y

Powyzsze podstawienie bedzie uzyteczne w catkowaniu.

7.2.4 Dygresja 1: odlegloéé euklidesowa w R?

Przestrzen R? = R x R nazywa sie plaszczyzng euklidesowq. Jej elementy sg punktami lub wektorami.
Mozna dodawaé wektory i mnozy¢ je przez skalar.

Stwierdzenie 7.2. Odlegtosé euklidesowa

d((x1,91), (2,92)) = V(w2 — 21)2 + (y2 — 11)? (225)
spetnia wilasciwosci
e d(P,Q)>0;
o d(P,Q) =0 wtedy i tylko wtedy P = Q;
e d(P,Q) <d(P,R)+d(R,Q).

63



Dowdd. Pierwsza i druga: oczywiste.

Co do trzeciej, warto wprowadzi¢ iloczyn kartezjanski dwoch wektoréw P = (z,y) i Q = (x

(P.Q)=P-Q :=xx' +yy,

oraz norme wektora P = (z,y):
|PI[* = (P, P) > 0.

Widagé, ze iloczyn kartezjanski jest dwuliniowy i przemienny, w sensie, ze

dla kazdych wektorow P, (Q, R oraz skalaru a € R.
Norma nie jest liniowa, ale

IP+QIP=(P+Q,P+Q)=(P.P+Q)+(QP+Q) = (P,P)+(P,Q) +(Q,P) +

=|P|I* +2(P,Q) + QI
Potrzebujemy teraz istotnej nieréwnosci Cauchy—Schwarza:
(PR <IIP[lel-
Dowdd nieréwnosci. Wezmy sobie P i —aQ i zastosujmy powyzszy wzor (229):

0<|IP —aQ]? =
= ||P|? = 2a:(P,Q) + a?[|Q|?,

a potem w miejsce skalaru o wpiszmy konkretna warto$¢ o = i@% :
P,Q) (P.Q))
0< p2— 2P P,Q+< ’ Q|
1P| Ik (P,Q) TPIE 1R
2 <P7 Q>2
= HPH - 5
1R

z czego wynika od razu (230).
Z kolei, z (229) i (230) wynika, ze
1P+ QI < IIPII* + 21 (P, Q)| + QI
< [IPII* + 2[IPllQll + QI
= (1Pl +llQl)?,

czyli
1P+ Q[ < [IP[[+ Q.

Zaobserwujmy teraz, ze d(P,Q) = ||P — Q. Rozpiszmy P — Q = (P — R) + (R — Q):

(Q,Q)
(229)

(230)

(231)

d(P,Q) =[P = Q[ = [[(P = R) + (R - Q) < (P = R)[[ + (R - Q)| = d(P, R) + d(R,Q),

na mocy (231).

Warto zaobserwowaé, ze odleglodé ,taksowkarza” tez spelnia powyzsze warunki.

7.2.5 Dygresja 2: kat miedzy wektorami w R>
Niech P i Q beda wektorami R?, réznymi od 0. Wowczas

kat miedzy P i Q = arccos (M)
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Dowdéd. Przypu$émy, ze P = (1,0) a @ = (cos(a),sin(a)). Wowezas, a jest dokladnie katem miedzy

).
P oraz Q. Skoro ||P|| =11 ||Q| = v/cos?(a) + sin®(a) = 1,

_(PQ) = arccos {d1,0), (cos(@), sin(@))) = arccos(cos(a)) = a
s g ) s () —arnento) =,z

tak, jak chcielidmy.
Ogolny przypadek moze by¢ przeniesiony do powyzszego przez obrét i przez skalowanie. O

W $czegdlnéei, P i @ sa prostopadle wtedy i tylko wtedy gdy (P, Q) = 0.
Przyktad 7.1. Niech f = ax + b. Wykres f jest linia réwnolegly do wektora (1,a) (punkt P € R?
rozpatrzymy jako ,strzalke”, ktérej ogon jest w punkcie 0 a ktérej wierzcholek jest w punkcie P).
Latwo znalezé jaki$ wektor (A, p) prostopadly do (1,a), rézny od 0. Na przyklad, (A, u) = (1, —%)
Wéwczas kazda funkcja g = —ém + ¢ jest taka, ze jej wykres jest prostopadly do wykresu funkcji f.

7.2.6 Geometryczny dowéd wzoru na sinus sumy katéw

Dowdéd wzoréw (222). Niech a, 8 € R beda dwoma katami. Zaobserwujmy, ze dtugosé¢ d w ponizszych
rysunkach jest ta sama.

A
(cosa, sin @) (cos(av — ), sin(ax — 3))

d (cos B3, sin 3)

[
Lol

Y

Obliczmy d z pierwszego rysunku:

d = +/(cosa — cos B)2 + (sina — sin §)2. (234)

Podobnie, z drugiego rysunku:

d = +/(cos(a — B) — 1)2 + (sin(a — B) — 0)2. (235)
Woéwezas,
(cosa —cos B)? + (sina —sin )2 = (cos(a — B) — 1)? + (sin(a — B) — 0)* =
cos®> o — 2cosacos f + cos? B +sin® a — 2sinasin B +sin®? f = cos?(a — ) — 2cos(a — ) + 1 4 sin?(a — B)
=2 —2(cosacos B +sinasinff) = 2—2cos(a—f) =
cos(a —f3) = cosacosf+sinasinf.

W szczegoblnoscei, jesli w miejsce 8 wstawimy — S otrzymamy
cos(a + ) = cos(a — (—f)) = cosacos(—f) + sinasin(—f3) , (236)

CO zZnaczy
cos(a+ ) = cosacos 3 — sinasin 3. (237)

Analogiczny wzér dla sinusa otrzymujemy dzigki wzorom (220) oraz (221).
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8 Tydzien VIII: 19. i 22. listopada 2024

8.1 Funkcje pochodne
8.1.1 Pochodna funkcji w punkcie

Niech f: R — R bedzie funkcja jednej zmiennej x. Ustalmy punkt x € R i zdefinujmy nowa funkje
nowej zmiennej t:
fla+t) - f(z)

" (238)
Zauwazmy, ze W powyzszym wyrazeniu, x gra role statej. Granica
t) —
() = i LD =@ (239)

t—0 t
jesli istnieje, nazywa sie pochodng funkcji f w punkcie x.

8.1.2 Rébzniczkowalnosé funkcji

Definicja 8.1. Funkcja f : R — R jest rézniczkowalna w punkcie x € R jesli pochodna f'(z) istnieje.
Jest rozniczkowalna na podzbiorze A C R (nawet A = R) jesli jest rézniczkowalna w kazdym punkcie
x e A.

Jesli f jest rézniczkowalna na calym R, to mamy nowa funkcje
ff*R — R,
z — f(z)
nazywajaca sie pochodng funkcji f. Zauwazmy, ze, aby obliczyé wartosé f'(x) nalezy wziaé¢ pod uwage
nowa funkcje dla kazdej wartos$ci zmiennej z.
Twierdzenie 8.1. Jesli f jest rézniczkowalna w xq, to f jest ciggla w .

Dowdd. Wystarczy zaobserwowaé, ze

tin( (o + 1) — f(a0)) = i T ZIEN, gy — o) 0=0,  (200)

aby stwierdzié, ze
lim £(x) = f(a0). (241)

Tr—xT0
O

Odwrotna implikacja nie zachodzi. N.p., funkcja |z| jest ciagla (na R) ale nie jest rézniczkowalna
w 0.

8.1.3 Prosta styczna do wykresu funkcji

Z geometrycznego punktu widzenia, warto$é¢ f'(z) odpowiada nachyleniu prostej stycznej do wy-
kresu funkcji f w punkcie (z, f(x)). Zauwazmy, ze nachylenie moze posiada¢ znak: w ponizszym
rysunku nachylenie % = tg(0) jest dodatnie, ale gdyby z61ta prosta byla odbita wzgledem osi y—6w,
znak by byl przeciwny.

A
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Twierdzenie 8.2. Niech f bedzie funkcjq rozniczkowalng w xg. Oznaczmy jako sy prostq sieczng
przez punkty
A= (20, f(%0)), Be:= (0 +t, f(20+1)). (242)

Woéwczas istnieje ,,granica”
=1 24
S0 tE)I[l)St ( 3)
1 nazywamy jg prostq styczng wykresu funkcji f w punkcie A.

Dlaczego ,,granica” w cudzystowie? Dlatego, ze nigdy nie zglebiliSmy pojecia granicy ciggu linii
prostych! Ale tatwo is¢ dalej korzystajac tylko z intuicji.

Dowdéd. Niech
Yy = ax + by (244)

bedzie réwnaniem prostej siecznej s;. Wéwcezas nachylenie a; wynosi

a; = f(ﬂ?o + t) - f(‘TO) ] (245)
t

Skoro s; przechodzi przez punkt A, znajdziemy, ze by = f(x¢) — azo, z czego wynika
y = ar(z —z0) + f(z0) - (246)

Zauwazmy, ze w (246) mamy 4 zmienne: x, xg, t oraz y. Punkt z( jest ustalony; ¢ opisuje z jaka prosta
sieczng mamy do czynienia; (x,y) jest dowolnym punktem takiej prosty.

Teraz, nawet bez wlasciwej definicji granicy ciagu linii prostych, tatwo sie przekonaé, ze, skoro sy
jest jednoznacznie opisana przez a;, granica sy musi by¢ opisana przez

lima; = f'(x0) . 247
limay = f(zo) (247)
Ostatnia granica istnieje, poniewaz f jest rézniczkowalna w xg. O

8.1.4 Wlasciwosci funkcji pochodnej

Twierdzenie 8.3. Jesli f i g sq roiniczkowalne, to

(f+9' = f+4 (248)
(f-9) = f-9+f-d (249)
B = T et (o) # Vo (250)
(9(f(@)" = ¢(f(@)f (2), (251)
(f_l)/(y) = f’;a:)’ gdzie y = f(x) i f jest odwracalna. (252)

Przyklad 8.1. Pewien pociag jezdzi 100 km/h. Tym pociagiem jedzie Usain Bolt. Zal6zmy, ze, powo-
dowanym gwalttownym pragnieniem, zaczyna on biec ku toalecie. W takich ekstremalnych warunkach,
ten facet moze osiagna¢ predkosé 40 km/h! Nawet male dziecko, przygladajace si¢ takiemu zjawisku,
zrozumialoby, ze Bolt wyglada, jakby biegl z predkoscia 140 km /h. Nieswiadomie, dziecko zastosowalo

wzor (248).
) 40 km/h &
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Istotnie, niech

f(t) = pozycja pociagu wzgledem powierzchni ziemi w czasie ¢,

g(t) = pozycja Bolta wzgledem pociagu w czasie t.

Wéwezas f'(t) = 100 i ¢'(t) = 40.

Ale funkcja f 4+ g odpowiada pozycji Bolta wzgledem powierzchni ziemi, wobec tego jej pochodna
(f + g)' opisuje jego predkos$¢ wzgledem powierzchni ziemi: wynosi dokladnie 140, jak tego oczekiwa-
liSmy.
Przyklad 8.2. Studenci czesto zastanawiaja sie ,dlaczego wzor (249) wyglada jak wzér (249)7” Istotnie,
bardziej oczekiwany, by byt wzér

(f9)' =fd . (253)

Teraz wyjasnimy, dlaczego wzoér (253) nie odpowiada rzeczywistosci. Pierwsza sprawa: powinni$my
przyzwyczaié sie przygladaé si¢ pochodnej jako

sposobu pomiaru zmiany.

7 grubsza mowiac, zatézmy, ze nasza funkcja odpowiada pewnemu zjawiskowi.
Woéwcezas

pochodna =0 < nic nie zmienilo sie,
pochodna >0 <& cos zwiekszylo sie,

pochodna <0 <& co$ zmniejszyto sie.

Na przyktad, niech naszym zjawiskiem bedzie zuzycie paliwa naszego samochodu. Nastepna tabelka
jest rozsadna:

predkosé (km/h) ‘ waga (liczba os6b) ‘ zuzycie paliwa (1/100km)

100 2 5
140 2 7
100 4 10
140 4 14

Czyli, pomijajac czynnik ﬁ, zuzycie paliwa z jest iloczynem p - w, gdzie p odpowiada predkosci a
w wadze. Przygladajmy sie drugiemu i trzeciemu wierszowi: lub predkos¢ lub waga nie zmienity sie.
To znaczy, ze albo p’ albo w’ wynosi 0. Gdyby wzér (253) byl poprawny, to bySmy otrzymali 2’ = 0,
t.j., ze zuzycie paliwa nie zmienilo sie, w przeciwienstwie do tego, co méwi ostatnia kolumna)!

Oto powdd, dlaczego wzor (249) odpowiada rzeczywistosci: w wzorze (249) dwa wplywy zmiany sa
sumowane a nie mnozone. W zwiazku z tym, fakt, ze jeden zeruje sie, nie spowoduje, ze cale wyrazenie
tez zeruje sie.

Dowdd twierdzenia 8.5. Nie bedziemy udowodni¢ twierdzenia 8.3 tutaj. Dowdd jest prosty i znajduje
sie w kazdej ksiazce z Analizy.

Chociaz warto si¢ skupi¢ na (252) z powodu jego geometrycznej zawartosci. Studenci zastana-
wiajg sie: ,czy geometryczny dowdd jest rygorystycznym dowodem?” Tak, dopdki jednak, student jest
w stanie, aby prowadzi¢ wszystkie szczegdly. Na przyklad, ponizszy rysunek juz stanowi dowdd, ze
pochodna funkeji f~! w punkcie a jest jeden przez pochodna funkcji f w punkcie f~1(a).
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nachylenie = f(f~'(a)) = %

(F1(a), a)_

(@ )

0 X

Ale nalezy wyjasni¢ dlaczego, n.p., wykres funkcji odwrotnej jest odbiciem wykresu podanej funkcji
wzgledem prostej y = . To mato wymagajace, ale studenci powinni byé¢ gotowi stawié¢ czolo takiemu
pytaniu. ]

8.1.5 Pochodne wielomianéw

Latwo przekonaé si¢, ze f(z) = a = f'(zr) = 0 a f(z) = 2 = f'(z) = 1. Z tego mozna od razu
otrzymacé wzér
(") =naz"', VYneN. (254)

7 tego wynika, ze kazdy wielomian jest rézniczkowalny.

8.1.6 Pochodne funkcji innych od wielomianéw

A co do takich funkcji, jak e* lub sin(z)?
Nalezy korzystaé¢ z definicji. N.p., niech f(z) = e*. Wéwczas

x4+t _ o t_ 1 t_ 1
f(z) = limS % = lime® < = f(x)lime

t—0 t t—0 t t—0

= f(x)f'(0). (255)

Ale, z naszej definicji liczby e, wiemy, ze f/(0) = 1. Odkryliémy wiec podstawowy wzor
(e*) =e”. (256)

7 tego mozna tatwo otrzymaé analogiczne wzory dla funkcji hiperbolicznych, n.p.,

(sinh(z))’ = (e_;) — cosh(z). (257)

Analogie dla zwyklych funkcji trygonometrycznych nie sg takie proste i wymagaja pomocy geometrii.
Twierdzenie 8.4 (e Zadanie egzaminacyjne nr. 3). Zachodzi

lim sin(z)

z—0 X

=1. (258)

Dowdd. Rozpatrzmy rysunek
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> tan x

J/

A o B

v

1

Widaé, ze pole powierzchni tréjkata ABC' jest mniejsze niz pole powierzchni wycinku kotowego o
kacie x, co jest z kolei mniejsze niz pole powierzchni trojkata ABD. Innymi stowy,

sin(z) = _ tg(r)  sin(x)
2 §§§ 2 2cos(x) (259)

Zalézmy x > 0.
Pomnézmy przez 2 i odwréémy wszystkie utamki:

' 1 212(305(33) (260)
sin(z) — z ~ sin(x)
Skoro sin(x) > 0, mozna mnozy¢ przez sin(z) i otrzymadé
sin(x)
1> > cos(x), (261)
x
skad wida¢, ze
lim S (262)
z—=0t T
Ale i Sinm(m) i cos(z) sa funkcjami parzystami, (261) zachodzi tez dla = < 0, w zwiazku z tym
lim S0 (263)
rz—=0- X
O
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Twierdzenie 8.5. Zachodzqg nastepujgce wzory:

(arcsin(z))’
(arccos(z))’
(arctg(z))’
(arcetg(z))

(In(z +

1+ 22))

Dowdd. Mamy

sin(z +t) — sin(z)

(sin(x))’ = lim

= lim

t

sin(x) cos(t) + sin(t) cos(x) — sin(z)

t—0

= lim <
t—0

= cos(z) + sin(z)lim

= COS(.’E) + Sln(ﬂ?)%%m =

= cos(z) + sin(x)g]%m

= cos(z) + sin(x)}igg}cos

= cos(z) + sin(z)

t
sin(z)(cos(t) — 1)

t

t—0

1+1

) +1

| sin) Cos(x)>

= cos(x),

t.j. (265). Mozna otrzymaé (266) w analogiczny sposob, ale warto zaobserwowaé, ze biorac pochodne
obydwdch stron réwnania 1 = sin?(z) + cos?(z):

0 =1"= (sin®(z) + cos®(z)) = 2sin(z) cos(x) + 2 cos(z) cos'(z)

otrzymamy

tzn. (266), ale tylko w punktach gdzie cos(z) # 0, t.j. punktach postaci .

cos'(z) = —sin(z),
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Co do (267):

) -

(/) = (

_sin’(z) cos(x) — sin(x) cos’ ()

cos?(x)
_ cos?(z) + sin?(x) _

cos?(x)

1
cos?(x) +t8°(x)

Analogicznie (268):

(cte/(2)) = <C°S(°””))' -

sin(z)

cos’(x) sin(z) — cos(x) sin’(z)

sin?(x)

_ —sin®(z) — cos?(z)

sin?(x)

1
_— = 1 ctg?().
sin?(x) cte’ (@)

Wzor (269) juz udowodnili$my, patrz (257), a (270) jest analogiczny.
Rozpatrzmy In(y) jako funkcje odwrotna funkeji e®. Niech y = e*. Wéwczas y > 0 oraz

1 1 1
In’(y) = =—== 281
W) = oy = = (281)
t.j. (271).
Wiedzac, ze (e*)" = e”,
(z%) = (™)) = @) L (In(z)) = 2 - al =z, (282)
x

£.j. (264).

Wzory (272) oraz (273) pochodza prosto z (251).

PrzejdZzmy do (274). Rozpatrzmy arcsin(y) jako funkcje odwrotna funkeji sin(x). Niech y = sin(z),
dla z € [-F, §]. Wowczas

(arcsin(y)) = — =

poniewaz cos(z) = y/1 — sin’(z) dla kazdego = € -3, 5].
Analogicznie traktujemy (275). Rozpatrzmy arccos(y) jako funkcje odwrotna funkeji cos(x). Niech
y = cos(x), dla z € [0, 7]. Wéwczas
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(arccos(y)) = —— =

V-2’
poniewaz sin(x) = /1 — cos?(z) dla kazdego x € [0, 7].

W przypadku funkcji arctg, niech y = tg(z), dla x €] — 7, T[. Wowczas

(arctg(y) = s =
1 R
1+tg2(z)
1

1+y2’

t.j. (276). Analogicznie, jesli y = arctg(x), dla z €]0, «], to

(arcctg(y))’

—1 — ctg?(x)
-1
1+y2’

t.j. (277). PrzejdZzmy do ostatniego wzoru (278) i zaobserwujmy, ze

r+V1+22>0, VreR. (283)
Wobec tego, In(x + V1 + 22) jest wszedzie dobrze zdefiniowany. Wéwezas,

1 x
In(z ++v1+22) = — — <1+ ):
( ) T+ V1+22 V1422

B 1 x+\/1+x2_
r+V1+22 V1422
1

V1422’

tak, jak chcielismy.

8.2 Twierdzenie Weierstrassa
Pamigtajmy, ze podciagiem ciagu {x,} jest nieskoiczony podzbior {z,, }ren zbioru {x, }nen.

Stwierdzenie 8.1 (e Zadanie egzaminacyjne nr. 4). Kazdy cigg {xn tnen liczb rzeczywistych ma
podciqg {xn, }ren monotoniczny.

Dowdd. Nazwijmy element x,, wierzcholkiem wtedy i tylko wtedy, gdy

Ty > Ty, VM >n. (284)
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Mamy dwie mozliwosci: albo istnieje nieskoniczenie wiele wierzchotkéw
Tpy = Ty = Tpg = - (285)
i juz mamy upragniony monotoniczny podciag (patrz rysunek),

A

albo istnieje tylko skonczenie wiele wierzchotkéw. W tym drugim przypadku, niech z,, oznacza
ostatni wierzcholek. To znaczy, ze x,,+1 nie jest wierzcholkiem (jesli wcale nie ma wierzchotkéw, to
mozna wzia¢ ng = 0), w zwiazku z tym musi istnieé¢ jakis z,,, dla ny > ng + 1, taki, ze, x,, > Tpy+1-
Ale z,,, tez nie moze by¢ wierzchotkiem, w zwiazku z tym musi istnie¢ jaki$ x,,, dla ng > ng, taki, ze,
T, > Tn,. Tak robiac, stworzymy rosnacy podciag (patrze rysunek)

Tpy < Tpy < Tpg < one (286)

Y

N

O

Twierdzenie 8.6 (Weierstrassa, e Zadanie egzaminacyjne nr. 5). Jesli f : [a,b] — R jest funkcjq
ciggla, to istniejg m, M € [a,b], takie, ze

f(m) =inf f([a,b]), f(M) = sup f([a,b]). (287)

Twierdzenie Weierstrassa mowi, ze kazda funkcja ciagta w domknietym przedziale przybiera naj-
wieksza i najmniejsza wartosé. Widaé, ze funkcja % nie posiada ani najwickszej ani najmniejszej
wartodci, dokladnie dla tego, ze nie jest ciagla, n.p., w [—1,1].

Dowdd. Szukajmy tyko M: drugi przypadek jest analogiczny.
Dowdd sklada sie z dwéch czesci: najpierw udowodnijmy, ze f([a,b]) jest ograniczony z gory a
potem znajdziemy element M € [a,b] taki, ze f(M) jest kresem gérnym zbioru f([a, b]).
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Ku sprzecznosci, zalézmy, ze sup f([a,b]) = +oo. Z tego wynika, ze, dla kazdego n € N istnieje
T, € [a,b] taki, ze, f(x,) > n. Dzieki Stwierdzeniu 8.1 mozna konstruowa¢ monotoniczny podciag
{zp} w [a,b]. (Uzywajmy ten sam symbol.) Bedac monotoniczny i ograniczony (taki ma by¢, lezacy w
[a, b]), posiada on granice

lim z,, = . (288)
n—oo
7 ciagtosci funkcji f wynika, ze
Jim f(z,) = f(2o) - (289)

Pamietajmy, ze z,, zostal wybrany w taki sposéb, zebySmy mieli f(x,) > n. Ale ciag 1,2,3,...,n,n+
1,... dazy do +oo, co pociaga, ze ciag { f(zy)} tez dazy do +oo. To sprzeczno$é, poniewaz f(xq) jest
skonczona liczba.

Czyli wiemy, ze istnieje u € R takie, ze

p = sup f([a,b]). (290)

Z definicji kresu gérnego, dla kazdego n € N istnieje f(x,) > u— % Z konstrukcji, ciag {f(z,)} dazy
do p. Jak wezedniej, z ciagu {z,} mozna wyciagna¢ monotoniczny podciag (oznaczony przez ten sam
symbol). Bedac monotoniczny i ograniczony, {z,} dazy do jakiego$ M € [a,b]. Z ciaglosci funkcji f
wynika, ze

= nlggof(xn) = f(M), (291)

tak, jak chcielismy. ]

f(M),

f(m)

8.3 Twierdzenie Lagrange’a

Twierdzenie 8.7 (Rolle’a ee Zadanie egzaminacyjne nr. 6). Zaldimy, zZe funkcja f : [a,b] — R
jest ciggla na [a,b] i rézniczkowalna w kazdym punkcie x €|a,b]. Jesli f(a) = f(b), to istnieje taki
punkt ¢ €a,b[, ze f'(c) = 0.

Pomys$lmy o samolocie, ktory odlatuje z jednego lotniska i dolatuje do innego lotniska, lezacego
na tej samej wysokosci jak pierwszy. Wéwczas musi istnie¢ przynajmniej jedna chwila, kiedy samolot
jest dokladnie poziomy (ufam, ze wiecej niz jedna chwilal).
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Dowdd. Jedli f jest stala, to w kazdym punkcie ¢ pochodna funkcji f zeruje sie.
Jedli f nie jest stala, to mamy m, M takie, ze

f(m) = inf f([a, b]) < sup f([a,b]) = f(M). (292)

Punkty m i M nie moga by¢ obydwa na brzegu, tzn. w {a, b}. Istotnie, nasze zalozenie f(a) = f(b)
pociagaloby f(m) = f(M): sprzecznos¢.

Wéwezas, jeden z tych, n.p., M jest w |a, b]. Dla dostatecznie malego €, punkt M + t jeszcze lezy
w Ja, b, dla kazdego t takiego, ze |t| < €. Skoro f(M) jest kresem gérnym, zachodzi, ze

FOM) > f(M +1), Vttz |t| <e. (293)

Innymi stowy,

f(M+t)—f(M) <0, Vttz |t|<e. (294)
W szczegoblnosei, dla dodatnich ¢ mamy

f(M +1t) — f(M)

<0 (295)

a dla ujemnych ¢,

>0. (296)

7, pierwszej nieréwnosci wynika

lim <0 (297)
t—0+ t
a z drugiej
M — f(M
li LMD =S (298)

t—0—

Ale f jest rézniczkowalna w M, w zwiazku z tym

) = tig DS _ g
t—0+ t t—0—

=0. (299)

O

Whniosek 8.1 (Lagrange’a e Zadanie egzaminacyjne nr. 7). Zalézmy, ze f : [a,b] — R jest
rézniczkowalna. Wéwczas istnieje £ €)a, b| taki, ze

£l = o= (300)
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Innymi stowy, prosta styczna w punkcie (£, f(&)) jest réwnolegla do prostej przechodzacej przez

(a, (b)) 1 (b, f (D).

f'(Eﬂ:M ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

a,.." f(®)

Dowdd. Prosta przechodzaca przez (a, f(a)) i (b, f(b)) ma réwnanie

y = fla) + W(x —a). (301)
Wobec tego funkcja
(@)= f(a) + POy pay (302

odpowiada ,,pionowej odlegtoéci” miedzy ta prosta i wykresem funkcji f. Jako taka, d zeruje sie w a i
w b. Z twierdzenia 8.7 wynika, ze istnieje £ €|a, b[ taki, ze

f(b) = f(a)

2 e =, (305)

d'(§) =
tak, jak chcieliSmy. O

8.4 Reguly de I’'Hospitala

Twierdzenie 8.8 (Regula de 'Hospitala (I) e Zadanie egzaminacyjne nr. 8). Zalozmy, ze f, g :
R — R sq rozniczkowalne w xg, a ponadto

lim f(z) =0, limg(x)=0, g¢'(x9)#0. (304)
T—T0 Tr—xTQ
Wowczas istnieje granica
lim %) (305)
v=wo g()
1 wynost dokladnie
f@o) (306)
g' (o)

Ponizszy dow6d stanowi ,,uproszczona wersja” kompletnego dowodu: zakladamy tu, ze f(xg) =0
oraz g(xp) = 0.

Dowod. Wystarczy zaobserwowac, ze

(
) — g(xo
_ f@) = flzo)  z—x0
r—1z0 g(z)— g(z0)
f'(x0)
—> g'(z0)

dla £ — xo.



Dowdéd ,,drugiej wersji” reguly de I’'Hospitala jest bardziej wymagajacy i tylko go naszkicujemy.

Twierdzenie 8.9 (Regula de I'Hospitala (II) ee Zadanie egzaminacyjne nr. 9). Zalézmy, Ze
fy9: R~ A{xo} = R sq rézniczkowalne w jakims otwartym podzbiorze U C R \ {xo}, a ponadto

lim f(z) = 400, lim g(x) =400, ¢'(x)#0, VreU. (307)
T—T0 T—T0
Wowczas granica
lim @ ) (308)
w0 g ()
istnieje 1 rowna sie granicy
/
lim L&) (309)
v=wo g' (2)
Szkic dowodu. Zawsze zakladamy, ze z, 2’ € U.
Rozpiszmy
’ 1— f(l"/)
flx) = @) f@) "~ F@
<= —. (310)
g(@) —g@)  glx)q - L)
Zalézmy, ze x < x'. Woéwcezas, dzigki wnioskowi 8.1, istnieja
¢ & €l (311)
takie, ze
f(z")
(@' —2)g (&) g'€)  glx)1- 22
WezZzmy granice dla x — zq:
/
! (5,) — tim L) (313)
g'()  amwg(x)
a potem granice dla 2’ — z¢:
/
TGt (CO (314)
oo g(z) | #omg(a)
tak, jak chcieli$my. O

8.5 ,,Patologiczny” przyktad rézniczkowalnosci
Niech .
f(z) == x?sin () (315)

x
bedzie funkcja f : R~ {0} — R. Skoro

|f ()] = 2

sin (i) ' <z, (316)

a 2 — 0, rtéwniez mamy

lim f(x) =0. (317)

z—0

7 tego wynika, ze funkcja f : R — R, zdefiniowana przez wzor

2gin (L
o= { Dt 20 o

jest ciagla w zerze. Aby obliczy¢ pochodng w punkcie 0 nalezy rozwazy¢ iloraz

fO+8)—f0) _f@#) _, . (1
r == —tsm<t>,

(319)
co jeszcze raz dazy do 0, dla t — 0. To raczej oczywiste.
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Sflx+i)

Powyzszy rysunek pokazuje, ze nachylenie siecznej przechodzacej przez 0 i punkt (¢, f(¢)) jest im
mniejsze, tym t jest blizszy do 0. Wedtug definicji, funkcja f jest rézniczkowalna w zerze.

Obliczmy teraz pochodna f’(x), dla x # 0. Mniej oczywiste, ze f'(z) nie dazy do zera. O tym
mozna sie przekonaé i graficznie i przez obliczenia. Druga droga, widaé, ze

F(z) = 20sin <i> ~ cos <i> (320)

ciagle oscyluje, jak x dazy do zera, wobec tego, nie posiada granicy, patrz ponizej:

Ale warto przygladaé sie sytuacji z punktu widzenia geometrii: powodem takiego zachowywania
sie pochodnej jest fakt, ze pochodna nie mierzy bezwzglednej zmiany wartosci funkcji (tzn.
f(x+1t) — f(x)) ale wzgledna zmiane wartosci funkcji, tzn. f(z + t) — f(x) przez t. Innymi stowy,
jesli nawet oscylacje funkcji f sa co raz mniejsze, zmiany nachylenia sg zawsze te same. Takie zjawisko
zachodzi dzieki ,nieskonczonej elastycznosci” osi liczb rzeczywistych: sytuacja, co powstaje w skali,
powiedzmy, od 0 do 1, ma ta sama postaé, jaka sytuacji w skali od 1 do %. Ale pochodna nie czuje
zmiany skali, poniewaz pojecie nachylenia prostej stycznej nie zalezy od skali. Patrz ponizszy rysunek:

Nastepujace twierdzenie (bez dowodu) bedzie uzyteczne aby sprawdzaé rézniczkowalnosé.
Twierdzenie 8.10. Niech f bedzie funkcjg ciggle w xg i rézniczkowalng w kazdym punkcie x # xq.
Wowczas, jesli istnieje granica

lim f'(z) (321)

T—T0
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to f jest rézniczkowalna réwniez w xo. Ponadto,

f(xo) = lim f'(x). (322)

T—T0

Studenci powinni pamietaé, ze powyzsze twierdzenie jest uzyteczne, tylko jesli granica pochodnej
istnieje. Nasz ,patologiczny przyklad” stanowi wyjatek. W takiej sytuacji, rézniczkowalno$¢ mozna
sprawdzi¢ tylko ,recznie”, t.j., obliczajac pochodna w xg z definicji.

9 Tydzien IX: 26. i 29.listopada 2024

9.1 Pochodne wyzszego rzedu
9.1.1 Eksperyment: dokonczenie trasy kolejowej

Zalézmy, ze mamy dokonczy¢ trase kolejows ponizszej postaci:

Stwierdze, ze, jesli wybieramy jako ksztalt jedna czwarta okregu, to pociag wykolei sig, nawet jesli
dodajemy odpowiednig przechytke toru. Istotnie, aby przeciwdziataé sile odsrodkowej, nalezy zgiaé tor.
Ale nie mozna wprowadzi¢ od razu calej przechylki: nalezy zrobi¢ to stopniowo: ale w miedzyczasie
pociag wykolei sie!

Warto podkresli¢, ze powodem wykolejenia nie jest sila odsrodkowa ale raczej jej gwaltowna
zmiana. Innymi stowy, obecnos¢ jakiej$ niecigglosci w pierwszej pochodne;j.

Przyktad ten prowadzi nas do pojecia ,ciagtosci wyzszego rzedu”: jesli nawet nowy kawatek toru
zostal ladnie przyspawany (t.j., nie ma zadnej widocznej nieciaglosci), pociag wykolei sig, jakby byla
jakas ,dziura” gdziekolwiek. Ale, aby widzie¢ taka dziure, nalezy przejsé do drugiej pochodnej.
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f( ) 1.5~
/10 Tu nie ma zadnego skoku ani rogu

0.5+

-05L1

-2.0-

Powyzszy rysunek pokazuje ksztalt spawanej trasy, jako wykres odpowiedniej funkeji (przedsta-
wionej w niebieskim kolorze), mianowicie

T+ 2 dla z<-1
flz)=¢ v2—22 dla —-1<z<1 (323)
—x+2 dla z>1

Widaé, ze, w punktach spawania (jeden zaznaczony przez niebieskie kéteczko), wykres nie robi
zadnego skoku i nie tworzy zadnego rogu. Fakt, ze nie robi zadnego skoku, odpowiada faktowi, ze f
jest cigga. Fakt, ze nie tworzy zadnego rogu, odpowiada faktowi, ze jej pochodna f’

1 dla z<-1
flay={ —t= da -1<z<1 (324)
-1 dla x>1

jest ciaga. Istotnie, wykres f’ mozna rysowac bez odrywana reki (patrz z6lty wykres).

9.1.2 Funkcje klasy C!

Definicja 9.1. Funkcja ciggla f : P — R na przedziale P jest klasy C' jesli f jest rézniczkowalna
na P i f' jest ciggta w P.

Funkcja jest klasy C! <= jej pochodna istnieje i jest ciggla.

Definicja 9.2. Zbior wszystkich funkcji klasy C' na P oznaczamy symbolem C'(P).

Napis
feci(p)

czytamy ,niech f bedzie funkcja klasy C! na P”.

Przyklad 9.1. ,Patologiczna” funkcja f (318) z powyzszego rozdzialu pokazuje, ze funkcja réznicz-
kowalna nie musi byé klasy C'. Funkcja (323) jest przykladem funkcji klasy C*.
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9.1.3 Pochodna pochodnej, czyli druga pochodna

W odniesieniu do funkcji (323), skoro f’(x) jest ciagla, mozna prébowaé obliczyé pochodna funkcji
f'(z) w pewnym punkcie xg. Oczywiscie, z stalosci f’ az do argumentu xg = —1, wynika, ze
!/ t !
lim (zo + 35 f'(@o)

t—0—

=0,

tj. prosta styczna do wykresu f jest pozioma od —oo to —1.
Z drugiej strony, nachylenie prostej przechodzacej przez punkty (—1,1) i (z,

—=—1 V222
z—(=1) (z4+1)V2 —a?

22 — (2 —2?) B
(z+DV2—22(x — V2 —22)
|
*2@ F1)(avV2 — 22 — (2 —a2))

rz—1

V2 — 22 — 2+ 22’

co dazy do —2 dla x — —17T, tj. prosty sieczny do wykresu f w punkcie xg = —1 nie daza do prostej
poziomej — funkcja [’ nie jest wtedy rézniczkowalna w xg = —1. W przeciwnym razie, mozemy podaé
nastepujaca definicje.

T

V2—22

) wynosi

=2

Definicja 9.3. Druga pochodna funkcji f(x) w punkcie xq jest pochodna funkcji f'(x) w punkcie xg
(jesli ona istnieje). Oznaczamy jg

1" (z0). (325)

Jesli f"(x) istnieje dla kazdego x z dziedziny definicji f, to mamy funkcje drugiej pochodnej, ozna-
czonej przez ten samy symbol f"(x).

Czytelnik musi sam zdecydowadé, czy f”(z) oznacza funkcje czy jej wartosé¢ w punkcje .

9.1.4 Wyzsze pochodne i funkcje klasy C”

Jeszcze raz, istnienie drugiej pochodnej w kazdym punkcie nie gwarantuje, ze funkcja druga pochodna
jest ciagla. Nasz przykltad trasy kolejowej stanowi wyjatek: skok zrobiony przez funkcja druga po-
chodna (w zielonym kolorze) odpowiada tej gwaltownej sile, co wypycha pociag poza tory. Innymi
stowy, f jest funkcja klasy C! ale nie klasy C2.

Definicja 9.4. Oznaczywszy ) pierwsza pochodna f' funkeji f : P — R, pochodng n—tego stopnia
(lub po prostu n—ta pochodna) funkcji f (jesli istnieje) jest funkcja dana wzorem rekurencyjnym

FOHD = (fMY | ¥neN.

Definicja 9.5. Funkcja ciggla f : P — R na przedziale P jest klasy C™ na P jesli f jest rozniczkowalna
na P, f' jest ciggla i réiniczkowalna na P, f" jest ciggla i rézniczkowalna na P, .., f"V jest ciggla
i réiniczkowalna na P i ) jest ciggla na P.

Innymi stowy, funkcja klasy C™ jest funkcja, ktéra posiada wszystkie pochodne az do n—tego rzedu
a ponad to, wszystkie sa ciggte.

Nawet gotym okiem, widaé, ze ksztalt po prawej stronie jest gtadszy niz ten po lewej stronie: nawet
jesli zaden nie tworzy zadnego rogu, jeden jest , bardziej gtadki” niz drugi. Dokladniej, jeden jest klasy
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C? a drugi tylko klasy C'. Naukowe badania pokazatly, ze ludzkie oko nie umie zauwazy¢ réznicy miedzy
klasa C? a wyzszymi. Taka uwaga ma powazne zastosowanie w designu, n.p., samochodéw: bardziej
przyjemna ludzkiemu oku (a nie tylko bardziej aerodynamiczna) sylwetka ma wyzsza klase, ale jej
konstrukcja jest zaréwno bardziej wymagajaca z punktu widzenia techniki.

iy San CEEr

sylwetka klasy CO sylwetka klasy C! sylwetka klasy C2

9.1.5 Funkcje gtadkie, czyli klasy C*

Wedtug filozofii naturalnej, gwaltowne zjawiska nie istniejg: nawet wybuch bomby atomowej jest
bardzo delikatnym procesem—to nasz problem, ze czas naszego ukladu odniesienia mija wielokrotnie
wolniej niz czas wszech§wiata subatomowego. Skoro zjawiska sa opisane przez funkcje i ich pochodne,
taka zasada odpowiada faktowi, ze wszystkie funkcje opisujace naturalne zjawiska posiadaja
ciagle pochodne dowolnie wysokiego rzedu: mamy do czyniena z funkcjami klasy C*°, lub funk-
cjami gladkimi. (Funkcja klasy C° jest funkcja ciagla ale niekonieczne rézniczkowalng.)

Istotnie, najbardziej ,,popularne” funkcje, n.p.,

ap+axz+---+apz”, €, In(x), sin(z), arctg(z), (326)

i.t.d., sa gladkie. Student moze—stosunkowo bezpiecznie—przypuscié, ze zawsze mamy do czynienia
z funkcjami gladkimi, t.j., ze mozna wzial bez stresu pochodne dowolnie wysokiego rzedu. Takie
pochodne graja kluczowa role, kiedy prébujemy przyblizaé jaka$ ,dziwna funkcje” (n.p., arctg(z))
przez ,bardziej ludzkie funkcje” (mianowicie: wielomiany). Precyzja takiej metody jest oparta na
mozliwosci obliczenia pochodnych wyzszego rzedu.

9.2 Rozwiniecie szeregu Taylora
9.2.1 Gléwne Twierdzenie

Twierdzenie 9.1 (Taylora ee Zadanie egzaminacyjne nr. 10). Niech f: I — R, gdzie I =|a,b],
bedzie funkejq klasy C" Y, takq, Ze istnieje n—ta pochodna f : I — R. Niech xo,z € I i zdefiniujmy
wielomian w nieznanej t

n—1 f(k) (x())

P(t) := flao) + Y = (t = x0)*. (327)
k=1 '
Wowczas istnieje € € [xo, x| taki, Ze
(n)
fa) = P) + T g (325)

Twierdzenie 9.1 stanowi jeden z najglebszych osiagan matematyki teoretycznej i gra kluczowsa
role w zastosowaniach. Studenci powinni by¢ w stanie, aby go zastosowa¢ w réznych sytuacjach, a
réwniez pamietaé jakis szkic jego dowodu. Dowdd nie jest technicznie skomplikowany i jest oparty na
wielokrotnym zastosowaniu twierdzenia Lagrange’a.

Aby uprosci¢ trawienie takiego twierdzenia, student moze zakladaé, ze I = R,
a funkcja f jest gladka (to, co sie dzieje w wigkszosci przypadkéw): wéwezas
nie mamy ani a ani b, i twierdzenie zachodzi dla kazdego n.

Zanim zaczniemy dowdd, ustalmy n = 1. Wowczas
P(t) = f(xo), (329)

t.z. staly wielomian w t. W zwiazku z tym, (328) staje si¢
f(z) = fl@o) + f(€)(z — o), (330)
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t.j.,
f(@) — flzo
)= Jo) _ ey (331)
Tr — X
dla pewnego £ € [zg, z|. Innymi stowy, Twierdzenie Taylora zmniejsza sie do Twierdzenia Lagrange’a.
Mozna wtedy rozpatrywaé¢ Twierdzenie Taylora jako Twierdzenie Lagrange’a ,wyzszego rzedu”.

Dowdd Twierdzenia 9.1. Jesli x = xq, (328) staje sie f(z9) = f(x0) 1 nic nie nalezy udowodni¢. Niech
wiec x # x¢ (zalézmy nawet x > x¢) i zdefiniujmy liczbe

f(@) = P(z)

M = ( —z0)"

(332)

Aby udowodnié (328), bedziemy musieli pokazaé, ze

% el : M=1@=P@_f (n),(g) . (333)

(x — )™ n

M1t TO NASZ CEL TERAZ 111

Czytelnikowi bedzie dobrze poréwnaé wzér (331) ze wzorem (333). Zamiast statej f(xp) mamy
wielomian (n — 1)—ego rzedu P(x); zamiast pierwszej pochodnej funkcji f w punkcie £ mamy
n—ta pochodng funkcji f w punkcie & przez n!; nie podzielimy przez x — xg, ale podzielimy przez
(x — xo)™.

Mimo takich réznic, podejscie jest to samo.

Rozpiszmy (333) jako n!M = f((€), czyli

3 € [zo,2] : fONE) —nM=0, (334)
11 TO NASZ CEL TERAZ 111

i zaobserwujmy, ze liczba n!M mozemy traktowaé jako n—ta pochodng funkcji M (t —x¢)" (wzgledem

t):

(M(t —20)") = nM(t—xo)" !,
(M(t—z0)")" = n(n—1)M(t —w)"?,
(M(t —z0)™)" = n(n—1)(n—2)M(t—x0)" 3,
(M(t—a0))® = i

W Swietle tego, mozemy dalej przeformutowaé nasz cel (334):

3 € [xo,x] : (F(t) — M(t —20)™)™ zeruje sie dla t = €. (335)
1 TO NASZ CEL TERAZ 111

Niestety, to nie koniec tego szeregu przeformulowan (za chwile czytelnik zrozumie dlaczego je
wykonaliSmy): skoro (327) jest wielomianem (n — 1)—ego rzedu, jego n—ta pochodna wynosi 0, w
zwiazku z czym nie przeszkadza wzorowi (335) dodawanie mu P (1), tj.

3¢ € [zo,2] : (f(t) — P(t) — M(t — z)™)™ zeruje sie dla t = £. (336)

11+ TO NASZ CEL TERAZ 111
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W tym ostatnim przeformutowaniu (336) tezy (328) naszego Twierdzenia 9.1 pojawi sie funkcja
pomocnicza ¢(t) dana wzorem

g(t) == f(t) = P(t) = M(t — xo)" . (337)

Zmaczy to, ze, aby skonczy¢ dowdd naszego Twierdzenia, trzeba:

znalezé £ € [xg, x| takie, ze n—ta pochodna funkcji g(¢) zeruje sie dla ¢ = €.

Zaczyna sie¢ tu zabawniejsza cze$¢ dowodu.
Wstepnie, zaobserwujmy, ze wszystkie pochodne g(*)(¢) funkcji g(¢), dla k = 0,1,..., (n—1), zeruja
sie w t = xo:
g(zo) = f(zo) — P(zo) = f(xo) — f(x0) =0,
g'(z0) = f'(z0) = P'(w0) = f'(w0) — f'(z0) =0,

" V(o) = O D(wg) — POV (2g) = fP D (wg) — fP D (wg) = 0.

Skoro funkcja ¢(t) zeruje sie dla t = x, czyli g(z) = f(x) — P(x) — M(z — z9)" = 0 (z definicji (332)
liczby M), na mocy Twierdzenia Lagrange’a, istnieje & € [xo, z] takie, ze

g'(&)=0. (338)
Skoro ¢'(xo) = 0, jeszcze raz na mocy Twierdzenia Lagrange’a, istnieje & € [x0, & ] takie, ze
9"(&) =0. (339)

Tak robige, otrzymamy &, € [z, &,_1] taki, ze (™ (&,) = 0. Patrz rysunek:

Xo x
dziedzina funkcji f(x)
a b

Takie &, jest liczba &, czego potrzebowalismy. O

9.2.2 Pojecie reszty/poprawki

Wnhiosek 9.1 (Wzér Taylora lub MacLaurin’a z reszta postaci Peano lub Lagrange’a). Niech f: 1 —
R, gdzie I =]a,b[> xo, bedzie funkcjq klasy C*~', takq, ze istnieje n—ta pochodna f (xq) w punkcie
xo. Wowczas, dla kazdego x € 1

= i S (x —20)F + r(x), (340)
k=0
gdzie
lim 77"(1‘)
a—xo (x — )"

=0. (341)
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Ponadto, jesli f jest klasy C™ i istnieje (n + 1)—wsza pochodna FOtD 1o

FE)

CED A o

r(x) =

dla pewnego & miedzy xo a x (nie wazne ktore najwieksze).

Uwaga o terminologii: ogblny wzoér (340) nazywa sie wzdr Taylora; w przypadku, gdzie xg = 0,
mamy wzor MacLaurin’a; ,blad” r(z), ktéry pojawi sie w (340) nazywa si¢ resztg postaci Peano;
jesli reszta r(x) jest rozwiklana wzorem (342), to mamy do czyniena z reszta postaci Lagrange’a.

Zauwazmy, ze (342) implikuje (341) ale nie z powrotem: aby znalezé £, funkcja f musi by¢ ,, gladsza”.
Jakkolwiek, wzor (341) méwi, ze ,blad” r(x) dazy do 0 szybszej niz (x —x¢)". Innymi stowy, wielomian
P(x) jest dobrym przyblizeniem funkcji f(x) o ile tylko x — ¢ jest mniejsze od 1. Istotnie, jesli x — xg
jest mniejsze od 1, jego potegi (x — z)" szybko maleja.

9.2.3 Zastosowanie: przyblizenie numeryczne liczby 7w

Aby zilustrowaé¢ takie zjawisko, sprébujmy obliczyé jakie$ numeryczne przyblizenie naszej ulubionej

liczby niewymiernej: 7. Skoro
T

4 )
mozna ustali¢ f(x) := arctg(x). Skoro arctg(z) jest klasy C*°, mozna wybraé¢ dowolny n, n.p., n = 30.
To mamy

arctg(1l) = (343)

1.3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

T = _—— —_—— — —_— R — R — —_— - P
B =T T T Ty T T 13 15 17 19 ' 21 23 " 25 27 29 '\
gdzie
. 7(x)

Woéwczas, 4 razy powyzszy wielomian dwudziestodziewiatego rzedu, ewaluowanego w 1, stanowi ,,pew-

nie” przyblizenie liczby

116752370597
= 3.2081 4
145568097675 3-20819, (345)

co odpowiada btedowi
r(1) = —0.066593 . (346)

Istotnie, we wzorze (342) réznica x — zp wynosi 1, wobec tego nie ma zadnego skutku i jedyna rzecz,
ktora moglaby spowodowaé malenie r(z) jest fakt, ze podzielimy przez n!.
W 1706 roku, angielski matematyk John Machin otrzymal znacznie lepsze przyblizenie, korzystajac

1 1
=1 tg| - ) —4arctg [ —= | . 4
m = 16 arctg <5) arctg (239> (347)

zZe€e wzoru

Ustalmy n = 10. Wobec tego

W:m((;)_(é?} NG I M(%))
_4<(2:1’;9)_(231??) +(2;>59) _(23’?) _|_(2£1’,§)) +T(2é9))

_ 327853873402258685803048818236 16 (1) — dr (o)
~104359128170408663038552734375 5 239/ °

i okazuje sie, ze

327853873402258685803048818236

104359128170408663038552734375
16r (1) —4r (555) = —2.88146-107°.

= 3.141592682,
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Widaé, ze jakos¢ przyblizenia jest ok. o szesé¢ rzedéw wielkodci wyzsza niz wezeéniej, nawet jesli skorzy-
staliémy z wielomianu dziesiatego rzedu a nie trzydziestego. Istotnie, we wzorze (342) réznica = — xg
wynosi % lub 2%9’ co spowoduje szybkie dazenie do zero.

Morat tej historii: wzor Taylora ma jakas uzytecznosé jako narzedzie przyblizenia funkcji tylko jesli
punkt odniesienia x( i punkt gdzie ewaluujemy funkcje x, s bardzo bliskie.

Stwierdzenie 9.1. Zachodzi wzor (347)
Dowdéd. Zaczynamy od wzoru na tangens podwdéjnego kata:

sin(a+8)
cos(a+ B)
sin(a) cos(B) + sin(3) cos(a) _
cos(a) cos(B) — sin(«) sin()

sin(a) cos(B)+sin(B) cos(a)
cos(a) cos(B)

- cos(a) cos(B)—sin(a) sin(A3) -
cos(a) cos(B)
tg(a) + tg(B)
= 348
T~ ta(a) ta(7) 1

a nastepnie ustalmy o = arctg(u) oraz 8 = arctgv: biorac arctg obydwdch stron (348), otrzymuje sie

tg(a+ B) =

arctg(u) + arctg(v) = arctg < utv > , (349)
1—wuv
skad od razu wynika
2u
2arct = arct 350
arctg(u) arcg(l_u2> , (350)
oraz, wykorzystujac nieparzystosé¢ arctg,
tg(u) — arctg(v) = arctg | —— (351)
arctg(u) — arctg(v) = arc :
g g g 1+ ww

Dwukrotnie zastosowanie (350) daje nam

2
4arctg(u) = Qarctg (1 _uu2) = arctg ﬁ = arctg <1—}—u4—6u2 (352)

Dla u = 1, wzér (352) pozwala nam udowodnié¢, ze

411 — (1))
4arctg(}) = arctg (1 +5 (5) é)2> =

4-24
5-25

625+1-6-25
625

(
(
(
(




Wzér (351) dla u = 23 oraz v = 135 doprowadzi do konkluzji:

4 arctg (1> — arctg <1> = arctg (12()) arctg < 1 ) =
5 239) 19) 239)

120 1
— arctg ( 119 1202319 ) _
119 239
120- 239 119
et T | -
119 239
B 120 - 239 — 119
= arctg <119 239 + 120>
B 119 - 239 + 239 — 119
- g( 119 - 239 + 120 >
119 - 239 + 120 7
= arctg (119 239 + 120> = arctg(l) = 7.

9.3 Wyznaczenie ekstremoéow funkcji

W dowodzie Twierdzenia Rolle’a 8.7 pokazano, ze w punkcje najwiekszej/najmniejszej wartosci funkcji
funkcji f, pochodna f’ zeruje sie.

Definicja 9.6. Punkt xog € U dziedziny funkcji rézniczkowalnej f : U — R nazywa sie¢ krytycznym,
wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x¢) = 0.

Dlaczego ,krytyczny”a nie ,maksimum/minimum?”?

Definicja 9.7. Punkt Punkt zo € U dziedziny funkcji f : U — R nazywa sie ekstremum, wtedy @
tylko wtedy, gdy w xy funkcja f przybiera najwickszq/najmniejszq wartosé.

Trzeba wtedy pamietaé, ze:

xo ekstremum funkcji rézniczkowalnej f = =z punkt krytyczny f,

xo punkt krytyczny funkcji rézniczkowalnej f #= g ekstremum f .

Uwaga ta pokazuje koniecznos¢ Twierdzenia, ktére nam moéwi, kiedy punkt krytyczny jest ekstre-
mum (i ewentualnie jakim). Oczywiscie, jesli wszystkie punkty sa krytyczne, to funkcja jest
stala, tj. wszystkie punkty sg ekstremami.

Twierdzenie 9.2 (e Zadanie egzaminacyjne nr. 11). Niech f bedzie ciggla i rézniczkowalna w
U C R. Wéwczas

f'(z)=0& f stalaw U . (353)
Dowdd. Udowodnijmy implikacje <.
Niech z € U. Skoro f jest stala,
fla) = i BT =@ 0y (354)
t—0 t t—0t

Udowodnijmy implikacje =-.
Niech a,b € U, a # b. Na mocy Twierdzenia Lagrange’a,

f(b) = f(a)

= f 355

)21 _ ) (35)
dla pewnego = € [a,b]. Ale f'(z) =01b—a # 0, co pociaga f(b) — f(a) =0, t.j., f(b) = f(a). Z tego
wynika, ze f jest stala w U. 0
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Zanim przejdziemy do gtéwnego Twierdzenia, warto rozrézniaé kilka rodzajéw ekstremow.

Jesli w argumencie z( funkcja f przybiera najwieksza/najmniejsza wartosé, to
moéwimy, ze xg jest punktem maksimum/minimum, podczas gdy f(zg) jest
najwieksza/najmniejsza warto$cia. Z reguly omijamy stowo ,,punkt”i méwimy
tylko maksimum/minimum. Trzeba jednak na to zwraca¢ uwage w sprawdzia-
nach pisemnych, poniewaz czasami student jest proszone i o punkt i o
wartos¢.

Definicja 9.8. Niech f : U — R bedzie funkcjq i xg € U:

xg jest maksimum globalnym Loty

flzo) > f(z) YxeU,
flxo) < f(z) Vo eU,
VU : Vozyg A [f(zo) > f(x) VzeV],

WV cCU : Vaaxg A [f(zo) < f(x) VreV].

xo jest minimum globalnym Loty

xg jest maksimum lokalnym Loty

. .. def,
xg jest minimum lokalnym <=

Ponadto, we wszystkich powyzszych przypadkach, jesli nieréwnosci sq Sciste, to dodajemy przy-
miotnik ,,wtasciwe” — inaczej mozna (ale nie trzeba) dodaé przymiotnik ,niewlasciwe”

Twierdzenie 9.3 (¢ Zadanie egzaminacyjne nr. 12). Niech f bedzie klasy C*~' w U C R i
zaldzmy, ze istnieje f(2F) (x0). Wowczas, jesli

fl(wo) = f"(w0) = f"(wo) = -+ = fP" Dwo) =0,  fPM(x0) #0, (356)
to f ma w xg ekstremum lokalne wilasciwe. Dokiadniej,

F2R) (xo) >0 = f ma minimum lokalne wiasciwe,

f(%) (z9) <0 = f ma maksimum lokalne wlasciwe,

Dowéd. Udowodnijmy tylko przypadek fZ*)(zq) > 0.
Rozpiszmy wzoér Taylora

2k (i) ( .
f@)zf@my+§:f£°%x—xwl+r@% (357)
=1
biorac pod uwaga (356): o0
) = fan) = LG @ = o0 ). (35%)

Wyciagnijmy (z — x0)?* przed nawias:

Fa) ol
F@) ~ £(a0) = (z 20 (f T+ _(x()))%) S @@, (359)

gdzie o
_ PP (a0) r(z)
o) = (2k)!0 + (@ —x)2k "

(360)

Gdyby a(z) byla liczba dodatnia, to juz koniec. Istotnie, wykres funkcji (z — x0)?* jest (bardzo
splaszczona) parabola o osi xg. Jako tako, ma ona minimum lokalne w xy. To samo zachodzi dla
a(z)(x —x0)?*. Pozostato wtedy do udowodnienia, ze o (z), w pewnym otoczeniu punktu zg, przebiera
dodatnie wartosci. 0

To wynika z wlasnosci reszty (341). Istotnie, skoro ! (Qk()fo) jest dodatnia liczba (nie zalezy od z),
mozna ustali¢

IR YARIED)

€=

2 (2k)! (361)

89



Wéwezas istnieje § > 0 takie, ze
r(z)

(x — x0)%F
o ile tylko |x — x| < §. W zwiazku z tym, na przedziale P :=]zg — d, xo + d[ zachodzi

r(x) r(z)

(x — @) (x —m0)?*

<e (362)

alz) = 2e+ >ar)—e=e+ >0. (363)

Innymi stowy, a(z) jest dodatnia w P. Z tego wynika, ze f(x) — f(20) = a(z)(x — 0)?* przebiera w
xo jej najmniejszg warto$é¢ catego przedziatu P. O
Dowdéd nastepujacego twierdzenia jest analogiczny i go omijamy.
Twierdzenie 9.4. Niech f bedzie klasy C** w U C R i zaldzmy, ze istnieje fF+D (z0). Wowezas,
jesli
fl(wo) = f"(w0) = f"(wo) = -+ = [P (w0) =0, [P (x0) #£0, (364)

to f mie ma w xg Zadnego ekstremum lokalnego wilasciwego.

10 Tydzien X: 3. i 6. grudnia 2024

10.1 Narzedzia do badania przebiegu funkcji

Dzieki wzorowi Taylor’a mozemy nareszcie badaé przebieg funkcji f od pewnej dziedziny do R. Takie
badanie sktada sie z ponizszych czesci:

1. Okreslenie dziedziny D takiej, ze f: D — R.

2. Sprawdzenie, czy funkcja jest parzysta, nieparzysta lub okresowa.

3. Sprawdzenie cigglosci funkcji i ewentualnie wyznaczenie punktéw niecigglodci.
4. Wyznaczenie asymptot wykresu tej funkcji.

5. Wyznaczenie punktéw ekstremalnych.

6. Wyznaczenie punktéw przegiecia.

7. Naszkicowanie wykresu.

Punkty 1, 2, 31 7 sa lub oczywiste lub juz zostaly oméwione.
Przedyskutujemy teraz pojecia ekstreméw, punktéw przegiecia oraz asymptoty.

10.1.1 Twierdzenia o wypuklosci i wklestosci

Omoéwmy tylko o wypuklodci: wklestoéé jest analogiczna.

Definicja 10.1. Funkcja f : P — R jest wypukla, jesli wykres f jest pod cieciwqg lgczgce dwa
dowolne punkty wykresu.

Zechcemy wyrazié¢ takie pojecie wypuklosci przez wlasnosci drugiej pochodne;j.
Dla kazdej pary punktéow a,b € P oznaczmy jako

f(b) = f(a)

Ma,b) := p—

(365)

nachylenie prostej przechodzacej przez (a, f(a)) i (b, f(b)).

Twierdzenie 10.1 (e e e Zadanie egzaminacyjne nr. 13). Funkcja f : P — R jest wypukla, wtedy
1 tylko wtedy, gdy
Aa,c) < Aa,b) < X,b), Va,byce P, a<c<b. (366)
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t
fb)fla
fo)fla) I

b-a ——

«— (-0 —>

Zanim wejdziemy w serce dowodu, warto przeformutowaé¢ Definicje 10.1 bardziej matematycznie.
Fakt, ze

f wypukla < f(ta+ (1 —1t)b) <tf(a)+ (1—1t)f(b) Vte]0,1],Va,be P,a<b, (367)
powinien by¢ oczywisty. Istotnie, krzywa:
] — R,
t — (ta+ (1—=1t)b,tf(a)+ (1 —1)f(b))
=t(a, f(a)) + (L —£)(b, f(b))
= (b, f(b)) +t(a—0, f(a) — f(b))

jest odcinkiem prostej laczacym (a, f(a)) i (b, f(b)). Warunek 367 méwi dokladniej, ze ten odcinek
jest nad wykresie funkcji f.

0,1

Uwaga 10.1. Srodkowa nieréwno$é w (366) otrzymujemy ,za darmo”od pozostajacych dwdch: jesli
Aa,b) > A(e,b), to tréjkat nie zamyka sie, poniewaz odcinki A(a,b) oraz A(c,b) rozbiegaja dla ro-
snacego b; jesli A(a,b) < A(a,c), to odcinek A(a,b) bedzie pod odcinkiem A(a,c) i wtedy pierwsza
wspolrzedna punktu przeciecia odcinkéow A(a,b) i A(c,b) (czyli: b) bedzie przed ¢, zaprzeczajac zalo-
zenia.

Dowdd Twierdzenia 10.1. Kazda liczba t € [0, 1] jest postaci

b—c
t= 368
=<, (368)
z czego wynika
1_t:1_b—c:b—a—(b—c):c—a‘ (369)

b—a b—a b—a
Rozpiszmy wtedy (367) taka wartoscia t:

flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 -1)f(b)

o) o
<(b—ca+ —a)b b I

& (b—a)f(c) < (b*C)f(a)+(C*a)f(b)
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Podstawiajac

b—c = b—a—(c—a),

c—a = b—a—(b—2c),
ostatnia nierownos¢ jest rownowazna, odpowiednio, nieréwnosciom

(b—a)f(c) (b—a)f(a) = (c—a)f(a) + (c—a)f(b),
(b—a)f(c) (b—c)f(a)+ (b—a)f(b) — (b—c)f(b).

Po raz kolejny, kazda powyzsza nieréwnos¢ mozna rozpisaé¢, odpowiednio,

(b—a)(f(c) = fla)) < (c—a)(f(b) - f(a)),
<

VANVAN

t.j., odpowiednio,

Q- @) _ 1) fl@)
c—a - b—a
f(e) — f(b) f(a) — f(b)
b—c b—a
t.j., w koncu,
Ma,¢) < A(a,b),
Aa,b) < Ae,b),

skad wynika (366), tak, jak chcieli$my.
Na odwrét, jesli zachodza (366), to, w szczegdlnodcei,

Ma,ta+ (1 —t)b) < Ma,b) < A(ta+ (1 —1t)b,b), (370)
czyli
flta+ (A —1)b) — fla) _ f(b) = f(a) _ f(b) — f(ta+ (1 —1)b)
Gat(—th)—a = b-a = b_(tat(d—0b (871)
tj.
flta+ @ —t)b) — f(a) _ f(b) — f(a) _ f(b) — f(ta+ (1 —t)b)
T-0b-a =~ b-a = th—a) | (872)
Przymnazajac nieréwnosci przez t(1 — t)(b — a), otrzymamy
t(f(ta+ (1 =1)b) — f(a)) < (1 =1)(f(b) — f(ta+ (1 —1)b)), (373)
skad wynika
—tf(a) < f(b) — fta+ (1 —1)b) —tf(b), (374)
czyli
flta+ (1 —1)b) <tf(a)+ f(b) —tf(b) = tf(a) + (1 —1)f(b), (375)
a wiec wypuklosé f w P, na mocy (367). O

Whiosek 10.1 (e Zadanie egzaminacyjne nr. 14). Niech f : P — R bedzie ciggla i rézniczkowalna.
Woéwczas
f jest wypukta w P <= f'(z) jest niemalejgca. (376)

Dowdd. Udowodnijmy implikacje <.
Niech a, ¢, b € P, takie, ze a < ¢ < b. Wéwczas, na mocy Twierdzenia Lagrange’a, istnieja & € [a, (]

i& € [c,b], takie, ze
ey = HDZI@ 10~ f)

c—a b—c

(377)
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Ale skoro & < & a f’ nie maleje, okazuje sie, ze

Ma,) = PO TOZTO oy, (378)

co pociaga (366) (patrz powyzszy rysunek). Na mocy Twierdzenia 10.1, funkcja f jest wypukla.
Udowodnijmy implikacje =-.
Niech a < b i ustalmy c := bfT“. Wéwezas, dzigki Twierdzeniu 10.1, wiemy, ze

flatt)=f(@) _ fQ)=fla) _fO)=f(0) _ )= fb=1) 579)
t c—a b—c t
o ile tylko t > 0 jest wystarczajaco maly, zebySmy mieli
a<a+t<c<b—t<b. (380)

Przechodzac do granic dla t — 0 i uwzgledniajac rézniczkowalnoéé funkcji f, otrzymamy upragniony
wynik, t.j.,

f(a) < f'(b). (381)
]
Whiosek 10.2. Jesli f posiada f”, to
f">0 = f wypukla,
<0 = f wklesta.

Definicja 10.2. Punkt x, w ktérym f" zmienia znak (a wiee, w szczegdlnoscei, f(x) =0) sie nazywa
ste punktem przegiecia.

Intuicyjnie, punkt przegiecia oznacza zmiane wypuklosci.
Podsumowujac, pojecie wypuklosci/wklestosci przybiera inne postaci w zaleznosci od klasy funkcji:

klasa funkcji || wypuktosé wklestosc x pkt przegiecia
f ciagta wykres pod cieciwa | wykres nad cigciwa
af f/ niemalejaca f! nierosnaca
af” >0 <0 f" zmienia znak
E|fm - - f”(m):()i
F"(z) # 0.
(p- Uwaga 10.2)

Uwaga 10.2. Tak naprawde, powyzszy warunek f”(x) = 0 A f”(x) # 0 jest konieczny ale nie wystar-
czajacy i powinien zosta¢ zastapiony warunkami

F® () =0, Vk=2,34,...,2n (382)

oraz

FEm (@) £ 0, (383)

patrz Twierdzenie 9.4.

10.1.2 Asymptoty poziome

Niech f : P — R bedzie funkcja o dziedziny P C R; niech W C R? bedzie jej wykresem.

Graficznie, W wyglada jak krzywa; niech £ C R? bedzie linig prosta: intuicja sugeruje, ze sa dwie
mozliwoéci — lub £ przekroczy W, lub £ nie przekroczy W. To prawda, ale w drugim przypadku jest
sytuacja w ktérej
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W zbliza sie coraz bardziej do ¢ ale nigdy jej nie dotyka.

Po starogrecku ,niedotykajaca” mowi sie asymptota.
Aby nadaé¢ znaczenie zwrotowi ,zblizaC sie coraz bardziej” rozwazmy przypadek, gdzie P nie jest
ograniczony z gory i

lim f(z) =a, (384)

T——+00

gdzie a ¢ f(P). Niech ¢ bedzie prosta o réwnanie y(z) = a: odleglo$é miedzy W a ¢ mozna oddaé
funkcja

d(z) := f(z) —y(z) = f(z) —a.
Skoro a ¢ f(P), funkcja odleglosé d(x) nigdy nie zeruje si¢ — ale dazy do zera. To matematycznie
sformutowanie tego, ze W zbliza sie coraz bardziej do ¢ ale nigdy jej nie dotyka

A, W= wykres(P)

dx) y=a

>

x -y e

Definicja 10.3. Prosta y = a nazywa site asymptota pozioma, jesli

Jim f(z) =a, (385)
lub

Jim_f() =a, (356)
lub obydwa.

10.1.3 Asymptoty pionowe
Odrobinke trudniejsza jest sytuacja, kiedy ¢ jest prosta pionowa: zalézmy, ze P =|a, b] i
lim f(z) = +o0. (387)

rz—b—

Teraz odlegtosé migdzy wykresem W a prosta ¢ o rownaniu x = b jest funkcja zmiennej y:

d=d(y) = b—maxf '(y)
= b— | ostatnia liczba z : f(z) =y .

I

g = $0x)
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Widaé, ze d(y) jest Scile malejaca; zalézmy, ze y' > y i niech 2’ bedzie najwieksza liczba, w ktorej
f przybiera warto$¢ 3 i x najwigksza liczba, w ktérej przybiera ona warto$é y: znaczy to, ze po z’
funkcja juz nie przyjmuje wartosci 1/ i, skoro musi ona dazyé do +oo, przyjmuje ona wartosci Scisle
wieksze od 3/ a tym bardziej od y. Wynika z tego, ze x nie moze sie znajdowaé po x’:

r<r=b—x>b—2 =dy)>dy). (388)

Widaé réwniez, ze d(y) > 0 dla kazdego y: w przeciwnym razie, istnialby = € P, taki, ze y = f(x) i
dly)=b—z=0,czylix =b¢ P.
Twierdzenie Weierstrassa gwarantuje zatem istnienie granicy

lim d(y).

Yy——+00

Trzeba pokazaé, ze wynosi ona 0. Ku sprzecznosci, zalézmy, ze

lim d(y)=1>0.

y—r+0o0

To wtedy d(y) > [ dla wszystkich y, tj. b—x > [ dla wszystkich x € P, co nie jest mozliwe (wystarczy
wziaé x = b — L),

UdowodniliSmy jeszcze raz, ze W zbliza sie coraz bardziej do pionowej prostej ¢ nigdy jej nie
dotykajac.

Definicja 10.4. Prosta x = b nazywa sie asymptota pionowa, jesl:

lim f(z) = +o0, (389)
z—bt

lub
lim f(z) = £o0, (390)
z—b—

lub obydwa.

10.1.4 Asymptoty ukosne

Jest jeszcze jedna mozliwosé: prosta £ nie jest ani pozioma, ani pionowa, tj. ma ona réwnanie
ylx) =mxr+n, m#0.

Funkcja odlegltosé jest
d(z) = f(z) —y(z) = f(x) — (mz +n). (391)

'

X

Definicja 10.5. Prosta y = mx + n nazywa sie asymptota ukoéna, jesli

lim (f(x) — (mz+n))=0. (392)

r—+o0
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10.1.5 Przebieg pochodnej przy asymptotach poziomych/uko$nych

Intuicja sugeruje, ze:

jak wykres W zbliza sie do asymptoty £, to nachylenie W powinno sie zblizac¢
do nachylenia ¢.

Aby uczynié precyzyjna ta intuicje, trzeba zakladaé, ze f jest rézniczkowalna i zwracaé¢ uwage na to,
ze:

rodzaj asymptoty £ || kierunek nachylenie W
pozioma niewazny 0

pionowa do +oo z lewej strony 400

pionowa do +o0 7 prawej strony | —oo

pionowa do —oo z lewej strony —0

pionowa do —oo z prawej strony | 400

uko$na mz +n do £o0 +m.

Twierdzenie 10.2. Niech f: P — R bedzie funkcjg réiniczkowalng. Jesli

Jim (f(z) = (mz +n)) =0, (393)
to
Iggloof'(w) =m. (394)

Dowdd. Skoro

ich réznica
flz+1) = f(z) —m

tez dazy do zera. Ale z Twierdzenia Lagranza,
ezl o flatl) - fl@)=r11(9),

wobec tego
f(=-m-—0 = [ —m= f(z)—m
dla © — +o00.
W przypadku © — —oo rozwazamy
f(z) = (mz +n)
fle=1) = (m(z—1) +n)

4

oraz ich réznice
f@)=flz=1)—m

i reszta rozumowania jest identyczna. O

Twierdzenie 10.3. Prosta y = max + n jest asymptotq ukosng wtedy i tylko wtedy, gdy

~ g 1@ (395)
r—+oo g
n = xgrfoof(x) —mz. (396)
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Dowdd. Jedli y(x) = mx + n jest asymptota ukosna, to réznica f(x) — (mx + n) dazy do 0, a takze %:
ich iloczyn

T T

flx n
L (@)~ ) = Ty
dazy do zera, co implikuje (395); nastepnie, wykorzystujac (395) w (392), otrzymuje sie (396).
Na odwrét, jesli (396) zachodzi, to f(x) — mz —n — 0, co znaczy, ze mzx + n jest asymptota
uko$na. O

Whniosek 10.3. Jesli f : P — R jest rézniczkowalna i ma asymptote poziomq/ukosng, to

lim f'(z) = lim @)

r—r+oo r—+oo I

10.1.6 Przebieg pochodnej przy asymptotach pionowych

Zatézmy teraz, ze f jest rozniczkowalna i ma w x = b asymptote pionows.
Jesli f(z) — +oo dlax — b, to f'(x) — +00. Aby to udowodnié, ustalmy xg < b; stwierdze,
ze f'(x) nie jest ograniczona przez zadnego M dla = € [xg, b[: gdyby tak bytlo, tj.

fl(x) <M, Vax e |xg,b|,
to na mocy Twierdzenia Lagranze, bySmy mieli

f@) = fl@o) = f/(&)(x — w0) < M(z — x0),

tj. wykres W funkcji f od z¢ do b znajdowalby sie pod prosta o réwnaniu f(z¢) + M(x — ), co
zaprzeczaloby tego, ze f(z) — +oo dlaz — b™.

Zatem, f’(x) nie jest ograniczona z gory, wobec tego f'(x) — 4o0.

Jesli f(z) — +oo dla x — bT, to zastosujemy poprzednie rozumowanie do funkcji g(z) :=
f(2b — z) i znajdziemy, ze f'(x) — —o0.

W przypadkach f(z) — —oo dla x — bT pokazemy tez, ze f’(z) nie jest ograniczona z gory, ale
uzywajac punktéw xg > b a x €]b, z¢]: z

f@o) = f(z) = f'(&) (0 — ) < M(z0 — x)
wynikaloby, ze
f(x) > f(zo) — M(zo — ),
co zaprzeczaloby, ze f(x) — —oo dla z — bT. Ostatnio, uzywajac f(2b—x), widaé, ze f(x) — +00
dlaz — b™.

Przyklad 10.1. Funkcja f(z) =
asymptote y = 0. Funkcja f(z) =
asymptote y = x (z61ta).

(zielona) ma jedna pionowa asymptote z = 0 i jedna pozioma
+ z (niebieska) ma jedna pionowa asymptote x = 0 i jedna ukos$na

1
i
xr

I I I |
- -2 2 4
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10.1.7 Badanie przebiegu funkcji: tatwy przyktad

Kiedy wyeliminujesz wszystko, co niemozliwe, to,
co pozostato, jakkolwiek nieprawdopodobne, musi
byé prawdg.

Arthur Conan Doyle

Rozwazmy funkcje

z ostatniego przyktadu. Skoro tatwo obliczy¢

limm = lim <1+1>:1,

r—Foo I z—too \ 2
. . 1
lim f(x)—maz = lim (—)=0,
r—+o0 r—Foo \ T

od razu mozna naszkicowaé prosta o rownaniu y = x, wiedzac, ze bedzie ona asymptota ukosna z
obydwdch stron.
Roéwniez proste sa granicy

lim f(z) = lim <1+1> = —00,

z—0~ z—0~ \ T
1

lim f(z) = lim < + 1) = +o00,
z—07F z—0T \ T

i juz mamy wszystkie asymptoty. Na mocy powyzszych twierdzen o pochodnych przy asymptotach,
mozna juz stwierdzi¢, ze:

. /
i fl) =1,
lim f'(z) = —oo,
z—0~
lim f'(x) = —o0
i f'(2) ,
lim f'(z) = 1.
T—+00
Mozna zatem wywnioskowad, ze:
miejsce w dziedzinie ksztalt wykresu | mozliwe/niemozliwe
otoczenie | — oo, — M| “punktu” —oo || wklesty tak
- —— wypukty nie
otoczenie | — €, 0] punktu 0 wklesty tak
otoczenie |0, €[ punktu 0 wypukly tak
otoczenie | M, +oo[ “punktu” +oo wypukty tak
== wklesty nie.

Istotnie,

lim f'(x) = —0o = od ostatniego punktu przegiecia przed 0 do 0 f'(x) maleje,
z—0~

lim+f’(x) = —oc0 = od 0 do pierwszego punktu przegiecia po 0 f'(x) roénie.
z—0
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Aby wykluczy¢ te dwa czerwone przypadki, trzeba tylko zaobserwowacé, ze

) =5

nigdy nie zeruje si¢ w dziedzinie, wobec tego wypukloé¢ nie moze si¢ zmieniaé na wklestosci i na odwrét.
Warto takze zauwazaé, ze dostajemy ,za darmo” istnienie dokladnie dwéch punktéw krytycznych —
jedno minimum przed 0 i jedno maksimum po 0 — na podstawie ciagtoéci funkcji:

lim f(z) = -0 A lim f(z) = —0c0 = Jz€]—00,0[: f/(0)=0A f"(0) <0,

T——00 z—0~
lim f(z) =40 A lim f(z) =400 = 3Jx €]0,+oo[: f(0)=0A f"(0)>0.
T——+00 z—0t

10.1.8 Badanie przebiegu funkcji: trudny przyktad
Twierdzenie 10.4. Niech f: A — R bedzie funkcjq rézniczkowalng, gdzie A F 0: wtedy

1
f(z) monotoniczna <= g(y) :== f <> monotoniczna . (397)
Y

Dowdd. Wystarczy zaobserwowac, ze

J) =1 (;) (—yﬁ) — ()

dla kazdego z = i € A: istotnie, ¢'(y) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f’(z) # 0, poniewaz x # 0. O
Twierdzenie 10.5. Niech ¥ : B — C' bedzie funkcjg rozniczkowalng $cisle monotoniczng: wtedy
U o f monotoniczna <= f monotoniczna, (398)
gdzie f : A — B jest funkcjg réiniczkowalng.
Dowdd. Opiera si¢ na wzorze na pochodng funkcji ztozone;j:
(o f)(z) = (Vo f)(x) f(z).
Skoro W jest $ciSle monotoniczna, to ¥’ : B — R nigdy nie zeruje sie, wobec tego ¥/ o f : A — R tez

nigdy nie zeruje sie: mozna zatem wywnioskowaé, ze (¥ o f)’ : A — R nigdy nie zeruje sie, wtedy i
tylko wtedy, gdy f’: A — R nigdy nie zeruje sie. O
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Zalbzmy, ze trzeba zbadaé przebieg zmiennosci funkcji

f@) = (1+2)°. (399)

Skoro N
lim f(x) = lim (1 + ) =e,

z—0 n—00

to f: A— B, gdzie A =] —1,00[ i B =|0, o0].
Latwo takze pokazad, ze

lir_nﬁf(w) = oo, (400)
xli}rgof(a:) = 1, (401)

O wiele trudniejsze jest badanie pierwszej i drugiej pochodnej:

sz — (o og(x
flo) - LD G d Diste b 1)
fz) = (:B—i—l)%—? ((z +1)log(z + 1) (222 + (z + 1) log(z + 1)) — 2%(3z + 1))
B 4 :

X

Warto zatem wykorzytywaé Twierdzenia 10.4 oraz Twierdzenia 10.5: jako ¥ : B — R bierzemy log i
jesli pokazemy, ze
1
log (f ()) (402)
Yy
jest $cidle monotoniczna, to f tez bedzie Scisle monotoniczna.

B =t (5 (1)) o (14 1)) = (1 1) )

i pochodna h'(y) wyglada o wiele prosciej niz f'(x):

1
y+1°

1 1+1 > !
(0] — _.
& Y y+1

Ostatnia nieréwno$¢ jest réwnowazna nieréwnosci:

W (y) = log <; + 1>

Chcemy pokazadé, ze h'(y) > 0, tj.:

1 1
— 41> evtl,
Yy

Trzeba teraz pamietac, ze
et >14+t Vi,

z czego wynika, ze

1
—=el'>14(-t)=1—1t Vt,

e
czyli
el < 1 vt
1—1¢
W szczegoblnosei, dla t = ﬁ otrzymamy
L 1 _ 1 _ 1 _ 1 _yt 1 _ 1
ev <1—t 1_TJ1rl y_;_izl ﬁ ” 1-|-y,

tak, jak chcielismy.
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Mozemy wtedy wywnioskowaé, ze f(z) jest Scisle monotoniczna i, skoro (bez obliczenia)
lim f'(z) = —oo
i () ,

lim f/(r) = 0,

T—00

to ona musi by¢ $cisle malejaca. W szczegdlnosci, f(z) nigdy przybiera wartosci 0 i nie ma punktow
przegiecia, poniewaz (bez obliczenia) f”(x) > 0.

11 Tydzien XI: 10. i 13. grudnia 2024

11.1 Funkcja pierwotna
11.1.1 Definicja jako rozwigzanie réwnania rézniczkowego

Jedna interpretacja stopniowego rozszerzenia zbioréw liczb, ktérego doswiadczyliémy w ciagu historii,
jest koniecznos¢ rozwiazywania coraz trudniejszych réwnan:

w zbiorze: || mozna:

N policzy¢ owce
rozwiaza¢ rownania x + a = 0 dla kazdego a
rozwiaza¢ réwnania x - @ = 1 dla kazdego a # 0

rozwigzaé rownania ™ = a dla kazdego a >0in e N

aQ ® o N

rozwigzaé rownania ™ = a dla kazdego ain € N.

Rozwazmy teraz inny rodzaj rownania: réwnanie rézniczkowe. Niech bedzie dana funkcja

f: D — R o dziedzinie D. Napis
v (x) = f(2), (404)

(gdzie y(x) to funkcja nieznana) jest przykladem réwnania rézniczkowego.

yRozwiaza¢” réwnania (404) oznacza znalezienie wszystkich funkcji y(x), ta-
kich ze y'(x) réwna sie f(x).
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Zazwyczaj zagadnienie to jest dzielone na dwie czedci:
e zagadnienie istnienia — czy istnieje przynajmniej jedno rozwiazanie?
e zagadnienie jedynosci — ile jest rozwigzan?
Zanim przyjrzymy si¢ powyzszymi zagadnieniami, podajmy gtéwna definicje:

Definicja 11.1. Funkcja F': D — R, ktdra jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (404) nazywa
sie funkcja pierwotng funkcji f.

Zagadnienie istnienia funkcji pierwotnej jest wcale nietrywialne, w przeciwienstwie do jedynosci,
ktérg daje sie szybko zatatwié:

Twierdzenie 11.1. Jesli F' ¢ G sq¢ dwiema funkcjami pierwotnymi tej samej funkcji f, to

F — G = stala. (405)
Dowdd. 7 definicji funkcji pierwotnej:
Flz) = f(2),
G'(z) = f(2),
skad wynika F'(x) — G'(z) = 0, czyli
(F-G) =0,
co implikuje (405). O

Whniosek 11.1. Jesli F(x) jest jedng funkcjg pierwotng funkcji f(x), to
{F(z)+al|a€cR} (406)

jest zbiorem wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f(x)

11.1.2 Idea konstrukcji jednej funkcji pierwotnej

W $wietle powyzszego wniosku, wystarczy znalezé¢ jedna funkcja pierwotna, aby znalezé je wszystkie
— wiec nam pozostalo zagadnienie istnienia, tj. pokazywanie, ze przynajmniej jedno rozwiazanie daje
sie skonstruowac¢. Idea takiego skonstruowania jest prosta, jednak aby ja wdrozyé trzeba
stawi¢ czoto parze przeszkdd technicznych.

Aby zilustrowaé idee, rozpiszmy (404) przy uzyciu definicji pochodnej:

Ft) — tim V) —00)

e—0 €

(407)

Zeby méc wyciagnaé y(t) z (407) uzywajac wylacznie dzialaii algebraicznych, trzeba ,pozbawié sie”
granicy — w tym celu pomoze nam Twierdzenia Lagrange:

e = WD =v), (408)

gdzie & jest punktem miedzy t a t + € (zakladamy zawsze € > 0). Z (408) wynika, ze

y(t+e) = e f(&) +y(). (409)

Analogicznie, mozna znalezé¢ &y € [t + €,t + 2¢], taki, ze

y(t+2¢) = e f(&) +y(t+e), (410)

a wiec, stosujac (409),
y(t+2¢) =e- f(&) +e- f(&) +yt). (411)
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Rozumowanie to mozna powtérzyé¢ n razy, tak, aby otrzymac
y(t + ne) Z FE) HFO), G Elt+ (i — D)6t +ie]. (412)

Skoro wzér (412) jest wazny dla kazdego n i dla kazdego e, mozna ustali¢c T := ¢ + ne i wziaé
granicy (412) dla n — oo (co powoduje, ze e = T=£ — 0):

y(T (T}l_{goz f&) y(t). (413)

Intuicyjnie, granica w prawej stronie (413) musi istnie¢, poniewaz réwna sie ona liczbie

wykres f 7 gory

oé x z dotu

prosta x =t =z lewej strony
prosta x =T 7z prawej strony

FIG! (f) := pole powierzchni figury ograniczonej przez: (414)

11.1.3 1. problem: istnieja figury bez pola powierzchni

PIERWSZY PROBLEM TECHNICZNY:
czy pole powierzchni powyzszej figury wcale istnieje?

W zyciu codziennym pytanie brzmi dziwnie, poniewaz my ,odczuwamy” pole powierzchni wszelkich
figur — jednak w matematyce moga istnie¢ figury bez pola powierzchni!
Wrécimy do tego za chwile.
Zakladajac, ze funkcja f jest taka, ze powyzsza figura posiada pole powierzchni, wzér (413) roz-
piszemy jako
y(T) = FIGT(f) +y(t) VT > t. (415)

Skoro (415) jest wazny dla wszystkich t,T" € D takich, ze T' > t, mozemy ustali¢ raz na zawsze t := xg
i traktowaé¢ T' jako zmienna x = T: wynika z tego, ze f(t) = f(zo) jest stala i mozemy ja ominaé,
poniewaz szukamy jedna funkcje pierwotna a nie ich wszystkich. Znalezliémy w taki sposéb naszego
pierwszego kandydata na funkcje pierwotna funkcji f(x):

F(z) :=FIGZ (f), YeeD. (416)

(Uzywa sie konwencji, ze FIG? = —FIG¢ jesli a > b.)

Przyklad 11.1 (Figura bez pola powierzchni). Wyobrazmy sobie, ze musimy skonstruowaé krate K dla
wiezienia, o miarach 1 x 1, taka, ze, nad kazdym punkcie podstawy odpowiadajacym liczbie wymiernie,
znajduje sie pionowy pret o grubosci 0. Wowczas, jesli zaczynamy od pustej ramy, otrzymamy krate
przez ktéra przechodzi 100% $wiatla; jesli zaczynamy od stalowego (pelnego) kwadratu i obetniemy
niepotrzebny stal, otrzymamy krate przez ktora przechodzi 0% $wiatta. Oto sprzeczno$é: innymi stowy,
figura K nie moze posiadaé pola powierzchni.

Skoro kazdy pret jest

Pusta rama. wiele pretéw. nieskorczenie cienki,
pretow. 100% $wiatta powinno

przechodzi¢ przez krata.

Skoro kazde ciecie jest
nieskonczenie cienkie,
0% $wiatta powinno

““““‘ “““““‘““““““ prZEChOdZié m

Wykonujemy
nieskonczenie wiele cieé

Stalowy (petny)
kwadrat.
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11.1.4 2. problem: trzeba odwrécié¢ logike rozumowania

Prosze zwréci¢é uwage na wykonane przez nas rozumowanie: pokazaliSmy, ze:

3 funkcja pierwotna F'(x) funkcji f(x)
3 pole powierzchni pod wykresem f(x)

} = F(z) = FIGZ, (f) (417)

Innymi stowy, nasze rozumowanie nie rozwigzalo problemu istnienia funkcji pierwotnej — tylko
wskazywalo kandydata: funkcje (416).

DRUGI PROBLEM TECHNICZNY:
czy znaleziony kandydat (416) spelnia réwnanie
funkcji pierwotnej, tj. czy to prawda, ze F'(x) = f(z)?

W dalszym ciagu bedziemy stopniowo rozwiazywaé obydwa problemy — a po drodze bedziemy
pokazywacé, ze nasz wybor (416) kandydata na funkcje odwrotna nie jest sprzeczny z innymi intuicjami.

Zwiastun Rozdziatu 13.
Bedziemy udowadniaé, ze zachodzi ,,odwrotnos$é” implikacji (417), a mianowi-
cie:
f(z) ciagta = 3 pole powierzchni FIG (f) =

= F(z) := FIGZ (f) jest funkcja pierwotna f(x).

Wynik to jest kamieniem milowym w catej analizie matematycznej — nazywa sie
Twierdzeniem Fundamentalnym Rachunku Calkowego i Rézniczkowego (patrz
Twierdzenie 13.1).

11.1.5 Przyklad potwierdzajacy stusznos¢ naszego kandydata

Niech f(x) = 2? bedzie funkcja opisujaca standardows parabole: jej dziedzing D bedzie caly R.
Ustalmy xzo = 0 w (416) i niech > 0: wtedy liczba F'(x) = FIG{(f) bedzie polem powierzchni figury
ograniczonej przez:

1. parabole;
2. 08 x-6w;
3. pionowa 0§ przechodzaca przez x.

Nazywajmy ta figure ,,tréjkatem”.
Wszyscy wiedza (metoda ,,zgadywania”), ze kazda funkcja pierwotna funkcji 22 ma postaé

23
?+a, acRR. (418)

Aby potwierdzié¢ stusznosé naszego kandydata F'(x), chcemy udowodnié, ze F(x) jest jedna z funkcji
%—3 + a; skoro F'(0) = 0, bedac polem powierzchni jednopunktowej figury, a musi byé¢ zero i chcemy
zatem pokazaé, ze

Flz)="2. (419)

Do tego celu, konstruujmy kolejne, co raz bardziej precyzyjne, przyblizenia pola powierzchni F'(z).
Dokladniej, dla kazdego n € N, podzielmy przedzial [0, ] w n czesci:

0,2 =[0, 2] U2, 2] U2 S2]y... g (B2 4] (420)

'n n’n

Nad kazdym kawaltkiem [@7 %] konstruujmy prostokat o wysokosci (@)2 Widag¢, ze taki pro-

stokat, t.j.,

[z iz o o, (2122 (421)

n 'n
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zawiera sie w naszym ,trojkacie”. W zwiazku z tym, suma wszystkich takich prostokatéw tez bedzie
w nim zawarta. Z tego wynika, ze

3 n—1

tT T 23 (n— 1)n(2n —
F(x)zz< A (¢—1)2_322‘2_n3( Yn@n 1) (422)
i =1

n n3 < n 6

flx)=x?

Y

t
Analogicznie, mozna konstruowaé prostokat o wysokosci (%)2 nad ta sama podstawa [@, %]
W ten sposéb otrzymamy
Dop(E)? g3 & 3 n(n+1)(2n+1)
F(z) < b D : 423
(w)_; - n?,;z = : (423)

Skoro obydwie nieréwnosci sa wazne dla kazdego n, przechodzac do granicy, otrzymamy (419).

11.1.6 Przyklad pokazujacy uzytecznosé funkcji pierwotnej w fizyce

Dlaczego w ogole potrzebujemy funkcji pierwotnej?

Wréémy do naszego jednowymiarowego wszech$wiata i wyobrazmy sobie jednowymiarowa ziemie
oraz jednowymiarowy ksiezyc. Zastanéwmy sie, jaka sila ten drugi bedzie wyciagniety przez pierwszy.
Intuicja sugeruje, ze na kazdy atom ksiezyca dzialaja wszystkie atomy ziemi, taka sila, ktéra jest tym
stabsza im bardziej sg oddzielone atomy. Mozna przedstawié¢ takie zjawisko konstruujac odpowiednio
waski prostokat na kazdym ,atomie”, t.j., mikroskopijny pod—przedzial przedziatu opisujacego ziemie.
Widaé, ze, ustalajac jeden atom jako jednostka miary, sita wypadkowa na atomie ksiezyca, tzn. suma
6 - 1016 wktadéw, pojawi sie jako pole powierzchni wielokata, patrz rysunek:

A

6000km
¢ 4
Sita dziatajgca
na jednym atomie
kziezyca
-10
10" m =

suma 6 x 10’
i : wktadlow!

+—r

Ziemia Ksiezyc
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Taki wynik jest dokladny i precyzyjny, ale proces jego stworzenia jest malo skuteczny. Zamiast
sumowa¢ kilka miliardow wktadéw, wygodniejsze by byto catkowaé jedng funkcje, opisujaca mniej
wiecej site dzialajaca miedzy atomami, patrz rysunek:

A

6000km

-
-

Sita dziatajqca
na jednym atomie
kziezyca
““““ catka
e Jjednej funkci!

4+—>

_ ,
Ziemia Ksiezyc

Funkcja pierwotna pozwala po prostu na obliczenie powyzszego pola powierzchni, wielokrotnie
tatwiej, niz suma. Zauwazmy, ze, nawet jesli ten drugi model z funkcja nie odpowiada do koncu
rzeczywistosci, mimo wszystko bardzo dobrze on dziata, dzieki bardzo matemu wymiarowi jednego
atomu wzgledem wymiaru catej ziemi.

11.1.7 Funkcja pierwotna jako catka nieoznaczona

Powtorzmy rozumowanie przedstawione w Sekcji 11.1.2 z odrobinke innej perspektyw: punktem po-
czatkowym bedzie wzér (407), jednak teraz, zamiast zastosowaé Twierdzenie Lagrange tak otrzymu-
jac (408), piszemy

Lyl +Ar) —y(x) Ay

flay e PEEED S (124)

gdzie Ax odgrywa role poprzedniego €, a Ay := y(z + Az) — y(z). Ustalmy z¢ € D i niech z > x.

Definicja 11.2. Podziatem przedzialu [zg, | jest podzbidr
P :={xo,z1,22,...,Zn_1,2n} C [T0, ], (425)
gdzie x; > x;—1 dla kazdego i =1,2,...,n i x, = x.

Kazdy podzial P towarzysza réznicy

Aaci =Xy — X1 i:1,2,...,n (426)
argumentow oraz réznicy
Ay =y(z) —y(zi-1) i=1,2,...,n. (427)
Z (424) otrzymamy wtedy
Ay, .
F(zio1) ~ Aiz i=1,2,...,n, (428)
z czego wynika
f(l’ifl)Al'i %Ayl 1= 1,2,...,71,, (429)
Branie sumy dla i = 1,2,...,n obydwoch stron (429) sprowadzi do wzoru
n n
> flai)Awi =Y Ay = y(wn) — ylwo) = y(x) — y(xo), (430)
i=1 i=1

ktory odzwierciedla wzor (415).
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Ojcowie rachunku rézniczkowego—caltkowego, czyli Isaac Newton (1642-1727) i
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), zrozumieli, ze, aby pozbawié¢ sie znaku
przyblizenia w (430), trzeba byt ,,pjsé do granicy” — szkoda, ze pojecie granicy
zostanie wprowadzony dopiero przez Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

Sprawia pewng ironi¢ to, ze teraz my — ktéry Newtonowi i Leibnizowi nie dorastamy do piet —
mozemy $miaé sie z ich ,naiwnosci”. Otéz oni wzieli napis

Z f(:ni_l)Axi
i=1

i wygtadzili go poprzez ,,metamorfozy”
>

Az, — dz.

oraz

Symbol [ czytamy ,calka”i symbol dz czytamy ,de iks” — czyli jak ,delta”
bez “Ita”.

Otrzymali ,wersje dokladna” (czyli bez przyblizenia) wzoru (430)

/f(SL‘)dI =y(x) — y(xo), (431)
z czego wynika, ze
F(x):= /f(z)dx (432)
jest jedna funkcja pierwotna funkcji f (stala y(zp) mozna ominadé).
Definicja 11.3. Symbol
/ (@) (433)
nazywa sie catka nieoznaczona (wedlug Newtona) funkcji f(x) wzgledem .

O wiele p6zZniej, Bernhard Riemann (1826-1866) podal interpretacje calki Newtona jako pole
powierzchni pod wykresem funkcji, czyli pokazal, ze (z dokladnoscia do stalej)

/ f(x)dz = FIGZ (). (434)

UWAGA!!
Dopéki nie pokazemy, ze pole powierzchni FIG (f) istnieje, nie mozemy uwa-
zaé (434) za prawdziwg.
Do tamtego momentu, symbol [ f(z)dz bedzie oznaczaé¢ jedna funkcje pier-
wotna (znaleziona w dowolnym sposobie, np. przez zgadywanie).

11.1.8 Tajemnica duchéw zmartych ilosci

George Berkeley (1685-1753) anglikanski biskup, napisal sarkastyczno—polemiczny list pt. ,,duchy
zmartych ilosci” swoim przyjaciolom Newtonowi i Leibnizowi z oskarzeniem o ,,nekrofilie”, poniewaz,
jesli symbol dz oznacza dowolna malg ilos¢ x—6w, to znaczy, ze x juz nie ma i pozostal tylko jego
,duch”.

Teraz wiemy, ze symbole dz, dy, [, itp. sa ja rodniki w chemii: HO-, H-, CHs- nie istnieja
swobodnie — tylko w kombinacji w innymi rodnikami. Czyli, jak zawsze kiedy jest klétnia, obie strony
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maja racje, tylko, ze brak wspodlnego jezyka nie pozwala dojé¢ do porozumienia. Berkely mial racje,
poniewaz

dz= lim Az; =0, (435)

T;—Ti—1

czyli d x jest ,martwg iloscia” ale, z drugiej strony, Newtnon i Leibniz tez mieli racje, poniewaz, mimo
tego, ze dx i dy sa ,,martwe”, to

Qo = ol Rg, Y (@-1) (436)

i n
/f(x) dz = nh—>ngoz fzi)Az; = FIGE (f), (437)

i=1

a ani y'(z;_1) ani FIGS (f) musza by¢ zero.
11.1.9 Wtlasnosci funkcji pierwotnych
Twierdzenie 11.2. Jesli F' i G sq funkcjami pierwotnymi funkcji f 1 g, odpowiednio, to
ol + G (438)
jest funkcjq pierwotng funkcji af + Bg, dla kazdego o, 5 € R.
Dowdd. Zachodzi z liniowosci pochodnej. ]

Twierdzenie 11.3 (Calkowanie przez czesci). Niech f, g bedq funkcjami rézniczkowalnymi. Wowcezas

/g’(fb“)f(:v)dw = f(x)g(x) —/g(fc)f'(if)dfv~ (439)

Dowdd. Wystarczy zaobserwowad, ze, rozniczkujac prawa strone, otrzymamy ¢'(x) f (x) na mocy wzoru
Leibniza. u

Twierdzenie 11.4. Zachodzg nastepujgce wzory:
[ #(s@)g@iz = fgt) (140)
/f/(x)dx — In|f(2)] (441)

f(z)
/f'(:c)ef(x)dx = /@ (442)
1
/f’(ax +b)dx = —f(ax+Db). (443)
a
Dowdd. Wystarczy pamieta¢ odpowiadajace wlasnosci pochodnych. ]

Pierwszy wzér z powyzszej listy nazywa sie wzér na caltkowanie przez podstawienie.

11.1.10 Podstawowe przyktady funkcji pierwotnych

Dzieri bez obliczenia przynajmniej jednej nowej calki (nieoznaczonej lub ozna-
czonej) jest dniem straconym!!!.
PrOF. J. KAMINSKI.

Nie zapomnijmy, ze istnieje rowniez ,nieoficjalna” metoda catkowania, calkowanie przez zga-
dywanie, ktora mogtaby sie okazaé¢ byé¢ bardzo skuteczng metoda. Przede wszystkim, w catkowaniu
funkcji f(z) chodzi o odkrycie funkeji F(x), takiej, ze F'(x) = f(x). Nie wazne skad bierzemy F', poki
wzér zachodzi!
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Funkcja pierwotna F(z) = [dz f(z) |

L [dza® = 272+ C, dlaa # -1
2. fdzl=In|z|+C
3. [dzer® = 1M + O
4. [dz sinz = —cosz + C
5. [dx cosz =sinz 4+ C
6. [dz S =tgz+C
7. [dx Sljx:—cthH—C
8 [dztgz =—In|cosz|+C
9. [dxctge =1In|sinz| + C
1 arcsinz + C
10.fdmm_{—arccosm+D
1. fdm {arctg:L—FC
arcctgr + D

12. jdx\/i_lll(ﬂc+\/1+x2)+0
13. fdmm In|z+ V2?2 -1|+C

11.1.11 Caltkowanie przez podstawienie

Wréémy do wzoru na catkowanie przez podstawienie, czyli (440):

/ f(9(@))g (@)dz = f(g(x)) (444)

i traktujmy g(z) jako nowa zmienna y = g(x). Chcemy pokazaé, ze (444) daje sie udowodnié¢ za
posrednictwem tych ,rodnikéw” dz, dy, oraz [. Istotnie, lewa strona wyglada

df dy
——dx 445
/ dy dx (44)
Po skréceniu dx i dy otrzymamy po prostu

[, (446)

co jest ,wygladzona” wersja sumy

Z Afi = — fyo) = f(y) = f (o), (447)

skoro f jest funkcjg zmiennej y. Innymi slowy, z dokladnoscia do stalej, [d f = f = f(y) = f(g()),
t.j., wzér (444).
Podobnie, jesli zechcemy zmieni¢ nieznang w calce

/ f(z)dw, (448)

tzn., wyrazi¢ x przez jakis y, gdzie z = h(y), to mamy

/f dx_/f y). (449)

Sztuka polega na tym, ze nalezy pomnozy¢ i réwnoczeénie podzieli¢ przez dy:

[ r)aee) = [ i ) g, — [ s (450)

Moze si¢ zdarzy¢, ze funkcja pierwotna F' = F(h(y)) funkCJl f(h(y))R (y) jest bardziej widoczna niz
funkcja pierwotna F' = F(z) funkcji f = f(z). Wowczas

/ £ (b)) W (w)dy = F(h(y)) = F(z). (451)

Podkreslmy, ze to byla tylko sztuczka aby znalezé F(x): czesto okazuje sie, ze ta sama funkcja daje
sie calkowad, jesli jest przedstawiona w innej (odpowiednio, madro wybranej) zmiennej.
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Przyklad 11.2. Funkcji pierwotnej funkcji f(z) = ze~® nie widaé golem okiem. Problemem jest wy-
ktadnik: za skomplikowany. Aby go uproscié, warto prébowaé¢ wprowadzi¢ nowa zmienna x = h(y) :=

VY- Wowcezas

Teraz wida¢ funkcje pierwotna funkcji e™¥. Jest ona —e™Y. Mozna teraz wroci¢ do zmiennej = dzieki
2

wzorowi y = h™1(z) = 2%

1 e
/f(x)dw =—5¢ " (452)

Zaobserwujmy, ze powyzsze kroki byly dopuszczalne tylko na miejscu, gzdie h jest rownowartosciowa,
t.j., odwracalna. Ale wynik zachodzi dla kazdego x. Istotnie,

12\ 2
—56 = xe 5 (453)

bez zadnego ograniczenia wartosci x—6w.

11.2 Calka oznaczona

Ponizsza definicja catki oznaczonej jest oparta na pojeciu funkcji pierwotnej, tj. calki oznaczonej,
ktorej istnienie jeszcze nie jest gwarantowane. Dopiero po wprowadzeniu pojecia catki Riemmana
bedziemy mogli stwierdzié, ze funkcja pierwotna funkcji ciaglej zawsze istnieje, na mocy wzoru (416).

Definicja 11.4. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciggla. Calkq oznaczong funkcji f na przedziale
[a, b] nazywamy liczbe

b
/ f(@)dz = F(b)—F(a) (454)

gdzie F' jest dowolng funkcjqg pierwotng funkcji f.

Dopiero kiedy zostanie udowodniony wzér (416), mozna bedzie powiedzieé, ze

b
/ f(z)dz = FIGE b(f) — FIGZ (f) = FIGE(f),

czyli: catka oznaczona odpowiada polu powierzchni figury pod wykresem funk-
¢ji f i nad osig x—Ow, ograniczonej przez proste x = a i x = b.

Uwaga 11.1. Definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru funkcji F' pierwotnej dla f: jesli F; jest
inng funkcja pierwotna f, to F; = F+ stala (Twierdzenie 11.1) i dlatego Fy(b)—Fi(a) = F(b)—F(a).

Uwaga 11.2. W powyzszych zalozeniach, ustalimy, ze

a b
/ f(z)dz := F(a)—F(b) = / f(z)dz. (455)
b a
7 Twierdzen 11.2 i 11.3 zachodza, odpowiednio:
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Twierdzenie 11.5 (Liniowos$¢ calki oznaczonej). Jesli f, g : [a,b] — R sq ciggle i a, f € R, to

b b b
/ af(x) + Bg(x)dr = a/ f(z)dx + 5/ g(x)dz . (456)
Wprowadzmy uzyteczng notacje:
F|>:= F(b) — F(a). (457)

Twierdzenie 11.6 (Wzér na calkowanie przez czesci dla calek oznaczonych). Jesli f,g : [a,b] — R
sq klasy Ct, to

b b
| 1@ @iz = soli~ [ f@)g(a)d. (458)
7 pierwszego wzoru Twierdzenia 11.4 i 11.3 zachodzi:

Twierdzenie 11.7 (Wzér na catkowanie przez podstawienie dla catek oznaczonych). Niech g : [a,b] —
[g(a), g(b)] bedzie funkcjq rosngeq klasy Ct i niech f = f(x) bedzie ciggla na przedziale [g(a), g(b)].
Wowczas

b g(b)
/ Fg()) g/ (2)dz = / f(tydt = F(g(b)) — F(g(a)) . (459)

(a)

gdzie t = g(x) i F oznacza dowolng funkcje pierwotng f.

Nadchodza teraz ,nowe” wlasnoéci catek oznaczonych, tzn., nie dziedziczone od caltek nieoznaczo-
nych. Aby je pamieta¢, student moze juz mysleé, ze f; f(z)dz odpowiada pewnemu polu powierzchni
(ze znakiem!).

Przyktad 11.3. Caltka
b
/ kdr, keR (460)

wynosi k(b — a). Istotnie, odpowiada ona polu powierzchni prostokata o szerokosci b — a i wysokosci
k. (Z uwaga na to, ze ,ujemna wysokosc” spowoduje ujemnie pole powierzchni.)

Twierdzenie 11.8 (Addytywnosé¢ calki jako funkcji przedziatu). Zalézmy, ze f jest ciggla na prze-
dziale P C R 1 niech a,b,c € P. Woéwczas

b c c
/a Fa)da + /b Fa)de = / Fa)da . (461)
Dowdd. Niech F' bedzie funkcja pierwotna f na P. Wtedy
F(b)—F(a)+ F(c)—F(b) = F(c)—F(a) . (462)
O

Twierdzenie 11.9 (Monotonicznosé calki — e Zadanie egzaminacyjne nr. 15). Jesli f, g : [a,b] —
R sq ciggle i f > g na [a,b], to

b b
/ f(z)dz > / g(z)dz . (463)
Jesli f > g to nieréwnosé miedzy catkami jest ostra.

Dowdd. Rozpiszmy nieréwnosé (463) jako
b
[ (@) = gla))do = 0 (464)
a
i wezmy sobie jakas funkcje pierwotng ¥ funkcji f —g. Wtedy

b
/ ((2) - g())dz = B(b) — (a). (465)

Skoro W' = f — g jest > 0 (odp. > 0) na [a,b], funkcja ¥ jest niemalejaca (odp., rosnaca) na [a, b].
Wobec tego, U(b) — ¥(a) jest > 0 (odp. > 0), tak, jak chcieliSmy. O
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Nastepujace twierdzenie stanowi ,,ciagly” analog twierdzenia wedtug ktorego Srednia pewnych liczb
jest miedzy najmniejsza a najwieksza.

Twierdzenie 11.10 (e Zadanie egzaminacyjne nr. 16). Niech f : [a,b] — R bedzie ciggla.
Wowczas

a<x<b b—a a<lz<b

b
min f(z) < ! / f(z)dzr < max f(x). (466)

Dowdd. Wystarczy zastosowaé dwukrotnie poprzednie Twierdzenie 11.9 do f i funkcji stalych g1 :=

i = . Wted
aggbf(x) oraz gs Jgﬁi%f (z). Wtedy z

N <f<g (467)
otrzymamy nasz wynik. O

Alternatywny dowdd. 7 definicji catki oznaczonej,

b — F(a
! / f(x)dx:M (468)

b—a b—a ’

dla dowolnej funkcji pierwotnej F' funkcji f. Wowczas, na mocy twierdzenia Lagrange’a, istnieje £ €
[a, b], taki, ze

F(b) — F(a)
F(§) = ———"2, 469
=" (469)
Ale F'(z) = f(z), wobec tego
1 b
10 =5 | farde. (470)
—a/,
W szczegdlnoscei, skoro f(€) lezy miedzy ¢1 a ga, nasz wynik zachodzi. O

Wzor (470), mutatis mutandis (po lacinie, ,po dokonaniu niezbednych zmian”), jest po prostu
wzorem definujacym Srednia arytmetyczna.

Twierdzenie 11.11. Niech f : [a,b] — R bedzie ciggla. Wowczas

/ab f(z)dz

Dowdd. Wystarczy stosowaé¢ dwukrotnie poprzednie Twierdzenie 11.9 do | f| i funkcji f oraz —f. Wtedy
z

b
< / ()] dx. (471)

<1, =<l (472)
wynika
b b b b
[t < [l@lde, [~ < [ If@)ds, (473)
skad otrzymamy nasz wynik. O

11.3 Eksperyment: nawigacja inercyjna
WyobraZzmy sobie nastepujaca sytuacje:
e jedziemy samochodem po nieskonczonym miejscu parkingowym;
e nikogo nie ma na parkingu oprdécz nas;
o predkos$¢ samochdd jest ustalona na 10 km /h;
e okna sg zastoniete i nic nie wida¢;

o pewna (brzydka) osoba siedzi obok nas i nadaje meldunki postaci ,skreé kierownica w lewo...
dosé... skre¢ dalej, ale wolniej... dosé... skre¢ troszeczke wstecz... dosé... itd. przez kilka godzin, w
taki sposéb, ze kierownica jest zawsze skrecona do lewej strony;
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e zanim osoba zaczela rozkazywac, o§ samochodu byta réwnolegta do miejsc parkingowych i kie-
rownica byla na pozycji ,,zero”;

e na koncu meldunkéw, kierownica wraca do pozycji ,,zero”.

P(t)

Okropna osoba kaze, zebysSmy odstawiali samochdd réownolegle do miejsc parkingowych: w przy-

padku porazki zastosuje kare $mierci. Mamy do swojej dyspozycji:

e jedna butelke wody;

e jedno wiaderko. m

)
—

Jak zapobiec $mierci? Nalezy wlaczy¢ mézg do pracy. Zastanéwmy sie: jaka jest jedyna rzecz nad
ktora mamy kontrol? Kierownica. A co kierownica kontroluje? Kat ¢(t) miedzy osia samochodu a osia
miejsc parkingowych w pewnie momencie ¢t? NIE! Raczej jego pochodna (t) := ¢'(t). ,,Dow6d”: kat
@(t) jest staly (t.j., samochdd jedzie prosto) wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ (t) = 0 (t.j., kierownica jest na
pozycji ,zero”); jesli 1 (t) = stala > 0, to samochdd obréci dookolo samego siebie, t.j., kat ¢(t) roénie.

VI /////// Y(t)=9’(t)

N\
\
N 2

>~
~
~
~

—_
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Pierwsze rozwigzanie przychodzi nam do glowy: powinniSmy zanotowaé kat pochylenia kierow-
nicy, innymi stowy naszkicowaé¢ wykres funkcji ¢(¢); a potem, aby wykonaé polecenie, ,wystarczy”
odwzorowa¢ wykres w stronie ujemnych 1 i skrecié¢ kierownice wedtug takiego wykresu. Dobry pomyst:
szkoda, ze nie mamy papieru ani dlugopisul!

Oprécz tego: jakby$my mogli nagrywaé dokiadnie kazda chwilowa pozycje kierownicy? To po prostu
lezy poza ludzkimi mozliwo$ciami. Ale: czy na pewno potrzebujemy funkcji 1?7 Nie! Potrzebujemy tylko
wartosci funkcji ¢ na koncu naszej tortury. Ale ¢ jest funkcja pierwotna funkcji ¢v. Wtedy potrzebujemy
tylko calki oznaczonej funkcji ¢ od czasu ¢y (poczatek tortury) do czasu t; (koniec tortury).

Dopéki warto$é takiej calki jest znana, wystarczy manewrowaé kierownice, zebyémy opisywali
dowolna funkcje ujemna, ktorej catka jest (oprécz znaku) ta sama, jak wezesniej. W taki sposéb,
catka takiej rozszeszonej funkcji wynosi 0, tak, jak chcielismy.

P

Al

~Y

\ [
0
|\ |\

U\_J

Ale jak obliczy¢ caltke funkeji ¥(t). To latwiejsze niz wyglada. Wystarczy podlaczyé¢ zawédr do
butelki, przywiesi¢ butelke do géry nogami i, wolna reka, krecié¢/odkrecaé¢ zawér dokladnie tak, jak
kierownice. Zbieramy wode wypltywajaca w wiaderko: jej objeto$é¢ odpowiada dokladnie upragnionej
calce. Na koncu tortury, wystarczy oprézni¢ butelke i wla¢ w nig wode z wiaderka: aby odstawié
samochdd réwnolegle do osi miejsc parkingowych, potrzebujemy sterowaé (jednoczesnie) kierownice i
zawér, w taki sposéb, ze kierowca bedzie na zero, kiedy woda sie skoriczy. Dozyjemy kolejnego dnia!

Takie absurdalne doswiadczenie jest zupelnie urojone, chociaz istnieje pewien srodek transportowy,
ktéry znajduje sie w podobnej sytuacji: tédka podwodna.

Powyzej opisywany sposéb nawigacji stanowit norme na poktadzie pierwszych t6dek podwodnych
i jeszcze pojawia sie jako sposdb pomocniczy: oto nawigacja inercyjna.

Wiaderko stanowi najbardziej elementarny przyktad tak zwanego uktadu catkujacego (integrator).
Pomyslmy, ze jedno, bardzo uzyteczne urzadzenie miary, deszczomierz, jest po prostu wiaderkiem!
Przede wszystkim, on catkuje funkcje ,,opad chwilowy” przez caly dzien.

Elektronicznym analogiem wiaderka jest kondensator. Jeden z najprostszych ukladéw elektro-
nicznych, skladajacy sie z jednego rezystora i jednego kondensatora, obliczy calke (oznaczona) F'(f)
wchodzacego sygnatu f(t):

J0) -° | FO®

Morat tej historii jest: jesli bezmoézgowie wiaderko umie obliczyé calki, czlowiek tym bardziej
powinien!
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12 Tydzien XII: 17. i 20. grudnia 2024

7 konceptualnego punktu widzenia, calkowanie to po pro-
stu ,,rézniczkowanie na odwrét”: taka (wlasciwa) uwaga mo-
gltaby doprowadzi¢ do nieprawdziwego wrazenia, ze poziom
trudnosci jest ten sam.

Istotnie, kolejne roézniczkowania daza do uproszczenia Y d
wyrazenia—Ilub, przynajmniej, nie wyprowadzaja go poza ;
klasy, gdzie znajdowala sie funkcja przed rézniczkowaniem:
n.p.,

~dsec x dr = log| cosec x —cot x| +c = log

dx ] -1
==sin" x+e=-cos" X+¢
1=x°

dx X X
—+c=-cos = +c
a a

1 1 2
1n(x)r—>;r—>—?r—>;r—>m. (474)

Widaé, ze wszystkie funkcje od % maja ta sama postaé i sa
Hlatwiejsze” niz In(z), cokolwiek mialoby to znaczy¢.

Jesli rézniczkowanie prowadzi od trudnosci do tatwosci, to
musimy oczekiwaé, ze dzialanie odwrotnie prowadzi nas od
tatwosci do trudnosci.

1

Sprébujmy zacza¢ od —3 i catkowac:

1 1 1 log(z) 1 1,
) S(zl - —z°] - 27l -
B T2 T T 7 2(91j og(x) —x) = 1" og() — —x”log(z)

Wida¢, ze calkowanie zdecydowanie odprowadzi nas daleko od ,strony bezpiecznej”. Sytuacja jest

< 271 1
nawet gorsza, jesli zaczynamy od S

1 1 1 1
— arctg(x) — xarctg(z) — 5 log (2% +1) = —5% log (2% + 1) + ixz arctg(z) + T2 arctg(z),

1+ a2 2 2

po trzech krokach juz mamy co$ zupelnie paskudnego, co ledwo przypomina nam funkcje, od ktorej
zaczeliSmy.

Dobra wiadomo$é jest, ze rzadko bedziemy potrzebowali wiecej niz jednego catkowania—mnatomiast
wielokrotne rézniczkowanie jest istotnie, zwlaszcza jesli chodzi o rozwiniecie Taylora.

Pomino tego, nawet jednokrotne catkowanie mogltoby stanowié¢ olbrzymi problem studentom. Po-
wyzsze funkcje, tzn., z%, H%’ sg przykladami funkcji wymiernych. Nawet gorsza jest sytuacja,
kiedy mamy do czynienia z funkcjami niewymiernymi, zwlaszcza utamkami zawierajacymi pier-
wiastki, funkcje wyktadnicze, funkcje trygonometryczne, itd.

Istnieja rézne metody catkowania takich funkcji, ale ich wyczerpujace oméwienie zajmowaloby za
duzo czasu. W zwiazku z tym, bedziemy przedstawi¢ material nie w postaci twierdzen ale raczej w
postaci ,,przepisow babci”, tzn., regul, ktére po prostu, ,,dziataja” w odpowiednich sytuacjach. Student
powinien je pamigtaé¢ i rozpoznaé przypadki, kiedy one beda stosowne. Uzasadnieniem takich regut
nie bedziemy przejmowaé sie—ciekawy student mégtby sam to robié.

Zacznijmy od funkcji wymiernych.

12.1 Calkowanie funkcji wymiernych

Przypominajac Twierdzenie 6.6 oraz Wniosek 6.4, widaé, ze, aby by¢ w stanie catkowa¢ dowolng funkcja
wymierna, ,wystarczy” by¢ w stanie aby scatkowaé kazda funkcje wymierna pierwszego rodzaju (patrz
Definicje 6.6), takze kazda funkcje wymierna drugiego rodzaju (patrz Definicje 6.7).

12.1.1 Caltkowanie ulamkéw prostych pierwszego rodzaju

—dg ={ A=) ! ’ 475
/(a:—a)Tx {Aln(x—a) r=1. (475)

Latwo przekonac sie, ze:
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12.1.2 Calkowanie utamkéw prostych drugiego rodzaju
To mniej tatwo — ale juz mozliwe. Najpierw rozbijmy podana funkcje w dwa utamki:

Bx+C B 2z + 2p C—Bp
(22 +2pr+q)° 2 (22 +2px+q)* (22 + 2px + q)*

(476)

Zacznijmy od przypadku s = 1. Pierwsza skladowa daje sie tatwo catkowac: istotnie, oprocz wspot-
czynnika g, licznik stanowi pochodna mianownika. Wobec tego,

B 2z + 2p B 9
=—1 2 . 4
/:v2+2px+qd 5 n(z* + 2px + q) (477)

Druga sktadowa jest bardziej wymagajaca. Rozpiszmy mianownik postaci
(x+p)°+q-p°. (478)
(Uzupelnienie do pelnego kwadratu.) Wobec tego,

C—-Bp C — Bp
w2+2pr+q (v+p2+q—p?

(479)

,Przepis babci” powie, ze powinny$Smy prébowaé kasowaé lub/oraz znormalizowaé state na 1, o tyle
ile mozemy. Skoro q — p? jest wickszy od 0, mozna rozpisaé¢ (479) postaci

C-B
C-Bp q_pzp

2 - 2 :
=+ 2px +q o4 +1
vVa—p?

»Zmiszczenie niepotrzebnych wyrazéw”, w tym przypadku, polega na tym, ze powinniSmy traktowaé
ZHP_ jako nowa zmienna x (co de facto zetrze wszystkie przeszkadzajace wyrazy). Skoro

Va—r?
/
1
N B (481)
Vq—p? q—7p?

(480)

mozna rozpisaé¢ (480) jako

C—-Bp  C-DBp q—p? (482)
22+ 2pr +q ,/q—p2< vip >2+1
q—p?

Istotnie,

+1

q—p? T+p
——dr =arctg | — | , (483)
/< eip ) (vq—p2>

7 czego wynika

B C B C-B
QLda: = " In(2* +2pz +q) + 7parctg k2 . (484)
T —|—2px—|—q 2 q_p2 1/q_pQ

Zalézmy s > 11 wr6émy do (476). Pierwsza skladowa tatwo daje si¢ scatkowaé:

/ B 2z 4 2p d B
— :E =
2 (22 + 2px + q)* 2(1 — s)(2? 4 2px + q)5~!

(485)

Aby stawié¢ czolo drugiej sktadowej warto rozwazaé catke

o

(y) :Z/W}H)de, s> 1. (486)

116



Okazuje sie, ze

2 2
y +1-y
1) = [ Y =

_ 1 Y’ _

_/(y2+1)“dy_/(y2+1)sdy_
2

= s—l(y)—/g(yzfl)sdy:

y 1 1 1
=) = S e+ s e

Y 1
=TI 1(y) — 2(1 — S)(yz + 1)371 + 2(1 — S)Isfl(y) =
_3-2s, (y) — y
20 —s) T Al =)+ T
Skoro
I(y) = arctg(y) (487)

powyzszy wzér rekurencyjny pozwala wyznaczy¢ Is(y), dla kazdego s > 1.
Wéwezas druga sktadowa prawej strony (476) daje

C - Bp _C-Bp 1 B
(2 +2pz+q°* 1 ((x+p?+q—p°)°
~ C-Bp 1 B
- _ n2\s 2 s

(a—p?) (( Hp) +1>

q—p?
1
C—Bp Va—r®

(q—p?) 2 4=
Podsumowujac,
B In(z? 4 2px + q) + C=Bp arctg | ——2 s=1
/ Br+C i Vit - (488)
x =
b) 9 s B C—-B +
(2% + 2pw + q) 30=s) @+ 2prta)T T 21 s < xq—ZjD?) oo
(q—p?) 2

gdzie

Li(y) = arctg(y)

3 —2s Y
/ _ 3725 . 1.
S(y) 2(1 — S) s 1(y) 2(1 _ S)(y2 + 1)8*1 ’ 5>

12.1.3 Calkowanie dowolnej funkcji wymiernej

Razem z Wnioskiem 6.4, wzory (475) i (488) pozwalaja catkowaé kazda funkcje wymierna.

Pamigtaé¢ wszystko jest poza ludzkimi mozliwo$ciami: wystarczy pamietaé¢ gtéwna filozofie i by¢ w
stanie, aby wypracowaé¢ odpowiedni wzér dla kazdego konkretnego przypadku (ktory, zasadniczo, jest
o wiele latwiejszy niz ogdlny).
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12.1.4 Przyktad ze ,,sztucznym btedem” znaku

Przyktad 12.1. Calkowanie jest bardzo delikatnym biznesem. Maty blad arytmetyczny moze powo-
dowacé olbrzymie odksztalcenie wynikéw. Jako przyklad, zobaczmy co bedzie sie dziaé, jesli w naszej
funkcji wymiernej pierwszego rodzaju
Bz +C
22+ 2pr +q
wprowadzimy mala zmiane, a mianowicie zakltadamy, ze p?> — ¢ > 0. Wtedy mamy dwa rozwiazania,
réwnania 22 + 2px + ¢ = 0:

(489)

r1:=-—p+Vp2—q, x1:=-p-— \/]727_(1 (490)
W zwiazku z tym,
B C B 2 2 C-B
xr + T+ 2p p (491)

22+ 2pr+q 222+ 2pr+q (x —z1)(z — x2)
Pierwsza sktadowa traktujemy jak wczesniej. Do drugiej mozna zastosowaé¢ Wniosek 6.4. Dokladniej,
szukamy liczb Ap, Ay € R takich, ze

C-Bp A Ay

= . 492
(x — 1) (x — 22) a:—:r1+:1:—:z:2 (492)
Aby je znalezé, obliczmy sume:
Aq + Ay _ Al(fL‘ — :L'Q) + AQ(ZL‘ — 1'1) _ (Al + AQ)J} — A1xo — Aoxy (493)
rT—1T1 T — X (x —x1)(x — z2) (x —x1)(x — z2)
i rozwiazujmy wynikajacy z tej uktad réwnan
Ar+A42 = 0,
—All‘z — Agl‘l = (C-— Bp.
Mamy
A = C-Bp C-Bp
! r1—2  2\/p—q’
A C—-Bp  C-DBp
2 T1 — T2 20p% —q’
skad wynika
C — Bp C — Bp C—Bp
dx = In(x —x1) — ————=In(x — x2), 494
[ o e = ay g e = g ) (494)
t.J.,
C — Bp r4+p—+/p?—q
= In : (495)
2vVpP—q \z+p+Vp*—q
Podsumowujac,
Bx+C B C-B oV
/ﬁdmzln(ajZ—l—Qpa:qu)—i— P In Ttp P93 (496)
X +2p$+q 2 21/p2_q x+p+,/p2_q
Warto poréwnaé (496) z (484)... czy naprawde sa takie rézne?
Rozpisujac
— /p2_q
1 fe+p—+p2—q\ 1 [(1+—F5—) —Vr*—¢q
—1In =—In| ——F— | =artgh | ——— |, (497)
2 \z+p+vr2P—q) 2 \_ VP p+a
p+x
wzor (496) wyglada
Bx+C B Bp—-C 2 —
/ZQH_dx = —In(z® + 2pz + q) + P artgh vP — 4 , (498)
x4 4 2px 4+ q 2 Vp?—q p+x

co jest bardziej podobne (484).
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12.1.5 Przyklad ze wstepnym dzieleniem wielomianéw

Przyktad 12.2. Jeszcze inny przyklad zastosowania Wniosku 6.4. Obliczmy

e

(x —1)(z+1)2"

Najpierw nalezy obliczy¢ reszte R(x). Skoro
(z—D(z+1)2=2>+2° -z -1,

zastosujac algorytm podzielenie wielomianéw otrzymamy

=P+ —x—1) (a3 —2® 4+ 22 —2)+ 322 — 2.

To mamy

6 3z% -2
/(m—lix+1)2_x3_x2+2x_2+ ;

Pierwsza sktadowa prawej strony latwo daje sie scatkowad:
4 3

%—%—i—aﬁ—%:.

/m3—x2+2x—2dajz

Co do drugiej sktadowej prawej strony, warto rozpisa¢:

322 — 2 322 —1)+1 3 1

(x—1)(z+1)2"

C-DE+1? @-)atl) 241 @)@+l

Oczywidcie,

3
/m_i_ld:z:—Sln(af—i—l).

Szukamy teraz Ai, Ao, A3 € R takich, ze
1 A1 AQ A3

@D+l o-1 241 @+

Réwnanie
All'z + AQ.%'z +2A1x+Asx + A1 — Ay — A3 =1

ma by¢ spetnione. Nalezy wtedy rozwiazywac¢ uktad

A — Ay — As,
= 2A1+A37
0 = A1+ As.
Latwo otrzymac
1 1 1
Ai1=—-, Ay—-, A3=—=
1 4’ 2 47 3 9’
skad wynika
1 1 1 1
= -1 —1)—-1 1).
/(x2—1)(x+1) st Talos@ - - glosl@+1)
Podsumowujac,
0 ot 23 9 1 1
== = — 22+ 31 Dt—+-1
/(x—l)(x+1)2 ;-3 T oAl gem gy 4 g loe
LA S S (Ve+1iE—-1)
=———+42°—-2r+——+1In x x — .
4 3 2(zx+1)

Warto sprawdzi¢ obliczajac pochodna.
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12.1.6 Przyklad z wielomianem bez pierwiastkéw

Przyktad 12.3. Ostatni przyklad zastosowania Wniosku 6.4. Obliczmy

/ 1
14247

Szukamy a1, b1, a9, by € R takie, ze

(510)

1+t = (22 + a1z +b1)(2? +agz +b2) = 2% (a1az + by + ba) +x (azby + a1ba) + (a1 + ag) ¥ +bibg + 4.

Mamy wtedy uktad
b1by =

CLle + albg

aias + by + bo

ai + as

Il
I R

Otrzyma sie

bi=by=1, a1=v2, a=—-V2,
innymi stowy
1+a* = (22 + V22 + 1) (2% — V22 + 1).
Szukamy teraz A, B,C, D € R takich, ze
1 Ax+ B Cx+ D

= +
I+z%t 22— \22+1 22422 +1

Mamy wtedy réwnanie
B+D+(A+V2B+C —V2D)x + (V2A+ B —V2C + D)2? + (A+ C)a® =1

i uktad
B+D =
A+V2B+C—V2D

V2A+ B —vV20+ D
A+C =

I
o o o

Rozwiazania sa

_ 5
Wobec tego

T

1 1 x
1 2 9 2t v

T+at 22— V22+1 22+22+1°

Juz wiedzac, ze

xT

J - R S S

A e + ,
22 —V2z+1 442 22

/ :+ ﬁ i log (22 + V2z + 1) N arctg (\@x +1)
22 +2z+1 42 2V/2 ’

otrzymamy nareszcie

/ 1 1 | 22 +V2x+1
= n
1+x2* 42 22 —2x+1

Warto sprawdzi¢ obliczajac pochodna.

120

) + 2\16(arctg(\/§:r +1) +arctg(v2z — 1)).
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(512)

(513)

(514)

(515)
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12.2 Calkowanie funkcji wymiernych zlozonych z innymi funkcjami

Czasami funkcje wymierne sa ,w przebraniu”, w sensie, ze nie wida¢ gotem okiem, ze mamy do
czynienia z takimi funkcjami. Faktycznie, mamy do czynienia z funkcjami ztozonymi funkcji wymier-
nych z innymi funkcjami. Z grubsza méwiac, n.p., ,funkcje wymierne funkcji sin?(z), cos?(x) oraz
sin(x) cos(x)” sa ulamkami, gdzie wystepuja kombinacje liniowe poteg funkcji sin(x), cos?(x) oraz
sin(x) cos(x) i w liczniku i w mianowniku.

12.2.1 Funkcje wymierne funkcji sin?(z), cos?(z) oraz sin(x) cos(z)

Takim przypadkom stawia sie czolo przez podstawienie

o= ta(a). (517)
Istotnie,
1
2 —
cos®(z) = T2
2 t?
sin“(x) = R
. t
sin(z) cos(x) = e
Nalezy réwniez rozwazac fakt, ze
dx , , 1
dx = adt = 2'(t)dt = arctg'(t)dt = mdt. (518)
Przyktad 12.4. Scatkujmy
cos?(x) (519)
sin(z) (sin(z) + cos(x)) |
Po podstawieniu, funkcjg do catkowania jest
1
. 520
th+t3 124t (520)
Rozt6zmy na utamki proste:
1 —t—1 1 1
= -——. 521
B3+ 2 4+t 2(t2—|—1)+t 2(t+1) (521)
Rozpisawszy
—t—1 1 t
— _ 522
2(t2+1) 2(2+1) 2(2+1)’ (522)
otrzymamy
- N S (523)
B2+t 2(124+1)  2(1241)  t  2t+1)’
skad wynika
1 1 1 1
—————dt = ——In(t*+1) +In(t) — = In(t + 1) — - arctg(t
/t4+t3+t2+t g (CH ) FIn(t) — g e+ 1) = Garctg()
t 1
=In — —arctg(t).
(t+1)VEZ+1
Podstawiajac t otrzymamy
2 t
/ ___cos’(a) dz =In glz) _— (524)
sin(z)(sin(x) + cos(x)) V (tg(z) + 1) sec(z) 2
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12.2.2 Funkcje wymierne sinus6w i cosinuséw

Takim przypadkom stawia sie czolo przez podstawienie

t:=tg (%) .

Istotnie,
sin(z) = sin (2%)

= 2sin (%) cos (%)

2

14

cos(z) = cos(2%)

= 1-—2sin® (%)

- 2

B 14 ¢2

14

142
Nalezy réwniez rozwazac fakt, ze

dx , , 2
dx = Edt = 2'(t)dt = 2arctg (t)dt = mdt.
Przyktad 12.5. Scatkujmy
1
sin(z) + cos(z)
Po podstawieniu, funkcjg do catkowania jest
-2

t2—2t—1"

Rozt6zmy na utamki proste:
-2 1 1

Eooi—1 VE(—t4V2+1)  VE(E+VE- 1)

i scatkujmy:
—2 1 t+v2-1
t2 -2t -1 V2 \—t+v2+1
Podstawiajac ¢ otrzymamy

dr =

1 1 <tg(9‘ +vV2-1
In

/ sin(z)(sin(x) + cos(z)) V2

12.2.3 Funkcje wymierne z—6w i v1 — 22

Mozna podstawié¢ x = cos(u) i przej$é do poprzedniego przypadku. Zauwazmy, ze

dr = —du = 2’ (u)du = cos'(u)du = — sin(u)du .

 du
Przyktad 12.6. Scatkujmy
1
4—5/1—2a?

Po podstawieniu x = cos(u), funkcja do catkowania jest

(525)

(526)

(527)

(528)

(529)

(530)

(531)

(532)

(533)

(534)



Po podstawieniu t = tg (%), funkcja do calkowania jest

2t
2+ 1) (22 —5t+2)

Rozt6zmy na utamki proste:
2 8 4

5 11) 12i-1) 150 -2)

4 1-2 2
—In ( t) + —arctg(t) .

i scatkujmy:

15 2—t 5
Podstawiajac ¢ otrzymamy
4 1—-2tg (%
4 (i=2te(p)) v
15 2-tg (%) 5
Zaobserwujmy teraz, ze ze wzoru
1— ¢

x:cos(u):m, tztg(%),

wynika

() =\ 1 o) = V155

Wobec tego, (538) daje nam

In

1 1—2y/172
—dxzi
/4_5\/1_932 5\ 5 i

1+z

Uwaga 12.1. Istnieje druga metoda. Mozna réwniez od razu podstawic

1_t2<:>t 1—=z
xzi = .
1+ 2 Vita

_dzx 4t

Zauwazmy, ze

dx

= —dt = ——dt
dt (2 +1)°
Na przyklad, catka funkcji (533) jest réwna calce funkeji

2t
(t2+1)(2t2 =5t +2)’

tzn., (535).

12.2.4 Funkcje wymierne z—6w i V12 +a, a > 0

Mozna podstawié¢ x = /atg(u) i przej$é do poprzedniego przypadku. Zauwazmy, ze

d
dx = ﬁdu =2/ (u)du = Vatg' (u)du =
Przyklad 12.7. Scatkujmy
1
r+Va2+2

Po podstawieniu z = v/2tg(u), funkcja do catkowania jest

1
cos(u) + cos(u) sin(u)
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(536)

(537)

(538)

(539)

(540)

(541)

(542)

(543)

(544)

(545)
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(547)



Po podstawieniu t = tg (%), funkcja do calkowania jest

2 (t*+1)
(t—1)(t+1)3"

Rozt6zmy na utamki proste:
1 1 2 1

2641 (12 (Gr1P 20-1)

i scatkujmy:

1 1 +11 t+1
— —n{——1].
(t+1) (t+1)2 2 t—1

Podstawiajac t otrzymamy

B 1 +11n tg (%) +1
(tg(3)+1) (tg(5)+1)* 2 \tg(3)-1/

Zaobserwujmy teraz, ze ze wzoru

wynika
o VT2
te(3) = .
Wobec tego, (551) daje nam
. 2 (ViZ+2—z) +n (2 (Va2 +24+2) +1)
de = .
/x+ Va2 +2 ! 4

Uwaga 12.2. Istnieje druga metoda. Mozna réwniez podstawié

a— t2
T = St=\224+a—=x.

2t

Zauwazmy, ze

_deg ottt
dt 2t2

Na przyklad, catka funkcji (546) jest réwna calce funkeji

dx dt .

242
4t

242 1/ t?

a:( x2+2—x)—2ln( x2+2—:c)
4 b)

skad wynika

czyli

(548)

(549)

(550)

(551)

(552)

(553)

(554)

(555)

(556)

(557)

(558)

(559)

co réwna sie (554). (Widaé? To typowy przyklad dwdch rozwiazan, ktérych réznica jest stala, ale nie

w jawniej postaci ,c”.)
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12.2.5 Funkcje wymierne funkcji e**
Mozna podstawié¢ t = e** i przejs¢ do poprzedniego przypadku. Zauwazmy, ze

dr _ln(t)/_l
dr = dtdt-x(t)dt-( o )dt—atdt. (560)

Przyktad 12.8. Scatkujmy

erT\/1 + e2z, (561)

Po podstawieniu t = e®, funkcjg do calkowania jest

B3V 1. (562)
Po podstawieniu ¢t = tg(u), funkcja do catkowania jest

sin’(u)
o) (563)

Skoro
sin®(u) _ sin(u) sin?(u) _ sin(u)(1 — cos?(u))
cosb(u) cosb(u) cosb(u)

, (564)
mozna catkowaé przez podsawienie:
i3 / o 2
/sm (u) du = _/ cos’(u)(1 — cos (u))d

cosb(u) cosb(u)

_ _/ (1 — cos?(u)) dcos(u) du —

cosb(u) du B

1—02
= — d =
/ B

1 1
505  3v3’

gdzie v = cos(u). Wobec tego,

/sin3(u) P 1 (565)

cos(u)  Beos®(u) 3cosd(u)

cos(z) = 4/ 1 jtz = cosl(x) =(1 +t2)% , (566)

Uwzgledniajac, ze

otrzymamy
1 5 1 3
/t3\/t2+1dt:5(1+t2)2 —§(1+t2)2, (567)
skad na reszcie
1 5 1 3
M1 4 e2edy = 5(1 + e¥)2 — §(1 + €%)2 (568)
12.3 Calkowanie innych szczegélnych przypadkéw funkcji niewymiernych
12.3.1 Calkowanie funkcji postaci W(x)e **, W (z)sin(z) oraz W (zx) cos(x)
Gdy
n
W(x) = ana" + ap1a" '+t aw+ag =Y apa” (569)
k=0
jest wielomianem n—tego stopnia, wéwczas funkcji pierwotnej dla funkcji
flz) = W(z)e™ (570)
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szukamy w postaci

/f(x)da: = (cpz™ + 12"V e+ co)e_m +C

gdzie wspdlczynniki ¢ spetniaja uktad réwnan liniowych

Istotnie,

-, = ap

nep—ACp—1 = Gp—1
(k+ Dcgp1—Acy = ap

262 —)\81 = a

Cl—)\CO = ag.

((Cnxn =+ Cn_lxn—l +---4+cx+ Co)e—)\r)/
(nena" ™! 4 (n = Den1a™ 2 4 e)e ™ = Aen” + eno1a” ™ 4o e+ co)e”

((e1 — o) + (2¢2 — Ae))x + -+ + (nep — Aep_1)x™ L = Aepz™)e ™

réwna sie W (z)e™** wtedy i tylko wtedy, gdy powyzszy uklad jest spetniony.
W szczegdlnosci, ktadac A = —i i biorac czes$é rzeczywista i urojona obu stron otrzymujemy jako
szczegblny przypadek caltki

/W(az) sin(x)dzx , /W(x) cos(x)dx .

Wystarczy zastosowaé wzoér Eulera:

" = cos(x) + isin(x).

Przyktad 12.9. Obliczmy caltke

Zacznijmy od catki

/ (z* + z + 1) sin(z)dz .

/(:c2 +x+ 1) edx

szukajac funkcje pierwotna w postaci

Z réwnania

zachodzi

skad otrzymamy

F(x) = (02x2 +c1x + C[)) e

Fllz)= (2" +2+1)e”

’iCQ = 1,
2c0 +1ic; = 1,
c1ticg = 1,
cg = 1471,
c1 = 2—i,
Cy = —1
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Wobec tego,

F(z) = (—iz® + (2 — i)z + (L + 1)) e =
= (—iz® + (2 — i)z + (1 +1)) (cos(x) + isin(z)) =
= % sin(z) — sin(z) + cos(x) + x(sin(x) + 2 cos(x))+

+ (=2 cos(x) + sin(z) + cos(z) — z(cos(z) — 2sin(x)))i.

Skoro
F'(z) = (2* + 2 + 1) cos(z) + i (2* + = + 1) sin(x)

wiemy, ze

/ (22 + z + 1) sin(z)dz = —2* cos(z) + sin(z) + cos(z) — z(cos(z) — 2sin(z)).

12.3.2 Calkowanie funkcji trygonometrycznych z funkcjg wykladnicza

S::/eaxsinw, C::/eaxcosx.

Po jednokrotnym scatkowaniu przez czesci otrzymujemy uktad dwéch réwnan

Niech

aS+C = e*sinz

—S+aC = e™cosx,

ktéry rozwiazujemy metoda algebraiczna. Inny sposéb to wyznaczyé catke
C+iS= /e(“”)wdx,

na mocy wzoru Eulera '
e = cos(x) + isin(z) .
Przyktad 12.10. Obliczmy catke
/62’” sin(z)dz .

S::/e%sinm, C’::/e%cos:z:.

Catkujac przez czesci, otrzymamy

Niech

S = —e*® cosx+/262x coszdr = —e*®cosz +2C,
C:e%sinx—i—/Qe%sinxday = e*ginz — 28,
t3.,
2S+C = e*sinx,
—S42C = e*cosz,

skad, raczej niespodziewanie, wynika

9z 28inT — cosx

S = _
c 5

sinx + 2cosx

C — 2P T aVES S
5
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12.3.3 Calkowanie funkcji trygonometrycznych z wielomianami i funkcjag wyktadnicza

Niech
Sy = /x”e‘”” sinz, Cy:= /x"e‘”“ COST . (585)

Najwygodniej obliczy¢
T = / a"el @) gy (586)

a na koncu obliczy¢ czesé rzeczywista i urojona.
Przyktad 12.11. Obliczmy catke
/SL‘QCQI sin(x)dx . (587)

Do tego celu, rozpatrzmy funkcje .
fx) = a?eHie (588)

i szukajmy jej funkcji pierwotnej F'(x) w postaci
F(x) = (02;62 + 1z + ) et (589)
Z F'(x) = f(x) wynika, ze
a+2+1i)c=0, 2c+2+i)aa=0, —-1+2+i)ca=1. (590)
Rozwiazawszy powyzszy uklad réwnan,
. 4 12 162 8 444
ro) = ((5-5) 7 (5 - 5) 7+ (5 1))

= L(323”((533(556 —8) + 22)sin(x) + (10x(5bz — 3) + 4) cos(x))+

125
1, :
+ zﬁ& (2(5z — 2)(5z — 1) sin(z) + (5(8 — 5x)z — 22) cos(x)) .
Ale
f(z) = x2e*(cos(z) + isin(x)), (591)
skad wynika
e T — x — 1)sin(z —5x)r — cos(x
[ a2 o - L5 =D - Detnta) + (6 5o Do) gy

12.3.4 Calkowanie przez podstawienie Eulera

Podstawienie Eulera stuzy do catkowania funkcji wymiernych od z i vaz? + bx + ¢. Mamy 3 rodzaje
podstawien Eulera:

1. Vax? +bx +c = /ax *t, kiedy a > 0;
2. Vaz? +bxr + c=+/c +tx, kiedy ¢ > 0;
3. Vax? + bz + c = +t(z — p), kiedy az? + bxr + c = a(z — p)(z —v).

Przy "+”7sami wybieramy co podstawiamy: “+7czy ”—", bo i "+7i
”—”prowadza zawsze do poprawnych wynikéw. Otrzymane funkcje mogg nie
wyglada¢ na takie same, ale przez to, ze beda mialy rézne stale calkowania
beda pochodzity od tej samej funkcji pierwotnej. Podsumowujac: samemu wy-

bierz czy wolisz podstawienie z "+ ”czy "—"w "+”z podstawien Eulera.

Pozwole sobie da¢ jakas mnemotechnike. Oczywiste pytanie, ktore kazda osoba zadawataby sobie,
byloby: ,skad pochodza powyzsze wzory”? Aby na to odpowiedzie¢, wystarczy przeczytaé oryginalnie
notatki Pana Eulera:
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§. 1.

Incxpmmus a cafu fimpliciimo, quo =0, et quaeramus

dx — b3
integrale formulae VeribseEE ) .quae pofito x = 27F
tranfit in hanc: yirere=rseres) 2 'bi duo cafus dlﬁmgm
conuenit, prout ¢ fuerit vel quantitas pofitiua vel negatina,

P h = i ) iz

Sit igitur primo ¢ =4 ff et 501 m’nla ;lboﬂx.a fiet o e
cuius integrale eft 3 J2==Y(eelf=Ph+-52)  jdeoque erit no-

ftrum integrale
1 1:x—b+v(acc——qbcx+0c:z)
ye c

’

quod ergo, ita fumtum vt enanefcat pofito x == o, euadet

lcx—b+\/c(aa—.-bz+cxx)
—b=avye

At vero f‘ ¢ fuerit quantitas negatiua, putac=-= g g. for-
mula differentialis per 2 exprefla erit

EV(“EK—*-N—"“’

c :
cuius integrale eft ;A fin. =2+ C; quare integrale
ita fumtom vt euancf‘cat pofito x = o fiet

=i Afin 2=t 1A fin, :

Y(sagg+0b86] V(acgg-+50)"
Niestety, aby to zrobié¢, nalezy najpierw dosta¢ doktorat w tacinie. Mniej rygorystyczne ale bardziej
skuteczne podejécie jest nastepujace: podnoszac obydwie strony powyzszych wzoréw do kwadratu
otrzymamy, odpowiednio,

ar’ +br+c = (Vaxr=£t)?,
ar’ +br+c = (Ve £tx)?,
ar— W —v) = Pl p?.

Nie trzeba podkredlaé, ze, jesli ax? + bx + ¢ jest kwadratem jednomianu, nic nie nalezy zrobié. Pod-
stawienie Eulera shuzy dokladnie po to, aby rozpatrywaé przypadki, kiedy az? + bx + ¢ nie jest
kwadratem jednomianu. Nie by¢ kwadratem jednomianu znaczy dokladnie, Ze nie istnieje zadne ¢
spelniajace zadne z powyzszych rownan, rozwazanych jako réwnan wielomianéw! Innymi stowy,

At € R takiej, ze az® + br 4+ ¢ = (Vaz +1)?, (593)

nawet jesli

Va3t = t(z) taka, ze az® + bxr +c = (Vaz £1t)%. (594)

Nad tym dokladnie jest oparta magia: sam fakt, ze axz? 4+ bx + c nie jest kwadratem jednomianu,
pozwala nam zdefiniowa¢ nowa zmienna ¢t = t(x), ktora ostatecznie ,uprosci” catkowanie. Oto sposéb,
aby pamietaé: traktujmy az? + bx + ¢ jakby byl kwadratem jednomianu, i weZmy nowy parametr ¢
jako nowsg zmienng. Bardzo prawdopodobnie Euler odkryl swoje stawne podstawienia sprobowawszy
zauwazy¢ to, co bylo pod znakiem pierwiastku, jako kwadrat jednomianu.

Przyktad 12.12. Obliczmy catke

1
dx . 595
/x+\/932—:c+1 (595)

Temu przypadkowi pasuja pierwsze i drugie podstawienie, ktore okazuja sie by¢ te same:

2 —r+1=(zxt)?. (596)

Skoro 22 — x 4 1 nie ma zadnego rozwiagzania, widaé, ze nie istnieje zadne ¢, takie, ze (596) zachodzi

dla kazdego x. Ale istnieje funkcja ¢ = t(z), taka, ze (596) zachodzi dla kazdego x. Mianowicie,
t(z) =+t Va2 —az+1. (597)
Ustalmy znak plus w (596) i wyciagnijmy = z tego:

1—¢2
24+ 1°

T = (598)
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7 tego wynika:

dz 2(2+t+1)
der = —dt = ————=dt 599
T (2t + 1)2 (599)
i ponadto:
2+t+1
2 1" "- 600
o 2%+1 (600)
wobec tego, po podstawieniu, bedziemy musieli catkowaé
1 2(t2+t+1) 2(t*+t41) (601)
T2 | 241 2 T T o2 :
2t4f1 + tﬁf{ (2t +1) 2t + 5t + 2
Rozt6zmy na utamki proste:
1 2
— — —— 41 602
204+1 t+2 * (602)
i scatkujmy:
(t+2)* )
n —t 603
<\/1 + 2t (603)
Wréciwszy do starej zmiennej x:
2
/ 1 (—m+s/($—1)x+1+2)
dr =2 —+/(xr—1)z+1+log (604)
vVt —rt1 \/—2x+2 (r—Dz+1+1
Przyktad 12.13. Obliczmy catke
1
/ ————dx. (605)
V-2 —x+2
W tym przypadku,
—2?—x42=—(z—1)(z+2), (606)
t.j., mamy dwa rézne rozwiazania u = 1 oraz v = —2. Niech t = t(z) bedzie definiowany przez wzor
V-?—x+2=tzx—-1). (607)
7 tego wynika
;=Y —x? —x+2
N x—1 ’
t2 -2
r = .
t2+1
Latwo widaé, ze
1 2
———————dx = | ——dt =2arctg(?), 608
[ gt = [ =2t 0%
czyli
1 V—x? — 2
/ e dr=2mretg [ T2 (609)
Y p———— r—1
12.3.5 Inne calki zawierajgce pierwiastki
Kiedy mamy do czynienia z catkami funkcji wymiernych od z i
Az + B
\| =——=, AD-BC #0 610
C.Z' + D ) # ) ( )
mozna podstawiac
Az + B
t =4/ . 611
Cx+ D (611)
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Przyktad 12.14. Obliczmy catke

1+ e®
dz . 12
/\/1_636 . (612)

Najpierw podstawmy

d d
u=e"=dr= ﬁdu = (Inu)'du = Zu (613)
Catka stanie sig
1+ul
—du . 614
/ 1-—uu " (614)
Czyli mozna ustali¢
1 2 -1 At
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13 Tydzien XIII: 7. i 10. stycznia 2025

13.1 Twierdzenie Podstawowe Rachunku Rézniczkowego i Catkowego

W Rozdziale 11 przedstawiono kilka wskazdéwek tego, ze operacja odwrotna do operacji brania
pochodnej wiazy sie z pojecie pola powierzchni pod wykresem funkcji — jednak nie nadali-
Smy tej intuicji ksztaltu twierdzenia i niego nie udowodniliémy: sformutowaniem i dowodem takiego
twierdzenia bedzie temat niniejszego Rozdziatu.

branie pochodnej <+— roézniczkowanie
branie funkcji pierwotnej <+— calkowanie

Warto podkresli¢, ze przez caly poprzedni Rozdzial 12 rozwineliémy metody okreslenia funkcji
pierwotnych dla poszczegdlnych klas funkcji, ktore niestety — w stosunku do klasy wszystkich funkcji
pod ktorych wykresami pole powierzchni daje sie obliczy¢ — stanowia nieznaczna mniejszosé. Z bardziej
praktycznej perspektywej : teoria jest potrzebna aby stawié¢ czota caltkowaniu klasy funkcji, ktéra jest
na tyle bogata, aby obejmowaé, np. wszystkie funkcje, ktére opisuja zjawiska fizyczne.

Warto takze podkredli¢, ze gléwna przeszkoda do plynnego rozwiniecia teorii calek jest definicja
matematyczna czego$ na pozér oczywistego — pole powierzchni figury.

13.1.1 Pole powierzchni (ze znakiem) pod wykresem funkcji

Niewatpliwie, wszech§wiaty rézniczkowania i catkowania pokazuja pewna réwnolegtosé: n.p., gltéwna
metoda rézniczkowania, t.j., wzér Leibniza odpowiada gtéwnej metodzie calkowanie, t.j., wzorowi
catkowania przez czesci. W jakims$ sensie, sa jednym i tym samym, jesli uwzgledniamy fakt, ze, z
definicji, catkowanie to rézniczkowanie na odwrét.

Czasami, pomimo wszystko, rownoleglos¢ jest mniej widoczna. Zwlaszcza jesli chodzi o interpre-
tacje geometryczna. W zdaniu
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y,Pochodna f’(z) funkcji f w punkcie z jest wspélczynnikiem kierunkowym
prostej stycznej (zakladajac, ze istnieje) do wykresu funkcji f w punkcje

(z, f(2))”

ktore definiuje pochodna w geometryczny sposéb, pojawiaja sie poprawnie zdefiniowane pojecia (z
formalnego punktu widzenia). Przy tym, tatwo udowodnié, ze powyzej zdefiniowana f'(z) odpowiada
granicy

t i

t—0 t ’

zakladajac, ze ona istnieje. (Wystarczy napisa¢ réwnania prostych siecznych i wziaé¢ granice ich wspét-
czynnikéw kierunkowych.) Réwnowazno$é miedzy powyzszymi definicjami pochodnych jest tak wi-
doczna, ze zwykle zapominamy, ze sg one dwiema innymi rzeczami.

Przejdzmy do réownoleglego wszech$wiata — do catkowania — i zastandéwmy sie, czy intuicja z Roz-
dziatu 11, a mianowicie, ze

F(z) :=FIG;(f), a dowolna liczba z dziedziny f, (617)

jest funkcja pierwotna funkeji f(z), ma jakikolwiek sens:

sWartos¢ F(b) funkcji pierwotnej funkcji f w punkcji b jest polem po-
wierzchni (ze znakami) figury ograniczonej przez wykres funkeji f i proste
pionowe przechodzace przez a i b

A
y
y=f(x)

dodatne
pole

a ujemne b
pole

Na pierwszy rzut oka: tak, wszystko brzmi dobrze. Nawet wspomniana ,figura” posiada wtasciwa
definicje. Zauwazmy, ze definicja (414) z Rozdzialu 11, a mianowicie

=V

wykres f z gory

o$ x z dotu

prosta x =t 7z lewej strony
prosta x =T =z prawej strony

FIG! (f) := pole powierzchni figury ograniczonej przez: (618)

potrzebuje lekkiego oszlifowania, poniewaz nie zawsze wykres f jest nad osig x—6w: poprawna definicja
jest dana ponizej.

Definicja 13.1. Polem powierzchni (ze znakiem) figury pod wykresem funkcji f (miedzy a i b) jest
pole powierzchni zbioru

{@y) eR?*[a<z<b, min{0,f(z)} <y < max{0, f(2)}}. (619)
Oznaczamy ono symbolem FIGC(f).

Jeszcze raz: wyglada na to, ze teoria rozwia sie plynnie i bez przeszkdéd — gdzie jest problem?

Problemem jest samo pojecie pola powierzchni jakiekolwiek figury (a nie
tylko tych pod wykresem funkcji): czym ono jest? czy wcale ono istnieje?

Jest to wielokrotnie trudniejsza sprawa niz definicja prostej stycznej (ktéra latwo sie zalatwi). Fak-
tycznie, problem definicji pola powierzchni jest calg teoria, znang jako teorig miary.
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13.1.2 Calkowalnos$é¢ w sensie Riemmana w ramach teorii miary

Dlaczego tak intuicyjne pojecie, jakim jest pole powierzchni, powoduje tak duzo probleméw? Poniewaz
dla prostych figur, pole powierzchni jest ,widoczne”, natomiast dla bardziej ztozonych nalezy wymy$lié¢
jakis sposob rozszerzanie tego pojecia — i nie zawsze tego drugiego kroku daje sie wykonac¢. Dokladniej:

1. istnieja figury, ktérych pole powierzchni jest widoczne: n.p., pole powierzchni prostokata [a, b] x
[¢, d] powinno wynosi¢ (b — a)(d — ¢);

2. istnieja figury, ktérych pole powierzchni wynosi zero: n.p., miara wszystkich krzywych powinna
wynosi¢ zero;

3. jesli Ay oraz Ay sa dwiema figurami z pusta wspélna czescia, to pole powierzchni(A4; U Ag) =
pole powierzchni(A;) + pole powierzchni(As);

4. jesli  ciag figur {A,}ney dazy do figury A, to ciag liczb dodatnich
{pole powierzchni(A,,)},en powinien dazy¢ do pola powierzchni(A). (Przyklad: ciag wielokatéw
wpisanych w okrag.)

Jesli przypominamy sobie, jak w Rozdziale 11 doszliémy do wniosku, ze warto$é F'(b) funkcji pierwotnej
F(z) funkcji f(x) jest pole powierzchni figury pod wykresem f miedzy a i b, czyli

F(b) = FIG)(f), (620)

to powinniSmy zdaé¢ sobie sprawy, ze (nie)$wiadomie korzystaliémy z powyzszych (nieformal-
nych) zasad teorii miary.
O teorii miary juz nie bedziemy rozmawia¢. Natomiast, podajemy nastepujaca kluczowa definicje.

Definicja 13.2. Funkcja f : D — R o dziedzinie D jest catkowalna w sensie Riemanna jesli
istnieje pole powierzchni pod wykresem funkcji f miedzy dowolnymi a i b w D.

rézniczkowalno$¢ <+—  istnienie prostej stycznej
catkowalno$¢ <+— istnienie pola powierzchni.

Aby udowodni¢ Twierdzenie Podstawowe Rachunku Rézniczkowego i Catkowego wystarczy po-
kazaé, ze kazda funkcja ciagla jest calkowalna w sensie Riemanna (nadchodzace Twierdze-
nie 13.2). Niemniej jednak warto zauwazy¢, ze klasa funkcji catkowalnych jest znacznie szersza
niz klasa funkcji cigglych: typowym przyktadem funkcji nie ciaglej ale catkowalnej w sensie Rie-
manna jest funkcja schodkowa. Na przykiad, pole powierzchni FIGZ( f) (ze znakiem) figury

YA
ry y=f(x)

dodatne
pole
- >
a ¢ ujemne b X
pole

I

jest réznica miedzy polami powierzchni zielonego prostokata a niebieskiego.

UWAGA!!
Dopiero po upewnieniu sie o rézniczkowalnosci funkeji f(z) mozemy podjaé
zadanie okreSlenia wartosci pochodnej f/(x). Podobnie, tylko jesli funkcja
f(z) jest calkowalna, to mozna méwié o jej calce.
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Definicja 13.3. Jesli f : D — R jest catkowalna w sensie Riemanna i a,b € D, to liczba

/bf(x)da: = FIG(f) (621)

nazywa sie catka w sensie Riemanna funkcji f miedzy a i b.

UWAGA!!
Warto poréwnaé definicje (621) calki Riemmana z definicja calki wedlug New-
tona (454), czyli:

b
/ f(@)dz = F(b)—F(a).

Fakt, ze w lewych stronach znajduje sie ten sam symbol tatwo doprowadza
do niezrozumienia: catka Newtona funkcji f opiera sie na istnieniu funkcji
pierwotnej F', podczas gdy catka Riemanna pozwala zdefiniowac¢ funkcje
pierwotng.

Teoria miary urodzita sie z odkrycia, ze sa figury bez pola powierzchni, patrz Przyktad 11.1. Tak
naprawde, figura rozpatrywana w powyzszym przyktadzie jest figura pod wykresem pewnej funkcji,
ktéra wtedy nie moze byé¢ catkowalna w sensie Riemanna, zgodnie z Definicji 13.2. Jest ona funkcja

Dirichleta:
1 z€Q

ro={4 258 (622)

W jakim sensie, dla powyzszej funkcji Dirichleta, zdefiniowanej, powiedzmy, na [0, 1], pole powierzchni
(ze znakiem) FIG(f) ,nie istnieje”? W sensie, ze liczbe FIGH(f) nie mozemy zdefiniowaé w zaden
sposob, ktory jest zgodny z powyzszymi zasadami teorii miary. Aby to pokazaé, bedziemy
potrzebowali bardziej formalnej (wiec dluzszej) definicji.

7 grubsza méwiac, zdefiniowanie pola powierzchni FIG(l)( f) prowadzi do ,paradoksu zebry”: czy
zebra jest biala w czarne paski, czy czarna w biate paski? Wyobrazmy sobie, ze musimy skonstruowac
krate dla wiezienia, o miarach 1 x 1, taka, ze, nad kazdym punkcie podstawy odpowiadajacym liczbie
wymiernie, znajduje si¢ pionowy pret o grubosci 0. Wowczas, jeéli zaczynamy od pustej ramy, otrzy-
mamy krate przez ktora przechodzi 100% Swiatla; jesli zaczynamy od stalowego (pelnego) kwadratu i
obetniemy niepotrzebny stal, otrzymamy krate przez ktéra przechodzi 0% $wiatla. Oto sprzecznos$é.

Dodajemy nieskoficzenie Skorko kazdy pret Jf_t
Pusta rama. wiele pretéw. nieskoficzenie cienki,
100% $wiatta powinno

przechodzi¢ przez krata.

Wykonujemy

Skoro kazde ciecie jest

. . S i nieskonczenie cienkie
nieskonczenie wiele cieé o e X 4
0% $wiatta powinno

““““‘ “““““‘““““““ prZEChOdZié m

13.1.3 Calkowalno$é w sensie Riemanna bez teorii miary

Stalowy (pelny)

kwadrat.

Zechcemy przeformutowaé Definicje 13.2 zastepujac ,.filozoficzne” pojecie istnienia pola powierzchni
bardziej ,,praktycznym” pojeciem, tj. pojeciem, ktore daje si¢ uzywaé w praktyce. W tym celu, trzeba
wprowadzi¢ pare gadzetow.
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Definicja 13.4. Dla kazdego przedzialu [a,b], jego podzial P jest skoriczonym zbiorem punktow
TOy L1y sTp—1, Ty, gdzie
a=x9<1x1 <

<..<zp 1<z, =b. (623)
Bedziemy pisaé
A.’L’Z‘:$i*l‘i,1, i:1,2,...,n. (624)
Niech teraz f : [a,b] — R bedzie funkcja ograniczona (nie koniecznie ciagla). Kazdemu podzialowi
P przyporzadkujemy liczby

M; = sup{f(x) |z € [xi—1,xi]},
m; = inf{f(z) |z € [zi1,7]}.
Funkcje schodkowe
hp(x) = M;jedli x € [z;—1,xi[,
gp(x) = myjesli x € [xi_1, x4,
spelniajg nieréwnosci
g(x) < f(z) < h(zx), Vzx€la,b]. (625)

AN

o ‘ T t .
o a b Y q b M

Postugujac sie powyzszym malym przedsmakiem teorii miary, mozna stwierdzi¢, ze figury pod
wykresami funkcji hp oraz gp miedzy a i b, bedacymi sumami prostokatow, posiadaja pole powierzchni.
W zwiazku z tym, definicja 13.3 ma sens i mozna nawet obliczy¢ obie catki w sensie Riemanna

n

b
/hp(x)d:c = Y MAz;,

i=1
b
/gP(fL')dx = Zmlel

Zauwazmy, ze, dla kazdego podziatu P, figura FIGZ(gp) zawiera sie w figurze FIGZ( f), ktéra z kolej
zawiera sie w figurze FIGZ(hp). Wobec tego, pole powierzchni (ze znakiem) figury pod wykresem
funkcji f miedzy a i b, zakladajac ze istnieje, musi spetniaé¢ nieréwnosc

b b
/ gp(x)dz < pole powierzchni (ze znakiem) FIGL(f) < / hp(x)dx. (626)

a

Juz zaobserwowaliSmy, ze, z teoretycznego punktu widzenia, pole powierzchni FIGZ( f) nie musi istnieé.

Nieréwnosci (626) lapia genialna idee Riemanna: ,zmusi¢” FIG?(f) do istnienia
za pomocy Twierdzenia o trzech ciagach.

Inaczej mowiac, trzeba pokazaé, ze liczba FIGZ( f) musi istnieé¢, poniewaz daje sie ona przyblizaé
przez liczby bedace polami powierzchni elementarnych figur (prostokatéow). Zaobserwujmy, ze najwyz-
sza 1 najmniejsza liczba w (626) zaleza od P. Intuicja sugeruje, ze, im gestszy podzial P tym mniejsza
bedzie réznica miedzy figurami pod wykresami gp a hp miedzy a i b. Ale nie wiadomo, czy réznica
miedzy ich polami powierzchni dazy do zero. To w rzeczywistoéci stanowi wyjatek: funkcje dla ktérych
to zachodzi sa wlasnie te catkowalne w sensie Riemanna.

Mozna wtedy przeformutowaé obie Definicje 13.3-13.2 jedna deficjencja, w ktorej juz nie pojawi
sie pojecie pola powierzchni:
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Definicja 13.5. Funkcja ograniczona f : [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna miedzy a i b
wtedy © tylko wtedy, gdy

b b
sup / gp(x)dx = inf }/ hp(z)dz. (627)
[a,b] Ja a

P podzial przedziatu P podzial przedziatu [a,b

Wspdlng warto$é powyzszych wielkosci bedziemy oznaczali

b
/ f(z)dz. (628)

Przyklad 13.1. Funkcja Dirichleta na [0,1] nie jest calkowalna w sensie Riemanna poniewaz prawa
strona (627) wynosi 1 natomiast lewa strona wynosi 0.

13.1.4 Sformulowanie Twierdzenia Podstawowego Rachunku Rézniczkowego i Catko-
wego
Przypomnijmy po raz ostatni definicje catki Newtona (454):
b
f(x)dx = F(b) — F(a), gdzie F jest funkcja taka, ze F'(z) = f. (629)

a

W definicji (629) kryje sie pytanie: ,;skad sie bierze funkcja pierwotna F'(z)?” Twierdzenie Podstawowe
Rachunku Rézniczkowego i Catkowego wlasnie odpowiada na to pytanie, w przypadku ciagtej funkcji

f(@).

Twierdzenie 13.1 (Twierdzenie Podstawowe Rachunku Rézniczkowego i Calkowego, ee Zadanie
egzaminacyjne nr. 17). Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjg ciggla. Wowczas f jest calkowalna w
sensie Riemanna miedzy a i dowolnym x € [a,b]:

F(z):= / ft)ydt, =z €la,bl. (630)
Okazuje sie, Ze funkcja F jest klasy C' na [a,b] i ponadto

F'(z) = f(z), x¢€a,b]. (631)

Dowo6d Twierdzenia 13.1 zajmie reszte Rozdziatu; zalézmy jednak, ze udato nam sie go udowodnic¢:
wtedy mozna wpisaé calke Riemmana (niebieska) w definicji calki Newtona (629) (cerwonej):

[ e =) - Fw = [ s@ar— [ sy = [ s (632)

poniewaz (z teorii miary) pole powierzchni prostokata o podstawie zerowej wynosi 0 — innymi stowy
catka Newtona réwna sie catce Riemanna.

UWAGA!!
Poki nie udowodnimy Twierdzenia 13.1, nie mozna zatozy¢, ze kazda funk-
cja ciggla posiada funkcje pierwotng, bo inaczej dojdzie sie do petli lo-
gicznej.

of

13.1.5 Pierwsza czeSci dowodu Twierdzenia Podstawowego

Twierdzenie 13.2 (e e ¢ Zadanie egzaminacyjne nr. 18). Jesli f : [a,b] — R jest ciggla, to f jest
catkowalna w sensie Riemmana.
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Dowdd. Wedtug definicji, musimy udowodnié, ze

n

sup Z m;Ax; = inf i M;Az; . (633)

P podzial przedziatu [a,b] ;21 P podzial przedzialu [a,b] i—1

Innymi stowy, powinni$my sprawdzié¢, ze, dla kazdego ¢ > 0 istnieje podzial P przedziatu [a,d] taki,
ze

Z M;Az; — Z m;Ax;| < €. (634)
i=1 i=1
Skoro
i=1 i=1 i=1
wystarczy znalezé odpowiedni podziat P taki, ze
> (M; — mi)Az; <e. (636)

i=1

Do tego celu, nalezy pamietaé ze, z faktu, ze f jest ciagla na [a,b] i [a,b] jest domkniety, zachodzi
fakt, ze f jest jednostajnie ciagla na [a,b].
Zaobserwujmy, ze, bedac f ciagla,

M; —m; = max{|f(z) — f(y)| | x,y € [wiz1, @]}, Yi=1,2,....n. (637)
Pamietajmy, ze f jednostajnie ciagla na [a, b] znaczy, ze odleglo$é

[f(x) = f(y)] (638)

moze by¢ dowolnie mala, o ile tylko odleglosé |z — y| jest wystarczajaco mala. Bardziej formalnie, dla
kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze

[z —yl <d=[f(z) - fy)| <e. (639)
Wtedy, wezmy sobie podziat P taki, ze kazdy Az; jest mniejszy od §. Wéowcezas
M, —m; <e, Vi=1,2,...,n. (640)

7 tego wynika, ze
n

> (M; — m)Ax; < Zn: eAx; = ezn: Az; = e(b—a), (641)

i=1 i=1 i=1
t.j., ,prawie” to, co chcielibySmy. Ale tatwo to poprawi¢: zamiast dokladnie tego €, wezmy sobie ;<.
Wtedy bedzie istnie¢ odpowiednia delta (inna niz wczesniejsza) taka, ze

[z -yl <6 =[f(z) - fly)l <

€
b—a’

Teraz wszystko dzialta. [

(642)

13.1.6 Strategia zakonczenia dowodu Twierdzenia Podstawowego

Wréémy do dowodu Twierdzenia 13.1: teraz wiemy, ze funkcja (630) jest poprawnie zdefiniowana. Po-

zostato do udowodnienia, ze pochodna funkcji F' réwna sie podanej funkcji f. Postarajmy domysle¢ sie,

czego bedziemy potrzebowali. Aby obliczyé¢ pochodna funkcji F' musimy rozwazy¢ iloraz rézniczkowy
F(x+¢€) — F(x)

; .

(643)

Oczekiwalibysmy, ze

Flx+e) - F(x) _ % (/aﬁef(t)dt _ /ax f(t)dt) — 1/3£x+6f(t)dt, (644)

€

ale, aby wykona¢ taki krok, najpierw powinnismy sprawdzié, ze zachodzi nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 13.3 (e e ¢ Zadanie egzaminacyjne nr. 19). Jesli f : [a,b] — R jest calkowalna w
sensie Riemmana i ¢ €]a,b[, to

/a ) = / " f(2)de + / " fayde. (645)

Potem potrzebowalibyémy wzoru ,$redni catkowej”, dzieki ktoremu wiedzieliby$my, ze istnieje &
miedzy = i x + € taki, ze

T+e
| nde=c 10, (646)
x
To jest gwarantowane przez nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 13.4 (ee Zadanie egzaminacyjne nr. 20). Jesli f : [a,b] — R jest ciggla, to istnieje
& miedzy a © b taki, Ze

b
/ f(@)dz = F(€)(b—a). (647)

Zauwazmy, ze treéci powyzszych twierdzen sa identyczne tresciom analogicznych wczesniejszych
podanych twierdzen: tylko definicja calki jest zupelna inna (niz dotad).
Jesli udowodnimy obydwa Twierdzenia 13.3 oraz 13.4, to zachodzi tez Twierdzenie 13.1. Istotnie,

T+e
L= Ce s = 1) — f), (648)

kiedy € dazy do zera.

13.1.7 Druga cze$¢é dowodu Twierdzenia Podstawowego

Dowdd Twierdzenia 15.3. Wystarczy zaobserwowac, ze w Definicji 13.5 catki Riemanna mozna rozwa-
zy¢ tylko podziaty
P a:xo,xl,...,xn_l,xn:b, (649)

gdzie jeden element, powiedzmy z,, dla 0 < n’ < n, réwna sie c. Istotnie, jesli P nie zawiera c,
to mimo tego musi istnie¢ i taki, ze ¢ €|x;_1,x;[, w zwiazku z tym mozna konstruowaé tak zwane
zageszezenie P’ podzialu P, dodajac wyraz ¢ miedzy x;—q i x;. Wowezas, réwnosé (627) zachodzi
jesli sup i inf sa obliczone dla wszystkich podzialéw wtedy i tylko wtedy, gdy réwnosé (627) zachodzi
jesli sup i inf sa obliczone dla wszystkich podzialéw zawierajacych ¢ (dodatkowe wyjasnienie zostanie
podane w dowodzie Twierdzenia 13.6). Istotnie,

n+1

Z M;Az; > Z M!Az! (650)

n+1

ZmzAacZ < me Azl (651)

gdzie symbole z primem odnosza do podziatu P’. Z (651) wynika

n n
sup g m; Ax; < sup g m;Ax; (652)
P podzial i—1 P podzial zawierajacy c i—1
ale
n n
sup E m;Ax; > sup E m;Ax; (653)
P podzial i—1 P podzial zawierajacy c i—1

poniewaz podzialy zawierajace ¢ sa w szczegdinosci podziatami, w zwiazku z tym sa te same. Analo-
giczny wynik pochodzi z (650). Wéwczas

sup mZsz / f(z ZM Az . (654)

P podzial zawierajacy c P podziat zaw1era3@cy c
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Teraz kazda sume Y ;" | M;Ax; mozna podzieli¢ w dwa czesci:

n n’ n
> MiAz; =Y MAz;+ > MAx;, (655)
i=1 i=1 i=n/+1
gdzie x, ...,z = c jest podzialem przedziatu [a,c] i .y, ..., 2, = b jest podzialem przedziatu [c, b].

Widaé, ze kazda suma w prawiej strony (655) musi posiada¢ inf i, analogicznie, musi istnie¢ sup
kazdej sumy po prawej stronie

n n' n
=1 =1 i=n’+1

Innymi stowy, istnieja obydwie catki

/acf(x)dx, /cbf(m)d:c. (657)

(Jesli mamy réwno$é¢ a; + by = az + be i wiemy, ze a3 < ag oraz by < by, to koniecznie a; = ag
oraz by = by, poniewaz wystarczy, ze tylko jedna nieréwno$é jest Scista, zeby pierwotna réwno$é nie
zachodzila.) Wéwczas

ZMZ‘A%‘ > /(16f($)d$+/cbf($)d$a

c b
Smida < [ fadat [ o,
skad wynika

/acf(x)da:Jr/cbf(x)d:xS/abf(x)dxS/acf(x)der/cbf(:n)dx (658)

a potem nasza réwnosc. ]

13.1.8 Trzecia i ostatnia cze$¢ dowodu Twierdzenia Podstawowego
Twierdzenie 13.5. Kazda funkcja ciggla f : [a,b] — R przybiera wszystkie wartosci miedzy m i M,
gdzie

m = min{f(z) |z € [a,b]},

M = max{f(z)|x € [a,b]}.

Dowdd. Ku sprzecznosci, zalézmy, ze istnieje yo €|m, M| taki, ze, dla zadnego = € [a, b] nie zachodzi
f(x) = yo. Niech P := {z € [a,b]|f(z) < yo}. Skoro P # (), istnieje

xo:=sup P. (659)

Sprzecznoscia bedzie fakt, ze f(xg) = yo. To istotnie zachodzi z ciaglosci funkcji f w xg: dla kazdego
€ > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze
f(mo) —e < f(x) < flzo) + € (660)
o ile tylko
x €lxg — d, 20 + 0] (661)
Z definicji supremum, zp — § nie jest ograniczeniem gérnym, wobec tego istnieje 2’ €]z — d, x| taki,
ze x' € P, tzn.

flxzo) —e< f(2') <wo. (662)
Niech x” €]xg, z9 + 0[: oczywiscie 2/ & P, skad wynika
fwo) +e> f(a") > yo. (663)
Podsumowujac,
f(zo) +€>yo > f(zo) — €, (664)
skad wynika f(zg) = yo. m
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Dowod Twierdzenia 15.4. Dla kazdego podziatu P, zachodzi

My = sup{f(x) |z € [rir,ai]} < M,

W zwiazku z tym,
> MAz; < Y MAz;=M(b-a),
i=1 i=1

™
3
>
8
Vv
|'M
3
>
8
|
3
T
&

i=1 1=1
7 czego wynika
m(b—a) < b f(x)de < M(b—a). (665)
Innymi stowy,
mgbia/abf(az)deM, (666)
i na mocy Twierdzenia 13.5 wiemy, ze istnieje £ €]a, b[ takie, ze
1 b
16) = 5= | rwyia. (667)
tak, jak chcielidmy. O

13.1.9 Przyklad nieciagltej funkcji catkowalnej w sensie Riemanna

Ostatnim wysitkiem Herkulesa, jesli chodzi o catkowanie w sensie Riemana, bedzie sprawdzenie faktu,
ze istnieje w rzeczywistosci sporo funkcji catkowalnych w sensie Riemana, oprécz funkcji cigglych.
Innymi stowy, ze wprowadzenie tego nowego pojecia catki naprawde rozszerzylo klase funkcji catko-
walnych.

Twierdzenie 13.6. Niech f bedzie funkcjg ograniczong i majgcq tylko skoriczong ilosé punktéow nie-
cigglosci na przedziale [a,b]. Wowczas f jest calkowalna w sensie Riemana.

Dowdd. Sercem dowodu jest jeszcze raz pojecie zageszczenia podziatu. Mozna pracowac na przyktadzie.
Niech f :[0,10] — R bedzie funkcja ktérej wykres wydaé ponizej:

1.0+

0.5+

-05}

Mamy dwie nieciaglosci: w punkcje 2 oraz 8. Intuicja sugeruje, ze catka f od 0 do 10 istnieje, i
wynosi dokladnie

2 8 10
I::/O f(x)d:v+/2 f(z)dz + . fz)dx. (668)

Istotnie, juz wiemy, ze kazda osobna powyzsza calka istnieje, poniewaz f jest ciggla na kazdym
przedziale [0, 2], [2, 8] oraz [8, 10], odpowiednio.
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Intuicja jest dobra ale potrzebujemy solidnego matematycznego wsparcia dla niej. Mianowicie,
dla kazdego podziatlu P przedziatu [0, 10], powinniSmy rozwazyé obydwie funkcje gp(x) oraz hp(x) i
sprawdzi¢, ze pola powierzchni odpowiadajacych figur FIG’(gp) oraz FIG{’(hp) daza do tej samej
liczby, ktéra, jak trafnie podejrzewalidmy, jest powyzsza liczbg I.

1.0+ \
0.5
2 4 é 8 10
-0.51
N
Niech
P :={P | P podzial przedziatu [0, 10]} (669)
i rozwazmy nastepujacy podzbior zbioru P:
P’ :={P € P | P zawiera punkty nieciaglosci, tzn. 2 i 8} . (670)
Powinnismy sprawdzi¢, ze
inf{pédl powierzchni figury FIG{’(hp) | P € P} (671)
réwna sie
sup{p6l powierzchni figury FIG{’(gp) | P € P}, (672)

i obydwie te liczby réwnaja sie I.
Sztuka jest nastepujaca: skoro P’ zawiera si¢ w P, mamy

inf{pél powierzchni figury FIG{’(hp) | P € P} < inf{pél powierzchni figury FIG’(hp) | P € P'}
oraz
sup{pdl powierzchni figury FIGL(gp) | P € P} > sup{pdl powierzchni figury FIG{’(gp) | P € P'}.

Moral: jedli powiekszymy zbidr, to najmniejsza liczba powiekszonego zbioru moze by¢ mniejsza niz
najmniejsza liczba poczatkowego zbioru; i najwicksza liczba moze by¢ wigksza.
Ponadto, jak ponizszy rysunek pokazuje,

B

1.0+

0.5

-0.5

jesli podziat P nie zawiera punkt6éw nieciaglosci, to pole powierzchni figury FIG{ (hp) jest zawsze
wieksze lub rowne polowi powierzchni figury FIG(l)O(h pr), gdzie P’ zawiera punkty nieciaglodci, t.j. jest
elementem zbioru P’ (czytelnik musi pamietaé, ze dla ujemnych wartosci funkcji, pola maja znak).
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Symetrycznie, jesli podzial P nie zawiera punktow nieciaglosci, to pole powierzchni figury FIG(I)O(gp)
jest zawsze mniejsze lub réwne polowi powierzchni figury FIGE?(gpr), gdzie P’ zawiera punkty niecig-
gloéci, t.j. jest elementem zbioru P’.

Woéwcezas

inf{pdl powierzchni figury FIG{?(hp) | P € P} = inf{pél powierzchni figury FIG’(hp) | P € P'},
sup{pél powierzchni figury FIGL(¢gp) | P € P} = sup{pdl powierzchni figury FIG{’(gp) | P € P'}.

Wystarczy teraz zaobserwowaé, ze

inf{pél powierzchni figury FIG{’(hp) | P € P'} < T (673)

oraz
sup{pél powierzchni figury FIG’(gp) | P€P'} > 1. (674)
O

13.1.10 Zastosowanie calki Riemanna: Wz6r Wallisa na

W 1655 roku angielski matematyk John Wallis (1616-1703), profesor Uniwersytetu w Oksfordzie i
tworca symbolu ,,00”, udowodnil znany wzor na liczbe .

Twierdzenie 13.7 (wzér Wallisa).

T 2 2 4 4 6 6 i (2n)?

T_+£. 244006 - 11 , 675

2 1335 5 7 (2n—1)(2n+ 1) (675)
N~ N N n=1

Dowdd. Oznaczmy
I, ::/ sin" () (676)
0

i scatkujmy przez czesci:
I, = /O sin™(2) ﬂ
= (sin"(2))(— cos(x))]g —/0 (= cos(@))(sin" " (x))'dx
_o_ /0 " (= cos(2))(n — 1)(sin"2(x)) cos(x)da
— (1) /0 " cos?(x) sin"2(z)dz
=(n—1) /Oﬁ(l — sin?(x)) sin % (z)dx

=(n—1) /07r sin"%(z)dz — (n — 1) /07r sin”(x)dx
=n—-1)1—2—(n-1I,,

skad wynika

—1
Li="""1,,. (677)
Skoro
IO = / dt = ™,
0
L = / sin(t)dt = —cos(t)|j = +1 — (—1) =2,
0
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mamy

2n —1
Iz, = > Is, 2
n
_2n—12n—3
T o oot

_2n—12n—32n—5

5n  2n 205 412

2n—12n—-32n—>5 31
on 2m—29n—4 42°°

B 2k '
k=1
i podobnie
2%
Iopt1 = — 2.
2n+1 kl_ll Sy (678)

Zaobserwujmy, ze, skoro sin(z) € [0,1] dla kazdego = € [0, 7], mamy do czynienia z nierosnacym
ciggiem:
Iop—1 2> Iz 2 Iop4a (679)

Uwaga Wallisa byla nastepujaca: pomyslmy o liczbie 7 jako polu powierzchni Iy prostokata [0, 7] x
[0,1] i zaobserwujmy, ze pole powierzchni I; figury FIG{ (sin(z)) wynosi 2. Wéwczas mozna rozpatry-
wac¢ 5 jako iloraz pol powierzchni

T Iy

5= I (680)
Dlaczego taki punkt widzenia bedzie wygrywajacy? Poniewaz, catkujac przez czes$ci, mozna wyrazic¢
% przez kolejny ilorazy %, %, itd.,

L 11 _ I Ik —
P =af =aap =aaz - a T = (681)

i okazuje sie, ze, dla dostatecznie duzych n, iloraz 122—”1 zbliza sie do 1.
Mianowicie, podzieliwszy (679) przez Ioy,+1, otrzymamy

2n+1  Ipp Iy,

= > >1, 682
2n Iopy1 = Iopy1 — (682)
skad wynika
2n Iopi1
<1. 683
2n+1 7~ L, — ( )
Na mocy twierdzenia o trzech ciagtach,
. IQn—i—l .
nh_}rréo T, 1. (684)
Ale o
n n
Doyt _ o2 _ 2 11 2k)? (685)
Ian, [Tp-1 2];7;1 : g k:l (2k — 1 2k +1)°
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ti.

™ Ly 1 (2k)?
— = . 686
2 Iopaa kl;[l 2k —1)(2k + 1) (686)
wiec
> (2n)? .
g (2n—-1)2n+1) 2’ (687)
tak, jak chcielidmy. O

Przyktad 13.2. Pierwsze 10 wyrazow:

8 128 512 32768 131072 2097152 8388608 2147483648 8589934592 137438953472
374571757 11025 43659 ° 693693 * 2760615 703956825 * 28071364757 44801898141

odpowiadajg liczbom przyblizajacym 7:
2.66667,2.84444,2.92571,2.97215, 3.00218, 3.02317, 3.03867, 3.05059, 3.06003, 3.0677 .
Aby dostaé rozsadne przyblizenie liczby 7 nalezy rozwazy¢ milionéw wyrazéw: liczby
3.0677,3.13379, 3.14081, 3.14151, 3.14158, 3.14159 (688)

odpowiadaja pierwszym 10, 100, 1000, 10.000, 100.000 oraz 1.0000.000 wyrazéw. Blad ostatniego
przyblizenia wynosi 7.853976726757139 x 1077,

13.1.11 Zastosowanie calki Riemanna: Wzér Stirlinga na In(n!)
Twierdzenie 13.8 (Przyblizenie Stirlinga liczb In(n!) (ok. 1730)). Zachodzq nieréwnosci

nln(n) > In(n!) > nln(n) —n. (689)
Dowdd. Zaobserwujmy, ze, dzieki definicji catki Riemana,

In(n!)=In(1-2----- (n—1)-n)
=1In(1) + In(2) +In(3) + --- + In(n — 1) + In(n)
=0+1In(2) +In(3) +---+1n(n — 1) + In(n)

=2
=S (i) (= (- 1))
i=2
= /n In(x)dx + py,
1

—n—(1ln(1) = 1) + p,

=nln(n

=nln(n

W szczegdlnodcei, skoro wykres funkcji In(z) lezy pod wykresem funkceji schodkowej, btad p,, jest dodatni
(namalowana powierzchnia powyzszego rysunku).
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W zwiazku z tym,
In(n!) >nln(n) —n+1>nln(n) —n. (690)

Najtrudniejsza nieréwnosé jest udowodniona.
Skoro widocznie
n' >mnl, (691)

biorac logarytmy obydwéch stron, otrzymamy druga nieréwnosé:
nln(n) > In(n!). (692)
O

Whniosek 13.1 (Stopien nieskoniczonosci In(n!)). Cigg In(n!) zachowuje sie jak nln(n), w sensie, ze

In(n!)

=1 693
ngrolonln(n) (693)
Dowdd. Wystarczy podzieli¢ (689) przez nln(n):
|- nin(n)  In(n!) _ nln(n) —n 1 1 (694)
nln(n) = nln(n) nln(n) In(n)
i przejsé¢ do granicy dla n — oc. O

Uwaga 13.1. Stosujac funkcje wykladnicza do nieréwnosci (689) otrzymamy

n\n”
n" > nl > (7> . (695)
e
Ale z (695) nie wynika, ze n! zachowuje sie jak (%)n Istotnie, po podzielieniu (695) przez (%)n
otrzymamy
n!
(2)
i e" nie dazy do 1. Takie zjawisko stanowi przyktad faktu, ze dobre przyblizenie w poziomie logarytmdow
nie koniecznie odpowiada dobremu przyblizeniu w poziomie bez logarytméw. Po wprowadzeniu pojecia

calki niewlasciwej, bedziemy omawiali spos6b otrzymania lepszego przyblizenia liczb n!.

14 Tydzien XIV: 14. i 17. stycznia 2025

14.1 Calki niewlasciwe
14.1.1 Cgzy nieograniczona figura moze mieé¢ skonczone pole powierzchni?

Pamietajmy, ze
instieje i jest < o0,
pole powierzchni (figury) = Histnieje” i wynosi oo, (697)
nie istnieje.
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Juz widzielidmy, ze, jedli funkcja f : [a,b] — R jest ciagla, to pole powierzchni FIGS(f) (ograni-
czonej) figury pod wykresem f istnieje i jest skoniczone. Wynosi ono doktadnie

b
/ f(z)d (698)

i nazywa sie catka (w sensie Riemana) funkcji f na przedziale [a,b].
Zalézmy, ze f : [a, 0o[— R jest funkcja ciagla. Nawet w tym przypadku, mozna rozwazy¢ nieogra-
niczong figure

A:={(z,y) [a <z, min{0, f(x)} <y < max{0, f(x)}}, (699)

pod wykresem f.
Na przyklad, niech f : [0,00[— R bedzie funkcja f(x) = e~® . Poniewaz istnieja coraz wieksze
pola powierzchni

FIGH(f), n=1,2,..., (700)

dazace do FIG;°(f), widaé, ze pole powierzchni granicznej figury A na pewno istnieje. Czyli trze-
cia mozliwo$¢ z powyzszego schematu jest wykluczona. Pozostal nam problem: skad wiemy, ze pole
powierzchni

FIGS°(f) := pole powierzchni A = nlLIEOFIGg(f)

jest skonczone? Innymi stowy, skad wiemy, ze sumujac pola powierzchni wszystkich ponizszych kolo-
rowych figur, dostajemy skonczong liczbe?

08
06
041

0.2

S

L L
1 2 3 4 5

Powtérzmy po raz ostatni, ze figura pod wykresem funkcji f jest podzbiorem zbioru R?. Fakt,
ze ten zbidér nie jest ograniczony nie wyklucza mozliwosci, ze jego pole powierzchni moze
by¢ skonczone. Sednem sprawy jest wyrdznienie przypadkow kiedy jest skoriczone od przypadkdw
kiedy jest nieskonczone.

Zauwazmy, ze pojecie ,,sumy nieskonczenie wielu sktadnikéw” jest jeszcze czyms$ nieznanym; bedzie
wyjasnione w nastepnym tygodniu.

14.1.2 Definicja calki niewlasciwej

Definicja 14.1. Niech f : P — R bedzie funkcjq ciggle, gdzie przedzial P moze byé postaci [a,b],
ewentualnie z b = oo, lub Ja,b], ewentualnie z a = —oo, lub ]a,b[, ewentualnie z a = —oo lub b = oo,
lub R. Definiujemy calke niewlasciwa funkcji f na przedziale P

sup P
/ f(z)dzx (701)

nf P
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jako granice

Jin [ fa)da.
b
Ja, [ oo,
i, / f@yds+ lim [ f(a)
T e

odpowiednio, gdzie ¢ €)a,b| jest dowolnym elementem przedzialu. Jesli granica istnieje mowimy, Ze
catka niewlasciwa jest zbiezZna; jesli wynosi 00, mowimy, zZe catka niewlasSciwa jest rozbiezZna.

Przyklad 14.1.

y
/0 e Ydr = —e™ " g =1—-e"Y, (702)
co implikuje .
/ e dr=1liml—eY=1. (703)
0 Y—00

Nastepujacy przyklad jest kluczowy: ustali on ,,prog” miedzy krolestwem rozbieznych catek i krole-
stwem zbieznych catek. Uzyteczno$c¢ takiego wyniku—ktory nie jest do koncu intuicyjny—rozprzestrzeni
sie do kontekstu szeregdw.

v
4 —1
~%
T —
Przyklad 14.2.
n(z)|{ = In(y) s =
—dx = T 11 1 1= (704)
/ {lsx511:1—y51_1:y1—s s7# 1
co implikuje rozbieznos¢ dla s = 1; ponadto
1—s
-1
lim 2" < (705)

y—oo 1 —s

wtedy i tylko wtedy, gdy 1 — s < 0, t.j. s > 1; w takim razie,
1 1
/ —dxr = . (706)
1

Wedtug intuicji, pole powierzchni FIG“’( =) jest nieskoriczone w przypadkach s < —1; i tak jest.
Mniej intuicjny jest fakt, ze pole powierzchni FIGOO( ) jest nieskoriczone natomiast pole powierzchni
FIGT® (ot —ohoor ) jest skoriczone i wynosi doktadnie 100.000; ale tak jest!

Przyktad 14.3.

v o1
/0 T2 dx = arctg(x)|j = arctg(y), (707)
co implikuje
Tl = lim arcte(y) = T (708)
| Tt Jim tsy) = 5.
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Ponadto,

& 1
[t
oo 1+ 22 _

-g:w. (709)

1+x2

Przyklad 14.4 (Rozklad normalny lub Gaussa). Jeden z najwazniejszych rozkladéw prawdopodobieni-
stwa, odgrywajacy wazna role w statystyce. Wykres funkcji prawdopodobienistwa tego rozktadu jest
krzywa w ksztalcie dzwonu (tak zwana krzywa dzwonowq).

(z—x0)?
f(z) = Le 202 / f(z . (710)

Zaskakujaca ilo$¢ rozktadéw prawdopodobienstwa wynikdéw doswiadczen losowych przypomina rozktad
normalny:

p(SJ r 11 Wykres 3. Procentowy rozkiad emerytur kobiet
S :6 i mezczyzn wmarcu 2015 roku
1161
I ™
014 15, |
R
0.12} [
Kobiety wetczytai 010! 1§ o
i . sox
: - 008! 5
g g | HZ | e
8 3 0.06] |1 e
£ H] 18 . A g
' \ g 3
g L S 0.04 |1 & c“ q@“‘)@ @%%’@%e‘“@%i§ @"’:a %‘“ &:@9
: - | | Q o &e,n.y. &, 0\. oSl ?\. v" e\, e
W [ : | B Y | i w
a0 g 2 3 45 6 7 8 9101112
150 1% 60 188 0 115 10 0 185 170 175 180 W5 100 198 S Zrédio: opracow Sedlak na podstawie ZUS

Jak interpretowaé parametr xy? Chodzi tu o warto$é oczekiwana, tzn. spodziewany (najczesczy)

wynik:
0
2y2m
ob)-
— =
et
01 7 2y2m
- 2 2

Jak interpretowaé parametr o7 Chodzi tu o odchylenie standardowe: wielkos¢ wynikéw znajduje
sie¢ w otoczeniu o promieniu o wartosci oczekiwanej:

e N
v 3

o

03 04

0.2

34.1% | 34.1%

0.1

0.0
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Dowéd, ze calka réwna sie 1 bedzie w ostatnim tygodniu. Bedzie nam potrzebny taki wynik; w

/ e @ =70)* g — \/Z, Ya > 0. (711)

14.1.3 Kryterium zbieznosci Cauchy’ego

szczegdlndci,

Uwaga 14.1. Jedli istnieje calka faoo f(x)dx, to dla kazdego b > a istnieje fboo f(z)dz i zachodzi réwnosé

/aoo f(z)dz = /ab f(z)dx + /boo f(z)dx. (712)

Istotnie, dla kazdego y > b mamy przeciez

y b y
/ f(a:)da::/ f(x)da:+/ fz)dx. (713)
a a b
Dlatego lewa strona ma granice wtedy i tylko wtedy, gdy prawa strona ma granice. Zachodzi tez
réwnos¢ tych granic, czyli rownosé (712).

Twierdzenie 14.1 (warunek Cauchy’ego dla calek niewlasciwych, ee Zadanie egzaminacyjne nr.
21). Calka niewlasciwa faoo f(z)dz jest zbieina wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujacy warunek
Cauchy’ego dla caltek: dla kazdego € > 0 istnieje takie M > a, Ze dla wszystkich xo > x1 > M zachodzi

nierownosé .
2
| @z
z1

Dowdd. Jedli [° f(x)dx jest zbieina, tzn. istnicje granica

<e€ (714)

g:= lim I(y), I(y):= /y f(z)dz, (715)

Yy—r00

to zgodnie z definicja granicy dla kazdego € > 0 istnieje takie M > 0, ze dla wszystkich y > M jest
[I(y) —g| < §. Zatem, dla xo > 21 > M jest

/:2 f(x)dx

Na odwr6t, zaobserwujmy, ze warunek (714) jest po prostu warunkiem Cauchy’ego dla ciggu liczbo-
wego

= [I(z2) — I(z1)] < [I(w2) — gl + g — I(z1)] <e. (716)

ap = I(yn) 5 (717)

gdzie {yn }nen jest dowolnym ciagiem liczb wigkszych od a, takim ze lichll\I Yn = O0.
n—

Skoro kazdy ciag Cauchy’ego w R ma (skoriczona) granice, istnieje granica tego ciagu {an}nen,
ktéra jest pewna liczba g := lirrll\]an eR.
n—
Pozostalo do sprawdzenia, ze funkcja I(y) dazy do g, dla y — oo, t.j., ze odleglosé |I(y) — g| dazy
do 0 dla y — oo. Do tego celu rozpiszmy

1) —gl=| [ f(x)de—g

a

|
" fw)yde - /yyn f(a)da — g‘

Yn

= |Gn — f(x)dx_g‘

o ile tylko y,, > .
Ustalmy € > 0. Dobierzmy do €/2 liczbe M > a tak, aby warunek Cauchy’ego dla calek zachodzil
dla wszystkich xo > z1 > M z liczba €/2 zamiast € po prawej stronie nieréwnosci. Niech y > M.
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Poniewaz lin}\lyn = 00 oraz lir%an = g, istnieje n € N takie, ze y,, > y oraz |a,—g| < €/2. Wbwczas,
n— n—

/yyn f(x)dx

Ale ostatnia nier6wno$é¢ nie zalezy od n. Zatem, wprost z definicji granicy, widaé, ze I(y) — ¢ dla
Yy — 00. O

dla takiego n zachodzi

<fifoe (718)

I(y) — gl < la, —

14.1.4 Zbieznos$¢ bezwzgledna i warunkowa

Definicja 14.2 (calkowalno$é bezwzgledna i catkowalnosé warunkowa). Niech f : [a,00[— R. Mo-
wimy, Ze catka faoo f(z)dx jest zbiezna bezwzglednie, a funkcja f jest bezwzglednie calkowalna na
[a, oo[, wtedy i tylko wtedy, gdy zbieina jest calka

oo
/[ |f(y)ldy . (719)
a
Jesli calka faoo f(z)dz jest zbieina, ale nie jest zbiezna bezwzglednie, to mdwimy, Ze jest zbieina
warunkowo. Méwimy wtedy, ze f jest warunkowo catkowalna na [a, 0o].

Whiosek 14.1. Jesli f : [a,00[— R jest bezwzglednie catkowalna na [a, oo, to catka

/mf@Mm (720)

jest zbiezna

Dowdd. Zastosujemy kryterium catkowalnosci z Twierdzenia 14.1 i nieréwnosé trojkata dla catek,

Y2
f(z)dx

Y1

< / (@) de (721)

Y1

Jesli calki z prawej strony nieréwnosci sa (dowolnie) male dla wszystkich y2 > y; dostatecznie duzych,
to i calki z lewej strony sa (dowolnie) male dla wszystkich yo > y; dostatecznie duzych. O

14.1.5 Kryteria zbieznosci poré6wnawcze

Twierdzenie 14.2 (Kryterium poréwnawcze: wersja ,nie graniczna” lub ,skoriczona”). Niech f, g :
[a, 00[— R bedg funkcjami cigglymi takimi, Ze

0<g(x) < f(x), Va>ux, (722)

dla pewnego xo > a. Wowczas, jesli calka funkcji f(x) istnieje i jest zbiezna w [a, oo[, taka jest i g(x);
analogicznie, jesli calka funkcji g(x) istnieje i jest rozbiezna w |a, [, taka jest i f(x).

Dowod. Wystarczy rozpisaé
/aoo f(x)dx — /axo f(x)dx + /xooo f(.’L')d;[; — /axo f(x)d:(; + yll)fglo /xoy f(x)dx (723)

i zaobserwowad, ze granica ffo f(x)dx istnieje i jest skoriczona. Wtedy, z

0< / jg(w)d:v < / : F)da (724)

wynika, ze
y
lim g(z)dx < oo. (725)
y—=00 Joo
Na koncu,
Y o Y
lim g(x)dx :/ g(x)dx + lim / g(x)dx < co. (726)
Y—00 a a Yy—0o0 a
Druga czes¢ jest zupelnie analogiczna. O
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Za chwile bedzie widaé role funkcji % jako ,,progu” miedzy krélestwami zbieznych i rozbieznych
calek. Niech f : [a, 0c0[— R bedzie nieujemna funkcja. Intuicyjnie widzimy od razu, ze, jesli catka

/ h f(z)dz (727)

jest skoniczona, to f(x) musi dazyé do zera dla z — oo (gdyby tak nie bylo, bylby caly nieskoniczony
prostokat pod wykresem f(x)). Ale to tylko warunek konieczny: funkcja % dazy do zera ale mimo tego
jej calka jest rozbiezna. Zeby calka funkcji f(z) byla zbiezna potrzebujemy czego$ wiecej: funkcja f(z)
musi dazy¢ do zera wystarczajaco szybko; dokladnie szybciej niz ,,prog”, tzn. %
Twierdzenie 14.3 (Kryterium poréwnawcze: wersja , graniczna” lub ,infinitezymalna”, ee Zadanie
egzaminacyjne nr. 22). Niech f : [a,00[— R bedzie nieujemnqg funkcjq. Jesli istnieje s > 1 taki, ze

lim 2°f(z) =0, (728)

T—>r00
to calka funkcji f(x) istnieje i jest zbiezna w [a, o0ol.

Dowdd. 7 definicji granicy, dla dostatecznie duzych x okazuje sie, ze

¥ f(x) <e. (729)
W zwiazku z tym,
1
0< f(z) <e- el d.d.d. z. (730)
Wynik pochodzi z Twierdzenia 14.2 oraz Przykladu 14.2. O

Uwaga 14.2. ,Wersja odwrotna” powyzszego kryterium 14.3 brzmi nastepujaco. Niech f, g : [a, co[—
R beda funkcjami o dodatnich wartosciach od pewnego argumentu xy > 0. Jesli istnieje s < 1 oraz
g €]0, 00|, takie, ze

lim 2°f(z) =g, (731)

T—00

to caltka niewlasciwa -
/ f(z)dz (732)

jest rozbiezna.
Istotnie, d.d.d. z-6w

‘,I:Sf(x) >g—€,
gdzie € jest na tyle maly, zeby sprawié, ze g — € > 0. Rownowaznie,
1

f@) > (g,

i teza wynika z Twierdzenia poréwnawczego 14.2.

Przykiad 14.5. Funkcja sin(z) jest calkowalna na [1, 0ol

x

1.0
08\

Istotnie, catkujac przez czesci,

JiEEC

x T

- /13/ cosga:) g (733)

1 X
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Ponadto, z
1
lim 12120 (734)
T—00 T
wynika, ze % jest calkowalna na [1,00[, z czego z kolei wynika, ze CO;&” jest (bezwzglednie)

calkowalna na [1, co[. Poniewaz

y
lim — cos(z) = —cos(1), (735)
y—00 r |
zatem catka niewtadciwa -
/ sin(x) (736)
1 T

jest zbiezna.

Mozna pokazaé (ale nie zrobimy tego teraz), ze calka

[ Lonte) -
1

x
jest rozbiezna: innymi stowy, funkcja %
wiska jest fakt, ze Smxﬂ znajduje sie doktadnie ,na progu”, t.j., nawet jesli figurze pod wykresem %
brakuje kilka ,kawalkow” w poréwnaniu do figury pod wykresem %, to nie znaczy, ze pierwsza funkcja
dazy do zera szybciej niz druga.

jest warunkowo calkowalna na [1, oo[. Powodem tego zja-

Uwaga 14.3. Czytelnik powinien juz byl zauwazy¢, ze traktowaliSmy zawsze przypadek, kiedy prze-
dzial calkowania P ma postaé [a, co]. Wszystkie powyzsze wyniki daja sie latwo rozszerzy¢ do innych
przypadkow. W szczegdlnodci, jesli P =Ja, b], to Przyklad (14.2) wyglada:

- In(z —a)|’ =In(b—a) — lim+ In(y —a) s=1
y—a
Loty o o L,
a =T |, ~ Twe-ao T~ L T 7

w zwiazku z tym, calka jest zbiezna dla s < 1 i rozbiezna dla s > 1. Doktadnie odwrotny tego, co sie
zdarzyto w Przykladzie (14.2).

Uwaga 14.4. Kryterium zbieznosci porownawcze w przypadku asymptoty pionowej przy = = a, w
przypadku gdy f(z) — +oo dla z — at, wyglada:

ds<1 : lim f(z)(x—a)’=0.

r—a™t
Istotnie, dla x—6w dostatecznie bliskich do a,

b
( —a)®

fz) <

'6,

i zbieznos¢ wynika z kryterium poréwnawczego i Uwaga 14.3. Kryterium rozbieznosci natomiast
brzmi
ds>1 :  lim f(zx)(x—a)’=9¢g>0.

r—a™t

Istotnie, dla €, takiego, ze g — € > 0, okazuje sie, ze

b
(x —a)®

fz) > (g—e)

dla z—6w dostatecznie bliskich do a. Rozbieznoé¢ wynika wtedy z kryterium poréwnawczego i Uwaga 14.3.
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14.1.6 Funkcja gamma Eulera
Definicja 14.3. Dla kazdego a > 0 kladziemy

— et
et
e—ftz

— e-l t3

-

(739)

Nietrudno przekonaé sie, ze definicja jest poprawna, tzn. calka jest zbiezna dla kazdego parametru

a > 0. Istotnie, poniewaz et < 1 dla t > 0, wiec
1 1 e
/ tte~tat < / el = —
0 0 a

13 2 1 3
EREURS YOS 10 N

1

Dlat>1

o ile tylko £ > a — 1.
Dlatego

[e.9]

% a1t I Ry T R k —L k1 -5
t e tdt < K12 e ‘e2dt = k2 e 2dt = kI12¥ (=27 2)| =k12"TeT2 < 0.

1 1 1 1
Calka okreslajaca funkcje gamma jest suma powyzszych caltek, wiec jest zbiezna.

Twierdzenie 14.4. Funkcja I' ma nastepujgce wiasnosci:

ra = 1,
Ia+1) = al'(a), Va€eR,
'n+1) = n!, VneR.

Dowdd. Liczbe T'(1) wyznaczamy wprost z definicji

F(l):/ tl_le_tdt:/ e ldt=1.
0 0

Calkujac przez czesci, sprawdzamy, ze

F(a):/ tv te~tat
0

to oo o0 ta
= —eit — / f(—eit)dt
a 0 0 a
r 1
a

Indukcja, jesli I'(n) = (n—1)!, to '(n 4+ 1) = nl'(n) = n - (n—1)! = nl.
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14.1.7 Przyblizenie Stirlinga liczb n!
Twierdzenie 14.5 (Przyblizenie Stirlinga liczb n! (ok. 1730)). Cigg n! zachowuje si¢ jak

(g)" Sm, (744)

w sensie, Ze ich iloraz dgzy do 1 dla n — oo.
Zanim naszkicujemy dowdd, jako ciekawostke zaobserwujmy, ze

V2r &~ 25066, e~ 2.7182. (745)

Istotnie, juz otrzymang nieréwnosé
n\n
n" > nl > (—) (746)
e

mozna szlifowaé¢ dzieki nastepujacemu twierdzeniu.

Twierdzenie 14.6. Zachodzq nieréwnosci

n

evn (g)n Snl>e (%) . (747)
SO
<1 — i)n_l = (1 + _nl)nn;l — et (749)

n—1

Dowdd. Zaobserwujmy, ze

Przy tym,

poniewaz

— 1.

n
Trzeba jednak zwrdci¢é uwage na to, ze, w przeciwienstwie od (1 — %)”, ktéry rosnie do e™!, ciag
ap == (1 — %)"‘1 maleje do e~ 1. Istotnie, z nieréwnosci Bernoulliego wynika:

aw _ (=H"
Ant1 (_L) N
n+1
(=)t
n

~
3
+‘3
—
— —
3

7
—
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3

|
—
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7 czego wynika

nl=ag-ag-ag---ap-n">et-etet et
n—1 czynnikéw n—1 razy
a wiec
_ _ n\”"
n!> (e )" In" = e (—) . (750)
e
Druga nieréwnosé robi sie graficznie:
/
In (k+1)
Ink
i k k+1 n

(zdjecie ze skryptu Pawla Strzeleckiego)

Istotnie,

=2
n n—1
=3 (Z In(i) + Zln(z))
=2 =1
a 1
= In(i) — 3 In(n),
=1
z czego wynika
1
Zln <nln(n) —n+1+ 2 ln(n) (751)
i nareszcie A
n! < ne "/n =eyn (—) : (752)
e
O
Szkic dowodu Twierdzenia (14.5). ,Wystarczy” udowodnié, ze
T(n+1) ~ (3)" om, (753)
e
gdzie ~ znaczy ,zachowuje sie jak”.
Przez podstawienie ¢ = nx otrzymamy
o
L(n+1) / t"e tdt =
0
(o.9]
:/ “ndx =
0
o0
:/ nn+1 n —nwdx_
0
_ n+1/ enln(z)efnxdl, —
0
oo
nt1 / (@) =) gy (754)
0
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Skupimy sie na funkcji f(x) = In(x) — 2. Ona ma jedyne globalne Sciste maximum w z = 1. Przy tym,

fa)=-1, fO)=0, f(1)=-1. (755)
O
Szereg Taylora:
1
f(a:)%—l—i(:n—l)Q. (756)

W zwiazku z tym,

/e"f(x)dac%/ e"(*lf%(mfl)Q)dm
0 0

o

:e_"/ e 2@V gy
0
o

%e_”/ e 2@ gy
— 00

2
pr e—TL —_— ,
V n
im bardziej precyzyjne jest ostatnie przyblizenie, tym wigkszy jest n (bardziej waski dzwon), z czego

wynika

2 n
[(n+41) ~n*tHle™ % = (%) 2mn . (757)

14.2 Dtugos$é krzywych
Bedziemy rozpatrywaé krzywe opisane rownaniami parametrycznymi
¢ a,b] ot — (P1(t), pa(t), ..., dn(t)) € R™. (758)

Dla n = 2,3 sa to krzywe na plaszczyznie i w przestrzeni. Na przyktad, obrazem odwzorowania
[0,2] >t — (cost,sint) € R? jest okrag jednostkowy na plaszczyznie. Drugi przyklad stanowi wykres
funkcji y = f(z), gdzie = € [a, b]:

¢ :la,b] >t (t, f(t)) € R?. (759)

Zauwazmy, ze powyzej wspominany okrag nie jest wykresem zadnej funkcji.

Bedziemy na razie zakladaé, ze funkcja (758) jest réznowartoSciowa, tzn. z geometrycznego
punktu widzenia krzywa nie ma zadnego samoprzeciecia. Dla prostoty, zajmiemy sie szczegdtowo
przypadkiem n = 2. Przypadek n > 3 jest w pelni analogiczny.

Definicja 14.4. FLamang wpisang w krzywq ¢ : [a,b] — R? nazwiemy sume

tp:=J 0, (760)
i=1
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gdzie
O; := odcinek od punktu (¢1(ti—1), p2(ti—1)) do punktu (¢1(t;), Ppa(ts)) (761)

oraz P = (to,t1,...,tn) nalezy do zbioru P wszystkich podzialow przedzialu [a,b]. Punkty (¢1(t;), p2(t;))
nazywamy wierzchotkams tamanej.

Dtugosé¢ kazdego odcinka O; tatwo daje sie obliczy¢ twierdzeniem Pitagorasa, mianowicie

d(0;) =V (o1(t:) — d1(ti-1))? + (da(ti) — da(ti—1))?. (762)

W zwigzku z tym, rozsadnie uogélni¢ pojecie dtugosci tamanej nastepujacym sposobym:

Definicja 14.5. Diugoscig tamanej £ jest liczba

n

d(tp) = d(0;). (763)

i=1

Definicja 14.6. Niech ¢ : [a,b] — R2%. Dtugosciq krzywej ¢ nazywamy kres gérny dlugoéci wszystkich
tamanych wpisanych w te krzywq, tzn. liczbe

d(¢) == sup{d(tp) | P € P}. (764)

Prosze zauwazy¢, ze, nasladujac definicje calek, najpierw mierzyliémy elementarne obiekty, mia-
nowicie odcinki O;, potem algebraicznym sposobiem (sumujac) rozszerzaliSmy miare do lamanych
{ a ostatecznie wzieliSmy granice ich dlugosci. Ale jest kluczowa réznica miedzy pojeciami pola po-
wierzchni figur a dtugosci krzywych: dlugo$é tamanej nie bedzie wieksza od dlugosci krzywej.
Pochodzi to z faktu, ze — z definicji — odcinek to najkrétsza krzywa taczaca dwa punkty.

Twierdzenie 14.7 (Wzér na dtugoéé krzywej). Zalézmy, Ze funkcja ¢ : [a,b] — R? jest réznowarto-

$ciowa i klasy C'. Wtedy
b
a6) = [ \Joh0+ (0. (765)

Bedziemy potrzebowali nastepujacego twierdzenia o catkach funkcji o wartosciach wektorowych.
Jesli ¢(t) jest funkcja na przedziale [a,b] o wartosciach w R™, tzn.

o(t) = (91(t), P2(t), - .., dn(1)) (766)

to mozna jg catkowaé skladowa po sktadowe;j:

/abqﬁ(t)dt = (/ab¢1(t)dt, /ab@(t)dt,...,/abcbn(t)dt) . (767)

Mozna rozszerzy¢ wszystko, co wiemy o catkach funkcji o wartosciach w R do catek funkcji o warto-
Sciach w R™. W szczegdlnosci, zachodzi nieréwnosé tréjkata.

Twierdzenie 14.8. Niech ¢(t) bedzie funkcjq ciggle na przedziale [a,b] o wartosciach w R™ oraz £
dowolnym punktem przedzialu [a,b]. Wowczas

/ bqs(t)dtH > | ot —2 / " lo(t) — 6@ (765)

Dowod. Poniewaz

b
H(6)(b— a) = 6(€) / 1dt

b
- / o(€)dt
b
- / (6(t) — (6(t) — H(©)))dt

a

b b
- / o(t)dt — / (6(t) — $(€))dt
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na mocy nieréwnosci tréjkata mamy

16(€)( — )| = 16() | (b — a)
/ o(t)dt <¢<> ¢(£))dtH

¢ dtH / 16(6) — o(E)dt .

Sama nieréwnos¢ tréjkata implikuje rowniez, ze

[N = [lo@) = ll¢(t) = ¢l (769)

wobec tego, catkujac,

b
[o(E)I(b—a) 2/ (@I = llo(t) = o(€) Dt

= [1owlar~ [ 1o - s@la.
/ ot dtH / 16(t) — 6(6)]d > / loe) dt - / lot) — H(&)]d (770)

z czego wynika (768). O

Podsumowujac,

Dowdd Twierdzenia 14.7. Niech ¢ bedzie dowolng tamang wpisang w krzywa ¢. Wedlug definicji,

a0

—Z\/¢1 ti) — —1))? + (P2(ts) — P2(ti-1))?

—ZH G1(ti), d2(ti)) — (P1(ti-1), P2(ti-1))l

_ Z lo(t:) — p(tiz1)ll
=1

w zwiazku z tym, mozna rozwazy¢ ¢'(t) i rozpisaé

_ Z lp(t:) — d(ti1)|]

tll

>Z(/_ feota-2 [ o0~ sila)
:/ @l ae-23" [ o0 - ] ar.
@ i=1"ti-1

Teraz potrzebujemy zalozenia, ze ¢ jest klasy C': z tego wynika, ze ¢ jest ciggla. Ale [a,b] jest
domkniety, wobec tego ¢’ jest jednostajnie ciaglta. W zwiazku z tym, odleglosé ||¢/(t) — ¢/(&)]| bedzie
mniejsza od dowolnego € o ile tylko wierzchotki podzialu P beda oddzielone od siebie o dostatecznie
malta dtugosé. Innymi stowy,

Z/ i |6/ (t) — ¢/ (&) at < Z(ti_1 —t)e=(b—a)e. (771)
i=17ti—1 i1
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Mozna wtedy ustali¢ € = ﬁ i otrzymac, ze, dla kazdego € > 0 istnieje wystarczajaco gesty podziat
P taki, ze

d(tp) > /ab le'(1)]| dt — e, (772)
innymy stowy
Ve > 03Pt d(lp) > /b e'(1)]| dt — . (773)
Przypomnijmy definicje dlugosci krzywej:

d(¢) = sup{d(tp) | P € P}. (774)

Zaobserwujmy, ze powyzsza wlasnosé (773) liczby f(f |’ (t)|| dt jest dokladnie definicja kresu gérnego
zbioru {d(¢p) | P € P}. Z tego wynika, ze

dw:/Wwww, (775)

tak, jak chcieli$my. O

15 Tydzien XV: 21. i 24. stycznia 2025

15.1 Szeregi liczbowe i ich (roz)bieznosé
15.1.1 Jak zsumowaé nieskonczenie wiele liczb?

Pojecie szeregu wprowadza sie po to, zeby mozna bylo $cisle méwié¢ o sumach nieskonczenie wielu
skladnikéw.? Z takimi sumami spotkaliémy sie juz, kiedy rozwazaliémy pewien kwadrat o krawedzi
1 roztozony w nieskoriczenie wiele pod—kwadracikow:

ENI

Zjawisko roztozonego kwadratu daje sie uogélni¢ w algebraiczny sposéb. Mianowicie, dla kazdego
lg| < 1 mamy

Ltq+ @ +¢’+- = lim (1+q+¢>+¢ +-+¢") = lim =—. (776)
(Przyklad kwadratu odpowiada wartosci ¢ = %, z uwaga na to, ze mamy dodatkowy sktadnik 1 w
sumie.) Zaobserwujmy, ze wyrazenie 1+¢q+¢?+¢>+--- nie ma zadnego sensu poniewaz nie mozna
obliczyé¢ sumy nieskonczenie wielu sktadnikéw. Natomiast, wyrazenie li_}m A4+qg+@P+¢@+--+q"
ma sens, poniewaz mozna wzigé sume n elementow i sprawdzié, czy svyor?ik dazy do jakiejs$ liczby
dla n dazacego do oo. To dlatego pierwsza réwno$¢ w (776) traktujemy jako definicje wyrazenia,
wystepujacego z lewej strony; druga réwnos$¢ wynika ze wzoru na réznice (n + 1)-szych poteg, a
trzecia — z twierdzenia o arytmetycznych wtasnosciach granicy i stad, ze ¢" — 0 dla n — oo, gdy
g < 1.

Pokazmy dlaczego nie mozna bezkarnie traktowaé sumowania nieskonczenie wielu sktadnikéw jakby
bylo sumowaniem skonczenie wielu sktadnikéw — w tym drugim kontekscie wiemy, ze zachodza takie

3 Autor zaleca ogladanie drugiego odcinku 6smego sezonu Futuramy — ,Benderama”.
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wtasnosci jak, n.p., przemiennos¢ i tacznosé. Korzystanie swobodnie z tych wlasnosci w przypadku sum
nieskoriczenie wielu sktadnikéw moze (ale nie musi) powodowaé sprzecznos$é: zatézmy, n.p., ze komus
udalo si¢ obliczy¢ sume¢ —1 4+ 1—1+1—1+1—--- i oznaczmy ja S. Wowczas, stosujac przemiennosé i
tacznoéé, mielibysmy

S=(14+1)+(-1+1)+(-1+1)+---
=0+0+0+---
=—1+(1-1)+1-1)+--
=—14+04+0+---
=—1—-(-14+1)+(-1+1)+---

tzn. przy, jak sie wydaje, naturalnej i sensownej umowie 0+04-0+--- =0, byloby S =0= -1 = —-1-5,
co pokazuje, ze S bylaby jednoczesnie kazda z liczb 0, —1, —%. Nadeszla sprzecznosé.

15.1.2 Definicja suma szeregu jako granica sum czesciowych

7 grubsza méwiac, szereg jest czyms, co wyglada jak sumowanie nieskoniczenie

wielu skladnikéw: -
> an. (777)
n=1

Czytelnik musi zauwazy¢, ze powyzszy napis (777) nie ma zadnego znacze-
nia.

Otrzyma on znaczenie tylko po sprawdzeniu, ze istnieje granica S tak zwanego ciggu sum czeSciowych
{Sn}nENa gdzie

n
sn::a1+a2+~-+an22ak. (778)
k=1

Liczba S jest (poprawnie zdefiniowana), ewentualnie S = +00. Teraz (i tylko teraz) mozna pisaé

i anp =S (779)
n=1

i powiedzieé, ze S jest suma szeregu. Jesli S € R to mamy do czynienia ze zbieznym szeregiem; jesli
S = +00 to szereg jest rozbiezny; jesli S nie istnieje (jak w przypadku szeregu 1 —1+1—14---, to
sie méwi, ze szereg nie jest ani zbiezny, rozbiezny, lub, Ze nie posiada sumy.

Definicja 15.1. Szereg (liczb rzeczywistych) (777) zdefiniujemy przez tak zwany cigg jego sum cze-
sciowych {sy }nen, gdzie sy, jest podany przez (778). Liczba a, nazywa sie n—ty wyraz szeregu.

Definicja 15.2. Mowimy, Ze szereg
o
> an (780)
n=1

jest zbiezny wtedy ¢ tylko wtedy, gdy cigg jego sum czeSciowych jest zbiezny do skoriczonej granicy S.
Jesli szereg > 0 | an jest zbieiny, to liczbe

S = nh_)n;osn = nh_g)lo ; ay (781)

nazywamy jego suma i piszemy
o
S=> an. (782)
n=1

Jesli S = +oo, to szereg jest rozbieiny.
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15.1.3 Dwa przyklady odniesienia
Przyklad 15.1 (Szereg geometryczny). Jesli ¢ € R i |q| < 1, to wtedy szereg geometryczny
o
S (783)
n=1
jest zbiezny, a jego suma jest réwna %q. Z (776) wida¢ od razu, ze szereg jest rozbiezny dla |g| > 1.
Przyklad 15.2 (Rozbieznoéé szeregu harmonicznego). Szereg harmoniczny
o
1
> - (784)
n
n=1
jest rozbiezny. Jest to wazny fakt, ktérego dowdd podajemy pdzniej.

Twierdzenie 15.1 (suma szeregdw). Jesli szeregi y > | an @y - by sq zbieine, to szereg > o, (an+
by) jest zbiezny i

o0 oo o
D (an+by) =D an+> by (785)
n=1 n=1 n=1

Dowdd. To wynika natychmiast z twierdzenia o granicy sumy ciggdw zbieznych. O

15.1.4 Warunek konieczny na zbieznos¢

Warunek Cauchy’ego mozna sformutowaé w nastepujacy sposéb.

Twierdzenie 15.2 (Warunek Cauchy’ego). Szereg Y -7 ay jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego € > 0 istnieje liczba calkowita N taka, Ze

m
> a
k=n

<e, (786)

jeslim>mn> N.
W szczegdlnosei dla m = n nieréwno$é (786) przyjmuje postaé
lan| <€, Vn>N. (787)
Innymi stowy, zachodzi nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 15.3 (Warunek konieczny na zbieznosé). Jesli > o7 | ay, jest zbieiny, to

lim a, =0. (788)

n—00

Warunek (788) nie jest wystarczajacy do zapewnienia zbieznoSci szeregu
> o2 | an. Na przyklad szereg harmoniczny jest rozbiezny, mimo tego, ze % — 0.

15.1.5 Zbiezno$¢ bezwzledna i warunkowa

Definicja 15.3. Szereg > 7 | ay, jest bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg y oo | |an|
jest zbieziny. Szereg, ktory jest zbieiny, ale nie bezwzglednie, nazywa sie warunkowo zbiezny.

(="

n

Przyklady takich szeregéw zobaczymy péZniej; jednym z nich jest » o (ktéry nie jest

bezwzglednie zbiezny, gdyz S°°° , 1 = 0).

n=1n
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15.1.6 Szeregi o wyrazach nieujemnych
Twierdzenie o ciagach monotonicznych ma takze bezposredni odpowiednik dla szeregow.

Twierdzenie 15.4. Szereg o wyrazach nieujemnych jest zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy jego sumy
cze$ciowe tworzg cigg ograniczany.

Przyktad 15.3. Szereg

1
> ~ (789)
n=0 "
jest zbiezny. Istotnie
14+1+—+ +oot !
C— R e
" 1-2 1-2-3 1.-2-3---.. n
S I L S S !
1.2 71.2.92 1-2.2..... 2
S S
B 1.2 22 2n—1
1
< 1+‘§£:§E
n=0
1
=1+ r=1+2=3,
1—=
2
podstawiwszy liczbe 2 na miejscu kazdej liczby wiekszej od 2.
15.1.7 Kryterium poréwnawcze
Twierdzenie 15.5 (Kryterium poréwnawcze).
a) Jesli
lan| < ¢, dlan > Ny, (790)

gdzie Ny jest pewng ustalong liczbg naturalng, i jesli szereg Y oo | ¢ jest zbiezny, to i szereg Y oo | an
jest zbiezny.
b) Jesli

an >dp >0 dlan> Ng, (791)

i jesli Yo7, dy, jest rozbiezny, to i szereg > o, ar jest rozbiezny.

Zauwazmy, ze b) odnosi sie tylko do szeregéw o wyrazach nieujemnych a,,. Zauwazmy réwniez, ze,
poniewaz w szczegdlnosci |a,| < |ay,|, punkt a) twierdzenia pociaga, ze szereg bezwglednie zbiezny jest
zbiezny.

Dowdd. Wezmy € > 0, wéwczas istnieje N > Ny takie, ze m > n > N implikuje

m
> o
k=n

m
=> c <e, (792)
k=n

co wynika z warunku Cauchy’ego. Stad

m
>
k=n

m m
<Ylul<Yac<e (799)
k=n k=n

i a) zostalo udowodnione.
Dalej, b) wynika z a), dlatego, ze jesli szereg > o | ay, jest zbiezny, to i szereg Y o2 d,, musi byé
zbiezny. O

W wielu szeregach spotykanych w zastosowaniach, wyrazy szeregu sa monotonicznie malejace.
Dlatego podane nizej twierdzenie Cauchy’ego jest szczegodlnie interesujace. Uderzajaca cecha twier-
dzenia jest to, ze dowolnie ,rzadki” podciag ciagu {a, }nen okresla zbieznosé lub rozbieznosé szeregu

ZZL Qnp.
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15.1.8 Kryterium Cauchy’ego o zageszczeniu i kryterium caltkowe

Twierdzenie 15.6 (Kryterium Cauchy’ego o zageszczeniu, ee Zadanie egzaminacyjne nr. 23).
Przypusémy, ze
a12a22a32~-20. (794)

Wowczas szereg
o0
> an (795)
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbieiny szereg
oo
a1 + 2as + 4ay + 8ag + - - - = Z 2ka2k . (796)
k=0

Dowdd. 7 twierdzenia 15.4 wynika, ze wystarczy udowodni¢ ograniczonos¢ sum czeéciowych. Niech
Sp,=ai1+as+azg+---+a,, tk:a1—|—2a2—|—4a4—|—---+2ka2k. (797)
Dla n < 2¥ mamy
sn<ar+ (ag+ag)+ -+ (agr + -+ agrr1_1) < a1 + 2a2 + dag + - - - + 2Fag =ty (798)

tak ze
Sn < 1. (799)

7Z drugiej strony, dla n > 2*

1 1
Sn 2a1+a2+(a3+a4)+-~+(a2k_1+1+~-+a2k) > §a1+a2+2a4+~-+2k*1a2k = itk’ (800)
tak ze
25, >t (801)

Na podstawie (799) i (801) ciagi {sn} i {tx} albo sa obydwa ograniczone, albo obydwa nieograni-
czone. Dowdd zostal zakonczony. O

Whniosek 15.1 (Rozbiezno$é szeregu harmonicznego). Szereg
o
1
> (802)
npP
n=1
jest zbiezny, jesli p > 1, rozbieiny jesli p < 1.

Dowaod. Jesli p < 0, to rozbieznosé wynika z Twierdzenia 15.3. Jesli p > 0, to zastosujmy Twierdzenie
15.6 i przejdzmy do szeregu

o0 1 o
k _ 1-p\k
> 2 o = > @k, (803)
k=0 k=0
Teraz 2177 < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy 1 — p < 0, tzn. p > 1 i twierdzenie wynika z wlasnoéci
szeregu geometrycznego (wystarczy przyja¢ ¢ = 2 7P w Przykladzie 15.1). O
Whiosek 15.2. Szereg
> 1
— (804)
2 ammy

jest zbiezny jesli p > 1 ¢ rozbiezny jesli p < 1.
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Dowdd. Z monotonicznosci funkeji logarytmicznej wynika, ze {In(n)},en jest ciagiem rosngcym. A
wiec ciag {W} N jest malejacy i mozemy zastosowaé Twierdzenie 15.6 do szeregu (804): to
ne

doprowadza do szeregu

;2k2’“<1 o kln O3 (805)

k=1 k=1

i konkluzja wynika z Wniosku 15.1. O

To tej samej konkluzji mozna dotrzeé¢ korzystajac z innego kryterium, tak zwanego kryterium
catkowego, ktorego dowdd pochodzi bezposrednio z definicji catki niewlasciwej.

Twierdzenie 15.7 (Kryterium catkowe). Niech f: [1,00[— R bedzie funkcjq dodatnig i malejgcq.
Niech ponadto a, = f(n) dla kazdego n > ng. Wowczas szereg

S a (306)

n=ng

jest zbiezny wtedy i tylko witedy, gdy zbieina jest calka niewlasciwa

/ f(z)dz . (807)

Przyklad 15.4. Zbadajmy jeszcze raz szereg (804) powyzszym twierdzeniem. Prowadzi nam do calki
niewladciwej

1
—d 808
/xln”(x) v (808)
2
ktéra tatwo daje sie obliczy¢:
00 ) . ” . .
lim ————— = li — In(2)t—P

/$1Dp 1 —p <yl>I£lo ll'lp_l(x) 2) 1 —p <yi>rgolnp—l(m) Il( ) ) <o (809)
2

wtedy i tylko wtedy, gdy p — 1 > 0, tzn. p > 1.

15.1.9 Kryterium poréwnawcze — wersja infinitezymalna

Istnieje, jak w przypadkach calek niewlasciwych, ,infinitezymalna wersja” kryterium poréwnawczego
15.5.

Twierdzenie 15.8 (Kryterium poréwnawcze, wersja graniczna). Niech

i an i by (810)
n=1 n=1

bedg dwoma szeregami z ay > 0 oraz by, > 0 dla dostatecznie duzych n. Oznaczmy
c:= lim —. (811)

Wowczas, jesli 0 < ¢ < oo, to obydwa szeregi sq¢ zbiezne lub obydwa sq¢ rozbiezne.
Dowdd. Bezposrednio pochodzi z Twierdzenia 15.5. Istotnie, jesli Y b, jest zbiezny, poniewaz
an < (c+€)by, (812)

dla dostatecznie duzych n, to _ a,, jest zbiezny tez.
Podobnie, jesli > by, jest rozbiezny, poniewaz

an > (c—€)by, (813)

dla dostatecznie duzych n, to ) a,, jest rozbiezny tez. O
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15.1.10 Granica dolna i gérna

Nie kazdy ciag posiada granice, ale kazdy ciag posiada granice dolng i gérna (to co$ innego niz
granica prawostronna i lewostronna). N.p., szereg naszkicowany nizej

X
n
A
F
SRR imsup
VoM N VNV M iminf
> n
widocznie nigdzie nie dazy, ale mimo tego istniejg granice
limsupa, := lim sup{ax |k >n},
n—00 n—00
liminfa, := lim inf{a; |k >n}.
n—oo n—o0

Ciag {an}nen zaznaczono kolorem niebieskim w rysunku. Dwie czerwone krzywe daza do granicy
gornej i dolnej ciagu. Widaé, dlaczego granice dolne i gérne musza istnieé¢: zbiér (podciag)

{ag | k>n} (814)

jest wiekszy od zbioru
{ag |k >n+1}, (815)

w zwigzku z tym kres gérny pierwszego jest wiekszy od kresu gérnego drugiego i kres dolny pierwszego
jest mniejszy od kresu dolnego drugiego. Innymi stowy ciag

{sup{ar | k > n}}, cn (816)

maleje, natomiast ciag
fint{ay |k = nbhyen (817)

rosnie. Wéwczas one musza posiadaé jakas granice (ewentualnie +00): nikt nie gwarantuje, ze te dwie
granice s jedna i tg sama.

Jezeli dany cigg ma granice, to granica dolna oraz gérna sa rowne. Zachodzi takze twierdzenie
odwrotne: jesli ciag posiada granice dolna oraz goérng i sa one réwne, to posiada takze granice réwna
wspdlnej wartosci granic dolnej i gérnej (na podstawie twierdzenia o trzech ciggach).

Twierdzenie 15.9. Niech
a = limsup a, . (818)

n—o0

Wowczas istnieje podcigg {an, }ien taki, ze

lima,, =«a. (819)
l—00
Analogicznie, jesli
& := liminfa,, (820)
n—oo

to istnieje podciag {an,, men taki, ze
lim a,,, =a.
m—0o0

(821)

Dowdd. Niech P, =]a — %,a + %[ jest dowolnie malym otoczeniem liczby « (w przypadku a = oo
mamy P, =], 00[). Wtedy istnieje n; taki, ze

sup{ag | Kk >n} € P, oiletylkon >mny. (822)
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W szczegdlnosci, musi istnieé jaki$ a,, ze zbioru {aj | k > n} taki, ze

tn, € D). (823)
Z konstrukeji podciag {an, }1en dazy do a.
Niech teraz P,, =|a — %,& + %[ lub P,, =] — co,m[, w przypadku & = —oo. Wtedy istnieje n,,
taki, ze
inf{ay | k >n} € P,,, oiletylkon > ny,. (824)

W szczegdlnosei, musi istnieé jakis$ an,, ze zbioru {ay | k > n} taki, ze
ap,, € Pp . (825)
Z konstrukcji podciag {an,, tmen dazy do a. O

15.1.11 Kryterium Cauchy’ego

Twierdzenie 15.10 (Kryterium Cauchy’ego, ee Zadanie egzaminacyjne nr. 24). Niech dany
bedzie szereg
D>

a = limsup {/|an,| . (826)

n—oo

1 niech

Wowczas:
a) jesli a < 1, to Y ay, jest zbiezny;
b) jesli o > 1, to > ay, jest rozbieiny;
c) jesli a =1, to niewiadomo, czy > ay, jest zbieiny lub rozbieiny.

Dowdd. Jesli a < 1, to mozemy wybraé¢ 8 tak, aby a < 8 < 1. Poniewaz ciag

{swp{¥/fail [k =n}} (827)

ne
malejac dazy do a i 8 > «, to musi istnie¢ liczba catkowita N taka, aby
Vlan| < p, oiletylkon>N. (828)

Inaczej moéwiac, dla n > N mamy
lan| < B". (829)

Szereg > " jest zbiezny, poniewaz 0 < [ < 1. Zbiezno$é szeregu »_ a, wynika teraz z kryterium
poréwnawczego (Twierdzenie 15.5).
Jedli a > 1, to wezmy sobie (na mocy Twierdzenia 15.9) podciag

{ /| } (830)

lan| > 1 (831)

dazacy do a. Skoro a > 1,

dla nieskoniczenie wielu wartosci n stad warunek a,, — 0 konieczny dla zbieznoci szeregu Y a, nie
jest spelniony (Twierdzenie 15.3).
Aby udowodnié c), rozpatrzmy szeregi

S

> o=, Z%. (832)
n=1 n=1

Dla kazdego z tych szeregéow a = 1, ale pierwszy jest rozbiezny, a drugi zbiezny.
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15.1.12 Kryterium d’Alamberta

Twierdzenie 15.11 (Kryterium d’Alamberta, ee Zadanie egzaminacyjne nr. 25). Niech dany
bedzie szereg
>

1 niech
Anp+1
an

an+1
Gn

> o := liminf
n—oo

(833)

« := lim sup
n—oo

Woéwczas:
a) jesli a < 1, to Y ay, jest zbiezny;
b) jeslia > 1, to > ay jest rozbieiny;
¢) w innych przypadkach niewiadomo, czy > a, jest zbiezny lub rozbieiny.

Dowdd. Jesli zachodzi warunek a), to jak wczesniej mozna znalezé § < 11 liczbe caltkowita N taka, ze

Intl) o 3 (834)
Qn
dla n > N. W szczegdlnosci
lan1| < Blan|, lanya| < Blans| < Blanl, ..., lanip| < BPlan]. (835)
Znaczy to, ze (ustaliwszy p=n — N)
jan| < lan|8"™Y = (Jan|8~Y)8" (836)

dla n > N i a) wynika z kryterium poréwnawczego (Twierdzenie 15.5), poniewaz szereg . 5™ jest
zbiezny.

Jesli & > 1, to latwo zauwazy¢, ze warunek a, — 0 nie jest speliony (patrz Twierdzenia 15.9),
skad wynika b).

Dla obydwoch szeregéw

1 =1
oo D (837)
n=1 n=1

zachodzi a = a = 1 1 juz pokazano, ze pierwszy jest rozbiezny, natomiast drugi jest zbiezny.

O

Uwaga 15.1. W napisach (826) oraz (833) symbole « i & oznaczaja liczbe, czyli element zbioru R:
znaczy to, ze v i & nie moga by¢ nieskonczong liczba. Pociaga to za soba, ze, jesli @ = +oo (lub
a = +00), to nie mozna stosowaé¢ odpowiadajacego kryterium.

Przyktad 15.5. Rozpatrzmy szereg
o oo
1 1 1 1 1 1 1 1
Z“”:Z<2k+3k>:2+3+22+32+23+33+'”7 (838)
n=1 k=1
czyli szereg, ktérego n—ty wyraz jest dany wzorem

L jedlin=2k-1,

2
ap = (839)
3 Jeslin =2k.
Widag¢, ze:
k
2
LN <> — 0,
a2k—1 3
k
a2k 41 1/3
= (=) —
aok 2(2) o



w zwigzku z czym

3\ k
1 "= Jim (2) = oo. 840
e | Tan | ke \2) T (840)
7 drugiej strony,
n+1

1+1
(%) noo= (%) dla nieparzystego n,
Vlan| = (841)
% dla parzystego n .

w zwigzku z czym

1\ n 1
limsup v/ |ay| = lim <> =—<1. (842)

N—00 nieparzysty n—oo ﬂ ﬁ

Kryterium Cauchy’ego wskazuje na zbieznosé, natomiast kryterium d’Alemberta po prostu nie mozna
zastosowad, poniewaz « nie moze by¢ oo.

Uwaga 15.2. Kryterium d’Alemberta jest tatwiej stosowaé niz kryterium Cauchy’ego, poniewaz latwiej
jest obliczy¢ utamki niz pierwiastki n—tego stopnia. Kryterium Cauchy’ego jest jednak silniejsze. Do-
ktadniej: gdy kryterium d’Alemberta wskazuje na rozbieznosé, to i kryterium Cauchy’ego takze; gdy
kryterium Cauchy’ego nie daje rozstrzygniecia, to kryterium d’Alemberta takze.

15.1.13 Kryteria Dirichleta i Leibniza

Twierdzenie 15.12 (Kryterium Dirichleta, ee Zadanie egzaminacyjne nr. 26). Jesli cigg liczb
rzeczywistych {by }nen maleje do zera od pewnego indeksu ng, a sumy czesciowe sy, szeregu y  a, tworzq
ciqg ograniczony, to szereg

[e.e]
> anbn (843)
n=1

jest zbiezny.

Dowdd. Oznaczmy

Sy = a1by 4+ agby + - - - 4+ apb, = Zakbk (844)
k=1

sumy czastkowe szeregu > apb, i rozpiszmy kazdy ay jako réznice sum czesciowych ay = si — sp_1
dla kazdego k > 1 (dla kK = 1 mamy a; = s1). Wéwczas

S = Z aby
k=1

= s51b1 + Z(Sk — sp—1)bg,
k=2

= Sl(bl — bg) + Sg(bg — bg) + -+ Sn—l(bn—l — bn) + spbp, . (845)

Skoro {sy, }nen jest ograniczony i b, — 0, ostatni sktadnik w sumie (845) tez dazy do 0. Znaczy to, ze:
jesli granica

oo
lim S, = > anbn (846)
n=1
istnieje, to powinna ona sie réwnaé granicy
n—1
Jim ; s1(br — brt1) - (847)
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Pozostalo zatem do udowodnienia, ze granica (847) istnieje i jest skoniczona. W tym celu, niech n > ng
i niech M bedzie ograniczeniem ciagu {sy, }nen, czyli liczba, taka, ze |s,| < M dla kazdego n: okazuje
sie, ze

n—1 n—1
D lslbr = bes)| < MY by = b (848)
k=ng k=ng
i suma
n—1 n—1

Do br=bril = D bk —brs1) = (g —bug1) + (g1 = buga) -+ (b1 —by) = by — by (849)

k=ng k=ng

widocznie dazy do by,. Z kryterium poréwnawczego (Twierdzenie 15.5)wynika, ze istnieje skonczona

granica
n—1

lim > s (bp — bpg1) (850)

n—00
k=ngo

a wiec takze granica (847), ich réznica bedac skoniczona suma

ng
> sp(be — bps1) €R. (851)
k=1

O

Mamy teraz istotne i uzyteczne kryterium dla tak zwanych szeregéw o wyrazach naprzemien-
nych.

Whniosek 15.3 (Kryterium Leibniza). Jesli ciqg liczb rzeczywistych b, maleje do zera od pewnego
indeksu ng, to szereg naprzemienny

(—=1)"*1p, (852)

M8

n=1

jest zbiezny.

Dowdd. Natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia 15.12. O

15.2 Szeregi potegowe i ich (ro)zbieznosé
15.2.1 Definicja szeregu potegowego i jego promieniu zbieznosci
Przyjmujemy teraz szeregi ,,z parametrem”, t.j. postaci

oo

S(@) =) ana", (853)

n=0

gdzie parametr x pojawi sie poprzez jego n—te potegi. Z tego powodu, nie mowimy o ,szeregach z
parametrem” ale raczej o szeregach potegowych.

Ale gléwne pytanie mozna sformutowaé w ten sposéb: ,,dla jakich wartosci parametru x podany
szereg jest zbiezny?” To pytanie prowadzi prosto do pojecia promienia zbieznosci.

Istotnie, szereg (853) jest zawsze zbiezny dla x = 0, poniewaz suma zer to zero. Zdarze sie, ze
istnieja szeregi jak, n.p.,

S(x) = Z n"x", (854)
n=0

takie, ze S(x) jest zbiezny tylko dla x = 0. W tym przypadku, sie méwi, ze promien zbieznosci réwna
sie 0.
7 drugiej strony, szereg jak, n.p.,

S@) =%, (855)
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jest zbiezny dla kazdego z i jego suma wynosi doktadnie e*. W tym przypadku, sie méwi, ze promien
zbieznosci réwna sie oco.

Intuicja sugeruje, ze im wiekszy jest modutl parametru x, tym mniejsza jest szansa, ze szereg jest
zbiezny. Przy tym, jesli okazuje sie, ze szereg jest zbiezny dla pewnego T, tym bardziej szereg powinien
by¢ zbiezny dla x takiego, ze |z| < |z|. Wowcezas, aby wyznaczy¢ promiert zbieznosci, ,wystarczy”
wzia¢ najwiekszy modut liczb x takich, ze szereg jest zbiezny.

Twierdzenie 15.13 (ee Zadanie egzaminacyjne nr. 27). Jesli szereg potegowy (853) jest zbieiny
dla T # 0, to jest bezwzglednie zbiezny w | — r,r| dla kazdego r < |Z|.

Dowdd. Poniewaz szereg

o]
> anz" (856)
n=0

jest zbiezny, warunek konieczny
lim a,z" =0 (857)
n—oo

musi by¢ spelniony. Wobec tego, ciag {a,Z" }nen musi byé ograniczony, tzn.

land"| < M (858)

dla odpowiedniego M. W zwiazku z tym, dla kazdego = €] — r,r|,

n| — n e anldt e a2 <ar ()
n - n n - n ~ - n ~ — ~ .
|ana”| = |an||2]" < |an|r™ = |an||Z| FR |anz"| @ (859)

Skoro \::TI < 1, szereg

oo r n

M <~> (860)
2 M
jest zbiezny. Na mocy kryterium poréwnawczego (Twierdzenie 15.5) nasz szereg jest bezwglednie

zbiezny.
O

Definicja 15.4. Kres gorny

o
p 1= sup {7“ >0| Zanx" jest zbiezny Vx €] —r, r[} (861)

n=0
nazywa ste promieniem zbieznosci.

Whniosek 15.4. Niech p bedzie promieniem zbieinosci szeregu
o0
S(x) =) anz". (862)
n=0

Wowczas S(x) jest zbieiny dla kazdego x takiego, zZe |x| < p i jest rozbieiny dla kazdego x takiego, Ze
|x| > p. Dla x—6w takich, ze |x| = p, szereqg moze bycé albo zbieiny albo rozbieiny.

15.2.2 Zbieznos$¢ punktowa oraz jednostajna

Jedli p > 0 to mamy do czynienia z funkcjg

f:}_pvp[ — Rv
x — S(x),

przyporzadkowujaca kazdej wartosci ,,parametru” z sume odpowiadajacego szeregu.
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Pojawi sie naturalne pytanie: czy taka funkcja jest ciaggta? To drugi przypadek obecnego rozdziatu,
gdzie nie mozna rozszerzy¢ bezkarnie wtasnosci dotyczacy skonczonych sum liczb do nieskoriczonych
sum liczb. Dokladnie, widaé, ze kazda suma czesciowa

sp(z) = Z apz® (863)
k=0

bedaca po prostu wielomianem n—tego stopnia, jest ciagta. To, co nam brakuje jest wzorem pozwala-
jacym ustali¢ w jakich przypadkach granica ciagu funkcji jest funkcja ciagla.
Niech f,, f: X = R, gdzie n = 1,2,..., a X oznacza (na razie) zupelnie dowolny zbiér.

Definicja 15.5 (Zbiezno$¢ punktowa). Powiemy, zZe cigg funkcji { fn(2)}nen jest zbiezny punktowo
do f na zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu x € X zachodzi réwnosé

flz) = lim fo(2) (864)

n—oo
Piszemy wtedy: fr, — f na X.

Definicja 15.6 (Zbieznosé jednostajna). Powiemy, ze cigg funkcji {fn(2)}nen jest zbiezny jedno-
stajnie do f na zbiorze X wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi warunek: dla kaidego € > 0 istnieje
no = ng(€e) € N takie, ze dla wszystkich v € X i wszystkich n > ng jest

[f (@)= fa(z)] <. (865)
Piszemy wtedy: fy, = f na X.
Przyklad 15.6. Niech X = [0,1] C R i niech f, : [0,1] — R bedzie dana wzorem f,(z) = 2". Wtedy

0 zel0,1]

lim fp(x) = lim 2" = f(x) == { 1 p-1 (866)

n—o0 n—o0

Innymi slowy, ciag f, jest zbiezny punktowo na [0,1] do funkcji f. Nie jest to jednak zbieznosé
jednostajna: dla kazdego n € N jest

fa@ M=t = S0 = o, (367)

a zatem warunek z definicji zbieznosci jednostajnej nie zachodzi dla zadnej liczby € < % .

Twierdzenie 15.14. Zaldézmy, ze P C R jest dowolnym przedziatem. Niech f, : P — R bedq funkcjami
cigglymi na P. Jesli f, = f na P, to f jest ciggla na P.

Dowdd. Ominiety. O

Twierdzenie 15.15 (Kryterium Weierstrassa). Niech f,: X - R dlan=1,2,.... Jesli

|fn(z)| < an, (868)

dla n € N, a szereg liczbowy Y " an jest zbiezny, to wowczas szereg funkcyjny

S@) =) falx) (869)
n=0

jest zbiezny jednostajnie i bezwglednie na X. W szczegdlnosci, S(x) jest funkcjq ciggle na X.

Dowdd. Ominiety. O
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15.2.3 Roézniczkowanie szeregéw potegowych

Wréémy do naszego szeregu potegowego (853). Z dowodu Twierdzenia 15.13 (w szegdlnosci z for-
muly (859)) widaé, ze suma S(x) jest funkcja ciagla na | — p, p[ poniewaz spelnia warunki kryterium
Weierstrassa. Okazuje sie, ze S(x) jest wielokrotnie lepsza niz funkcja ciagla: jest klasy C* na | — p, pl.

Twierdzenie 15.16 (Rézniczkowanie szeregéw potegowych). Zaldimy, ze f, : [a,b] — R, gdzie
n=1,2,..., sq rézniczkowalne. Jesli szereq funkcyjny > f1, jest zbiezny jednostajnie na [a,b] do funkcji
g, a ponadto istnieje taki punkt xo € [a,b], Ze szereg liczbowy . fn(xo) jest zbiezny, to wéwczas:

(a) Szereg > fy jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji cigglej f : [a,b] — R;

(b) Funkcja f jest rézniczkowalna na [a,b] i f' = g.
Dowdd. Ominiety. O
Przyklad 15.7. Ciag funkcji f,(x) := % dazy jednostajnie do funkeji f(z) = 0, stalej na zero:

10}
r — sin(x)

sin(2 x)

0.5

X

— cos(x)
V2 cos(2 x)
— V3 cos(3 x)

—— 2cos(4 x)
— 5 cos(5 x)
— 6 cos(6 x)

Ten przyklad pokasuje, ze f,(x) — f(z) nie implikuje f} (z) — f/(z).
Do czego stuzy Twierdzenie 15.167 W nazym przypadku ciagéw potegowych, powie ono kiedy
mozna bezpiecznie zamieni¢ dzialania rézniczkowania i sumowanie: nastepujace kroki,

S'(z) = <z:0 am;”) = zjl(ana:")' = zjlannx"_l , (870)

ktére wygladaja zupelnie normalne, sa dozwolone wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > 2 ; annz™ ! jest
zbiezny jednostajnie i 7 ana™ jest zbiezny przynajmniej w jednym punkcie.
Okazuje sie, ze promien zbieznosci obydwu szeregéw jest ten sam.

Uwaga 15.3 (Wyrdzniona funkcja pierwotna). Zaobserwujmy, ze dla kazdego wielomianu w(z) istnieje
doktadnie jedna funkcja pierwotna W (z) taka, ze W (z) = 0. Mianowicie, W (x) jest wielomianem o
stopniu o jeden wyzszym od stopnia wielomianu w(x):

W(x) = /0 " w(t)dt. (871)

Aby unikngé zmiany zmiennej, ktéra moglaby utrudnié notacje, bedziemy pisaé

W(z) = /w(x)dx. (872)
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Twierdzenie 15.17. Funkcja S(z) jest klasy C*° na | — p, p[. Ponad to,

[e.o]

SP(z) = Zann(n— 1)---(n—p+1)z" 7P, (873)
/ Stapde = 3 g, (874)
n=0

Dowdd. Wystarczy udowodnié, ze wzér (870) jest wazny dla kazdego x €] — p, p[, w sensie, ze
o
Z anna™ ! (875)
n=1

jest zbiezny, ma ten sam promieri zbieznosci p, i jego suma wynosi S’(z).
Do tego celu, sprawdzmy, czy szereg (otrzymany przez mnozenie powyzszego przez x)

Z anpnz” (876)
n=1

jest zbiezny dla kazdego = €] — p, p|.
Rozumowanie jest takie samo jak w dowodzie Twierdzenia 15.13. Mianowicie, wezmy sobie Z oraz
p takie, ze |z| < |Z|] < p < p. Wowczas

lapnx™| = nla,||z|"

< nlay||z|"

(121"
nlanp| (2
P
Mn - s
P

5 (2) -

jest zbiezny, zastosujmy kryterium Cauchy’ego: ciag

gdzie M jest ograniczeniem ciagu |a,p"|.
Aby sprawdzié, czy szereg

—n -
‘n <|x~‘> = \/ﬁ@ (878)

p p
dazy do 1- % < 1. Z tego wynika, ze (877) jest zbiezny. Na mocy kryterium Weierstrassa (Twierdzenie
15.15), szereg (876) jest jednostajnie i bezwzglednie zbiezny na x €] — p, p[, poniewaz p jest dowolna
liczba mniejsza od p. Jesli x # 0, mozna podzieli¢ przez x i otrzymaé zbieznosé szeregu (875).

Wiec szereg (875) ma ten sam promien zbieznosci, jak nasz szereg potegowy (853). Wobec tego,
obydwa (875) i (853) sa jednostajnie zbiezne na | — p, p[. Warunki Twierdzenia 15.16 sa spelnione:
wzor (870) jest wtedy poprawny dla kazdego = €] — p, p|.

Ogdélny wzor (873) zachodzi indukeyjnie.

Aby udowodnié (874) wystarczy udowodnié, ze

(Z ncf: 1x"+1> = S(z). (879)

n=0

Podejscie jest to samo. O
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Twierdzenie 15.18. Niech -
> apa” (880)
n=0

bedzie szeregiem potegowym 1 zaloimy, Ze istnieje granica

limsup V/|an| = L. (881)

n—oo

Wowczas:

1. jesli L = +o0, to szereg jest zbieiny tylko dla x = 0;

2. jesli L =0, to szereg jest zbieiny dla kazdego x € R;

3. jesli L €]0,00[, to promien zbieznosci p wynosi %
Dowdd. Ominiety. 0
Przyktad 15.8. Skorzystajmy z ostatnich Twierdzen 15.17 oraz 15.18 aby znalezé sume nastepujacego

szeregu potegowego:
> 1
> <n + ) *n (882)
n

n=1

Pierwsza sprawa: promien zbieznosci p wynosi 1. Istotnie,

\/n N % _ QT\L/nZ S <ln(n2 +1) —ln(n)> L exp(0) = 1. 59)

n 2n

Wiegc, dla kazdego = €] — 1, 1] mozemy zastosowaé¢ Twierdzenie 15.17. Otrzymamy (przypominajac
Uwage 15.3):

o0 1 o0
- 2n _
<n+n>x 3

n=1 n=1

n=1

oo 1 2n
:Z §(x2n+1)/ x2+2/x2n 1d$>

n=1

1oo . oo . oo o
=52 @y =Y +2Z/x2 Ldw

n=1 n=1 n=1

1 S 2n 1 1 S 2n
_1 LA RO (N B +2/1 L 1)
2 \"\1 -2 2 \1-22 2 \1— 22 v
1/ 2%(2?-3) 1 1 9
— (Y —1) —In(1—

(o) () e

2

x 2
:(fo )2—111(1—56)
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