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Wprowadzenie

Material niniejszego zbioru jest catkowicie wzigty z zbioréw zadan J. Kaminskiego, K. Grabowskiej,
J. Wojtkiewicza, P. Chankowskiego, A. Bednorza, M. Misiaka, K. Wohfelda i innych.
UWAGA'! Symbolem & oznaczone sg zadania kluczowe do przygotowania sie do kolokwium.
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11 Funkcje pierwotne

11.1 Wyznaczenie funkcji pierwotnej

Zadanie 11.1.1. Wyznaczy¢ jakas funkcje pierwotna ponizszych funkcji:

(1) (&) xcosz
(2) 2% cos x
(3) (%) we
(4) .%'26430
(5) (%) z°lnz
(6) (z 4+ 1)*In 3z
(7) e** cos x
(8) e “sindx
2? + bx — 1
(9) (o) —
tgx
(10) 2 sin? i cos? x
(11) () tgz
(12) (2% +5)°
1
(13) ®
(14) cos(mx + 1)
(15) cos(4x)cos(Tx)
(16) (&) arctan(z)
(17) arcsin(z)
(18) (322 + 62 + 5) arctan(z)
(19) (#)  cos(in(z))
(20) x arctan(z)
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(23) (%) z7v/5 4 3xt
(24) z° cos (2?)
(25) (%) 2%
(26) x sin(x) cos(z)
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(28) (%) In(z)’
(29) 23 In(5x)
(30) lngff)



12 Calki nieoznaczone

12.1 Calkowanie funkcji wymiernych

Zadanie 12.1.1. Rozbié¢ na utamki proste powyzsze funkcje a nastepnie wyznaczyé¢ jakas ich funkcje
pierwotna:

& ® oy
(2) ) &z 1)1(:c2 1)
(Mozna, ale nie musi, znalezé wzér rekurencyjny wyrazajacy In::m przez I, 1.)
@ ETOETY
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(Mozna, ale nie musi, korzystaé ze wzoru z (3).)
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3+ 522 +9x 45



12.2 Calkowanie funkcji trygonometrycznych

Zadanie 12.2.1. Odpowiednim trygonometrycznym podstawieniem, wyznaczy¢ jakas ich funkcje pier-
wotng powyzszych funkcji:

(1) (%) sin'(z)
(2) (%) ctg?(x)
3) e’(z)

cos*(x)
(4) sin?(x)
(5) (%) cosi(x)

1
(6) (&) sin(x)(2 + cos(x) — 2sin(z))
1

(7) sin(z) cos?(z)

cos®(x)
(8) Sy

1

(9) sin®(x)
(10) *) 1

5 + sin(z) 4 3 cos(x)
sin?(x) cos(x)

(11)

sin(x) + cos(x)

Zadanie 12.2.2 (z egzaminu). Oblicz
/tg(x) sin(:c)dx

1 —sin(z)

12.3 Calkowanie przez podstawienie

Zadanie 12.3.1 (&). Odpowiednim podstawieniem, wyznaczy¢ jakas ich funkcje pierwotna powyzszych
funkcji:

(1) - —
1++v/x—1
6—117
2 -
@ e — 2e% 4 2
2
(3) —_—
z — 3z + 10

12.3.1 Calkowanie przez podstawienie Eulera

Zadanie 12.3.2 (&). Obliczmy calke

I, = / A=
rvr? +4r —4
za pomocy pierwszego podstawienia Eulera.
Zadanie 12.3.3 (&). Obliczmy calke

za pomocy drugiego podstawienia Eulera.

Zadanie 12.3.4 (&). Przetestujmy wreszcie trzecie podstawienie Eulera na calce

I, / dx
m (2 — 3)W4x — 22
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13 Calki oznaczone

13.1 Obliczenie catek oznaczonych

Zadanie 13.1.1. Obliczy¢ catki oznaczone:
2
(1) (&) / xe® sin(z + 2)dz
0

8
(2) / x2e** cos(x + 5)da
0

Zadanie 13.1.2 (z egzaminu — &). Oblicz

1 [ 1

/ cos®(vz) sint(yvz) —=dz.

2 0 X
Zadanie 13.1.3. Oblicz

1 [ 1

2/0 cos” (v/x) sin®(y/z) ﬁdx.

14 Caltki niewlasciwe

14.1 Zbieznosé calek niewlasciwych

Zadanie 14.1.1. Sprawdzié¢ zbieznosé calek niewlasciwych (nie obliczajac ich):

6

@ @ [
-2

®) (%) /_1 T :U12—1dx
! 1

(6) /0 e® — cos(x) de

14.2 Obliczenie calek niewlasciwych

Zadanie 14.2.1. Oblicz catki niewlasciwe:

b 1
® (%) /a (x —a)(b—x) da
2) @ [ A

Narysowaé obszar, ktérego pole jest réwne calce (2).

Zadanie 14.2.2. Oblicz catki niewlasciwe:

1
1
1 dz
@ /; V1 — z? arcsin(z)
> arctan(z)?
2 ——d
2) /_oo 22+1 0
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Zadanie 14.2.3 (z egzaminu — &). Orzec (podajac uzasadnienie), czy zbiezna jest calka niewlasciwa

o0 1
1 dr .
( ) /0 (1,4+71.+2)1/5 z
Zbadaé zbieznosé calki
* Inz
2 —d
@ /0 1tz

i, w przypadku zbieznosci, obliczy¢ ja.

Zadanie 14.2.4 (z egzaminu). Orzec (podajac uzasadnienie), czy zbiezna jest catka niewlasciwa

™/2 In(cos z
(1) /0 1(7>d1‘.

22/

Zbadac¢ zbieznosé catek

> 1

) | Faea
w/2

(3) /0 tg xdr,

i obliczy¢ te, ktore sg zbiezne.

Zadanie 14.2.5 (z egzaminu — &). Orzec (podajac uzasadnienie), czy zbiezna jest calka niewlasciwa

o0
1
(4) /1 2021/4:2022 941011 { 51101 dz
Zbadac¢ zbieznosé catki
* Inzx
5 ——dx
(5) /0 (1+x)3

i, w przypadku zbieznosci, obliczy¢ ja.



15 Szeregi

15.1 Szeregi liczbowe

Zadanie 15.1.1. Sprawdzié¢ zbieznosé¢ szeregdéw liczbowych

> n?+1
M ® > it
®) ® Y
n=1
3) ® >
n=2
() ® >
n=1
> 1
(5) (#) ;nln(n)(ln(ln(n)))“‘p'
= . ni+l
(6) (o) nz:l(—l) o1
@ SV
n=1
(8) @) SV
n=1
) * >
n=1
o0 3TL
10 & .
(10) (#) nzln3+1
(11) @ >
n=2
(12) @ Y
n=2



15.2 Szeregi potegowe

Zadanie 15.2.1. Korzystajac z rézniczkowania lub catkowania szeregéw potegowych wyznaczy¢ jawna
postaé funkcji, ktorej szereg potegowy ma nastepujaca postaé¢ okreslajac jego promienie zbieznosci:

I )

Zadanie 15.2.2 (z egzaminu — &). Zbadaj zbieznosé szeregu liczbowego, w zalezno$éi od wartosci
parametru p € R:

[e.e]

1
(1) Z (nlnn)p

n=

Podaj promien zbieznoéci ponizszego szeregu potegowego. Zbadaj zbiezno$¢ na krancach przedziatu.
Nastepnie, korzystajac z rézniczkowania badz catkowania szeregéw, wyznacz jawng postaé funkcji:

> 2n

@ > 5

n=1

Zadanie 15.2.3 (z egzaminu). Zbadaj zbieznos¢ szeregu liczbowego, w zaleznoséi od wartosci parametru
peR:

1) S

n=1

Podaj promien zbieznoéci ponizszego szeregu potegowego. Zbadaj zbiezno$é na krancach przedziatu.
Nastepnie, korzystajac z rézniczkowania badz catkowania szeregéw, wyznacz jawng postaé funkcji:

(2 > (14 4)a

n=1
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