Matematyka I

Seria zadan do przygotowania sie do drugiego kolokwium
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Wprowadzenie

Material niniejszego zbioru jest catkowicie wzigty z zbioréw zadan J. Kaminskiego, K. Grabowskiej,
J. Wojtkiewicza, P. Chankowskiego, A. Bednorza, M. Misiaka, K. Wohfelda i innych.
UWAGA'! Symbolem & oznaczone sg zadania kluczowe do przygotowania sie do kolokwium.
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6 Ciaglosé
Zadanie 6.0.1 (&). Wykaz, opierajac sie na def. Cauchy’ego, ze f(x) = % jest ciagla w punkcie x = 2.

o1
, . iy .. zxsin: dla z#0
4 . — T
Zadanie 6.0.2 (). Zbadaé ciagloé¢ funkcji: f(x) { 0 da 7 -0
Zadanie 6.0.3 (&). Ciaglosé jednostajna: opierajac sie na definicji ciaglosci jednostajnej pokazaé, ze

funkcja f(x) = % jest ciagla jednostajnie na przedziale [1,+ool.

Zadanie 6.0.4 (&). Opierajac sic na definicji cigglosci jednostajnej pokazaé, ze funkcja f(z) = 22 jest
ciagla jednostajnie na przedziale |0, 2].

Zadanie 6.0.5 (d). Opierajac sie na definicji ciagloéci jednostajnej pokazaé, ze funkcja f(x) = % nie
jest ciagla jednostajnie na przedziale ]0, 4+o0].

Zadanie 6.0.6. Opierajac sie na definicji ciaglosci jednostajnej pokazaé, ze funkcja f(z) = 22
ciagla jednostajnie na przedziale ]0, +ool.

nie jest

Zadanie 6.0.7. Czy funkcja f(z) = sin% jest jednostajnie ciagla w przedziale 0, 1]7
Zadanie 6.0.8. Czy funkcja f(z) = /x jest jednostajnie ciagla w przedziale ]0, co[?

Zadanie 6.0.9. Czy funkcja f(z) = e jest jednostajnie ciagla w przedziale ]0,00[? A w przedziale
| —0,0]?

1 dla z€Q

0 dla 24Q nie jest ciagla w

Zadanie 6.0.10 (). Pokazaé, ze funkcja Dirichleta: fp(x) = {

zadnym punkcie.

Zadanie 6.0.11. Pokazaé, ze funkcja Dirichleta jest granica catkiem przyzwoicie wygladajacego ciagu:
fp(z) = lim klim [cos(n!mz)]?* (zwrécié uwage na kolejnosé granic!)
n—ook—o0

8 Roébzniczkowalnosé i pochodne

8.1 Robzniczkowalnosé

2 dla 240

jest rézniczkowalna w punkcie
0 dla z=0

Zadanie 8.1.1 (&). Pokazaé, ze funkcja f(z) = { €

x = 0.
. . e .. —2724+3z+1 dla z<1
, ’ ! . _ ~
Zadanie 8.1.2 (&). Obliczy¢ (jesli istnieje) f/(1) dla funkcji: f(x) = { 23 +4 dla 1
Zadanie 8.1.3 (&). Obliczy¢ (jesli istnieja) f’ (0), f(0), f'(0) dla funkcji:

—x dla = <0
f(x):{ z(l—2z)2—2) dla >0

Zadanie 8.1.4 (z kolokwium — &).
1. Dookresl funkcje f na odcinku |0, 7/2[ tak, zeby byla dobrze zdefiniowana, majac dany wzor

1
f(z) = arctan emftan(@)] |

2. Podaj wzoér na funkcje g odwrotna do f, jej dziedzine i obraz.



3. Na jakim zbiorze argumentéw funkcja g jest rézniczkowalna? Jasno uzasadnij swoja odpowiedz.

Zadanie 8.1.5 (z kolokwium — ).

1. Rozstrzygnij, czy funkcja
z—1 Ve <1
f(x)_{x?’—wz—x—i—l Vo > 1

jest ciagla/rézniczkowalna w x = 1.

2. Rozstrzygnij, czy funkcja
f(x) 0 Ve <0
| 2®sin(z7?) Vz>0

jest ciagla/rézniczkowalna w x = 0.
Zadanie 8.1.6 (z kolokwium).
1. Dookredl funkcje f na odcinku |0, w/2[ tak, zeby byla dobrze zdefiniowana, majac dany wzor
2
f(z) = arctan elnltan®()]

2. Podaj wzoér na funkcje g odwrotna do f, jej dziedzine i obraz.

3. Na jakim zbiorze argumentéw funkcja g jest rézniczkowalna? Jasno uzasadnij swoja odpowiedz.

8.2 Pierwsze pochodne

Zadanie 8.2.1. Niech f(z) =9z + 2. Obliczy¢ z definicji f'(3).
Zadanie 8.2.2. Niech f(z) = x%—l Obliczy¢ z definicji f/(2).

Zadanie 8.2.3. Niech f(z) = 223 — 322 + 2. Obliczy¢ z definicji f/(1).
Zadanie 8.2.4 (&). Niech f(x) = /z + 1. Obliczy¢ z definicji f/(2).
Zadanie 8.2.5 (&). Niech f(z) = e*~1. Obliczy¢ z definicji f/(3).

Zadanie 8.2.6. Obliczy¢ pochodne funkcji po skorzystaniu z odpowiednich twierdzen:

:):2+2:r—|—2'
x2 -1
1
h) ——
)\/1+m2+x4
4. cos5:):;

5. sin(bx — 3);

6. () sin(v/1 — a3);



9. Insinx;

10. arctg(z — V1 + z2);

11. (&) eV2+e",

12. () cosh(z® — 2z + 1);

Zadanie 8.2.7. Obliczy¢ pochodne funkgji:

8.3 Wyzsze pochodne

Zadanie 8.3.1. Obliczy¢ pierwsze, drugie i trzecie pochodne funkcji:
L. () flz) = e
2. f(z) =tgux;

3. f(z) =thx.

Zadanie 8.3.2. Obliczy¢ n—te pochodne funkcji f(x):

1. f(z) =sina;
2. f(z) = cosz;
3. f(z) = sinhx;
4. f(z) = cosha;
5. () fz) = e
6. f(z)=e%"

10. f

11. (&) f(x) = —L5; Wsk. Rozlozyé na utamki proste.

=
12. f(z) = m;

13. f(x) =sin*z + cos* z.



9 Granice funkcji

Zadanie 9.0.1. Oblicz nastepujace granicy:

) e’ —e
(1) (*) lim, o -
) In(z)
(2) A SV
' (ex _ efx)Q
(3) limz—o 22 cos(x)
aln(:c)
(4) () limy o0 p (a>0)
. tg(x) — 1
(5) fing sin(z) — cos(x)
(6) lin, o x — sin(x)
T— 73
. z2sin (%)
(7) limy oo 5y 1
: mr sin(ay _ _sin(z)
’ e [ (52) (e =01
) (%)t )
. 1 x
1o ® e (5 )
(11) lim, ,o (m— 2arctan(z)) In(x)
(12) limg - (1— )~
(13) lim, o <x2 — (ctg(m))2>
. 2 1
(14) hmx—>1 (xg 1 - T — 1>
. 1 1
(15) () limeo <x3 B sin(x))
(16) limg o (xl>
sin(x)
(17) (%) Tim, o (1)
(18) limg_ <x%)
: te(2) ) 2
(19) lim,_sg < . )
(20) li, L)
arctan mz_l
(21) limg_y x—<f1+>
. a® —1 :
(22) () limy o0 (:z:(a — 1)) ,a>1
Zadanie 9.0.2. Obliczy¢ nastepujace granice:
. zctgr—1
i S

. arcsin2z — 2arcsinx
2. lim 3 :
x—0 X

9



. sinx—=x
3. lim :

a0 tgw — 1’

1\?
4. (&%) lim <ln> ;
z—04 X
g2
-1
z—0 sin“x

6. () lim (tgaz)'&2;
T3

2 x
7. lim ( arctan:z:) ;

r—o0o \ T
" 1
. arctanx \ =
8. lim | ———
x—0 xT

. 1 1
9. lim < — );
z—0 \ e — 1 T
. 1
10. lim <ctgac — );
z—0 T
1 1
11. li —— —|;
(&) 230 (1 —cosx 2:1:2)’

12 (&) lim <arctana:>zl?.

T

1
13. lim (arcsinx)ﬂ;
x

1

1 z2

14. lim (Smx) ,
x—0 xX

1
15. lim (6_3”2) I2;

x—0

16. (&) lim [372 <arctanaz - E) + m} .
z—+00 2
Zadanie 9.0.3 (z kolokwium). Oblicz nastepujace granice:

€8T 1 —sing

sinh? z

2) limg_so (cos?z)a?
1 1

3 li —

®) Hia=0 (1 —e 7 sinx)

In(1 + 222

(4) lim, ,, V(+27%)

S x

Zadanie 9.0.4 (z kolokwium). Oblicz nastepujace granice:

rcosT —sinx

(1) #) limg Rt
(2) lim, ,o+ (1+ tanx) e
(3) lim, .o (cosz) P

. 2 1

8



10 Przebieg funkcji

10.1 Rozwiniecie Taylora funkcji
Zadanie 10.1.1 (z kolokwium — &). ZnajdZz punkt przegiecia funkcji f(x)
f(z) = arctan(2x)

i korzystajac z twierdzenia Taylora podaj jej rozwiniecie do drugiego nieznikajacego rzedu wokot tego
punktu.

Zadanie 10.1.2 (z kolokwium — &). Znajdz punkt przegiecia funkcji f(x)
f(z) = arcsin(z) + 7z + €

i korzystajac z twierdzenia Taylora podaj jej rozwiniecie do trzeciego nieznikajacego rzedu wokét tego
punktu.

Zadanie 10.1.3. Rozwina¢ w szereg Taylora wokot xg = 0 do 3. nieznikajacego rzedu wlacznie funkcje:
L & f(z)=em"
2. & f(x) = tga (tu Jo] < 3);
3. g(z) =In(1 +sinz);

4. h(z) =In(cos ) (tu |z| < 7).
1
Zadanie 10.1.4. Rozwina¢ w szereg Taylora wokdl zgp = 0 funkcje f(x) = e 22. Skomentowaé wynik.

10.2 Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Przez zbadanie przebieg zmiennosci funkcji rozumie sie na ogét wykonanie nastepujacych czynnoéci:
e Okreslenie dziedziny.
e Sprawdzenie, czy funkcja jest parzysta, nieparzysta lub okresowa.
e Wyznaczenie asymptot wykresu tej funkcji.
e Wyznaczenie punktow ekstremalnych.
o Wyznaczenie punktow przegiecia.

o Naszkicowanie wykresu.



Zadanie 10.2.1. Zbadaé przebieg zmiennosci nastepujacych funkcji:

223
(1) (b)) flx) = 21
(2) (%) flz) = 2®—=3a"+32% -9,
(3) (&) flz) = Ve-Vz+1,
1—a3
4) f@) = ——,
(5) (%) flx) = z+h(a®-1),
— 2
(6) flx) = arcsinhxz,
) @ 1) = o(ory)
(8) flx) = arcsinm,
$3
9) fl@) = 5>
T —2
(10) f@) = =
(11) (®) fz) = a%es
(12) (&) fl@) = (+a)7,
(13) f@) = %Sin[2$]+Cos[x],
(14) flw) = e/@Fva-T,
(15) f@) = (1+a):/Va,
(16) flx) = Va?l+zx—x.
Zadanie 10.2.2 (z kolokwiéw). Zbadaé przebieg zmiennosci nastepujacych funkcji:
.%'21'—
@ f0) = e
) f@) = s,
.%'3
(3) 9(x) = 55,
332
(4) fla) = xi;
5) o) = "
(6) f@) = (z-3)% -3z,
Ry
) @ = (55)
®) I
(9) flx) = Va?+taz—=,
x2
(10) fa) = Z52

Zadanie 10.2.3 (z kolokwium — &). Przedstawiwszy pierwsza pochodna funkcji

(z+1)(z — 1)?

fla) = 2+ 1

10



w postaci:

(z — a)e(x)

f/(x): (£C2+1)2

(dobierajac odpowiednie a € R) wykaz, iz wielomian trzeciego stopnia c¢(z) ma tylko jedno miejsce
zerowe T = xg (nie jest konieczne znalezienie tego x(). Nastepnie, na podstawie otrzymanych wynikéw
i nie uzywajac drugiej pochodnej f”(x), zbadaj przebieg funkcji f(z) (dziedzina, asymptoty, punkty
krytyczne i przegiecia) i naszkicuj jej wykres.

Zadanie 10.2.4 (z egzaminéw). Zbadaé przebieg zmiennoéci nastepujacych funkeji:

3
@) f@) = 5.
:C3
flz) = 2 _r_2

(%) f(z) = |z

Zadanie 10.2.5. Zbadaé przebieg zmienno$ci nastepujacych funkeji:

1.

fle) ="

flz) = 3:\;51
f) ==
fz) = me™™;
@) =
f@) =ate s

10.3 Dodatkowe zadania

Zadanie 10.3.1. Znalez¢ styczne i prostopadte do nastepujacych krzywych w nastepujacych punktach:

1.
2.
3.

4.

o.

paraboli y = 2 w punkcie z = 3;
wykresu funkcji y = ¢* w punkcie z = 1;
wykresu funkcji y = Inz w punkcie z = e?;

krzywej danej réwnaniem % + % =1 (jaka to krzywa?) w punkcie (2—\/\?, V3);

krzywej danej réwnaniem 2 + zy + y? = 3 (jaka to krzywa?) w punkcie (1,1).

Zadanie 10.3.2. Do rzeki o szerokosci 30 m wpada pod katem prostym kanal o szerokosci 10 m. Jaka
jest najwieksza dlugosé pnia drewna, ktéry moze wplynaé z kanatu do rzeki (lub vice versa)?

Zadanie 10.3.3. Swiatlo porusza sie tak, aby czas jego przejécia pomiedzy dwoma punktami byt moz-
liwie najkrétszy. Pokazaé, ze z tej zasady wynika:

1.

2.

Gdy rozpatrujemy zjawisko odbicia Swiatlia na granicy dwdich osrodkow — wynika zasada, ze kat
padania jest réwny katowi odbicia;

Gdy rozpatrujemy przejscie z jednego osrodka do drugiego — wynika prawo Snella.

11



Zadanie 10.3.4. Znalezé najwigksza warto$¢ funkcji f(x) na zbiorze liczb rzeczywistych: f(x) = (7 +

z)v/11 — 3z.
Zadanie 10.3.5. Znalez¢ objetosé najwigkszego stozka wpisanego w kule.

Zadanie 10.3.6. Znalez¢ objetosé najmniejszego stozka opisanego na kuli.
Zadanie 10.3.7. Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = Inz w jej punkcie przegiecia.

xX
(Plus definicja punktu przegiecia).

xT

Zadanie 10.3.8. Napisaé¢ réwnania stycznych do wykresu funkeji f(x) = e~ ‘w jej punktach przegiecia.

Zadanie 10.3.9. Pokazaé, ze funkcja f(x) = ze~ jest réznowarto$ciowa na przedziale ]%, oo[. Znalezé
pozostale przedziaty, na ktérych jest réznowartosciowa.
Zadanie 10.3.10. Pokazaé, ze dla dowolnego = € R spelniona jest nieréwnosé

2z arctanz > In(1 + 2?).

Zadanie 10.3.11. Pokazacé, ze dla dowolnego x € R spelniona jest nieréwnosé

2

>1— —.
cosx > 5

Zadanie 10.3.12. Pokazaé, ze jezeli xg jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu P(z), to xq jest
tez pierwiastkiem pochodnej P’(x) tego wielomianu.

Zadanie 10.3.13. Wykaza¢ nastepujace nieréwnosci:

1. Inz < /x dla x > 0;

1
2. In(l+vV1+2%) < —+1Inzdlaz >0
T

—1
3. 1nx§$7dla:c>0,x7£1;

NG

1
4. 2lnz<x——dlax>1;
T

9 1 1
<lh{l4+-) <—7—
2w+ 1 “( %) Vit
6. sinx +tgz > 2x dlawE]O,g[;
) 2 m
7. sinz-tgx > x dlaxE]0,§[§

Zadanie 10.3.14. Pokazaé, ze
x

z+1

<In(l+z)<z da z>-1.

Zadanie 10.3.15. Pokazaé, ze
2 —ar<l—-a dlaz>0 i «a€]0,1]

1

Zadanie 10.3.16. Pokazaé, ze arctan — + arctanx = % dla = > 0.
x

Zadanie 10.3.17. Wykazaé, ze zachodza réwnosci:

1—
1. arctanz + arctan r_T dla z > —1;
14+ =z

2
2. 2arctanx + arcsin . x 5 = msgnz dla [z > 1;
x
) 11
3. 3arccosx — arccos(3x —4z°) =n dlax € 33

12
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