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Wprowadzenie

Material niniejszego zbioru jest catkowicie wzigty z zbioréw zadan J. Kaminskiego, K. Grabowskiej,
J. Wojtkiewicza, P. Chankowskiego, A. Bednorza, M. Misiaka, K. Wohfelda i innych.
UWAGA'! Symbolem & oznaczone sg zadania kluczowe do przygotowania sie do kolokwium.
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1.1

Logika

Prawa logiki (tautologie)

Zadanie 1.1.1 (&). Udowodni¢, ze:

1.

2.

9.

10

pV q jest réwnowazne q V p;

p A q jest rownowazne g A p;

p A (qVr) jest réwnowazne (p A q)V (p AT);
pV (g Ar) jest rtéwnowazne (pV q) A (p V r);
p jest réwnowazne p;

p = q jest réGwnowazne p V g;

pV q jest réwnowazne p A q;

p = q jest rtéGwnowazne p A ;

p = q jest rbwnowazne § = p;

. p < q jest réwnowazne (p = q) A (¢ = p).

Zadanie 1.1.2. Znalez¢ tabelke logiczna zdania zlozonego (F'V G) A (F' A G). Czy przypomina nam
jaka$ znang bramke logiczna?

1.2

Rozpisanie zadan symbolami logicznymi

Zadanie 1.2.1 (&%). Rozwazmy nastepujace zdania:

A:
B:
C:
D:

»<Adam przyjdzie na impreze”’;
,Bartek przyjdzie na impreze’’;
,Cezary przyjdzie na impreze’’;

,2Dawid przyjdzie na impreze’.

Rozpisz ponizsze zdania za pomoca symboli logiki:

1.

2.

Zad
zZyc]

Jesli Dawid przyjdzie na impreze, to Bartek i Cezary tez przyjda.

Cezary przyjdzie na impreze, pod warunkiem, ze Adam i Bartek nie przyjda.

Dawid przyjdzie na impreze wtedy i tylko wtedy, gdy Cezary przyjdzie i Adam nie przyjdzie.
Jesli Dawid przyjdzie na impreze, to, jesli Cezary nie przyjdzie, to Adam przyjdzie.

Cezary przyjdzie na impreze, pod warunkiem, ze Dawid nie przyjdzie, ale, jesli Dawid przyjdzie,
to Bartek nie przyjdzie.

Warunkiem koniecznym, ze Adam przyjdzie na impreze jest to, ze, jesli Bartek i Cezary nie
przyjda, to Dawid przyjdzie.

Adam, Bartek i Cezary przyjda na impreze wtedy i tylko wtedy, gdy Dawid nie przyjdzie, ale,

jesli ani Adam ani Bartek nie przyjdzie, to Dawid przyjdzie pod warunkiem, ze Cezary przyjdzie.

anie 1.2.2 (&%). Pewna komisja, sktadajaca si¢ z Andrzeja, Beaty i Karoliny, musi oméwi¢ propo-
¢, a nastepnie glosowaé za nig. Uzywajac zmiennych A, B, C, ktére odpowiednio méwia , ,Andrzej,

Beata, Karolina glosowal(a) za propozycja”, rozpisz ponizsze zdania za pomoca symboli logiki:



1. jedli Karolina glosowala za propozycja, to Andrea tez za nig glosowal;
2. propozycja zostalta przeglosowana jednogloénie;

propozycja zostata odrzucona;

propozycja zostala przyjeta wiekszoscia gloséw, ale nie jednoglosnie;
tylko jedna osoba glosowata za propozycja;

jesli Karolina glosowala za propozycja, to nikt inny nie glosowal za nia;

tylko jedna osoba nie glosowala za propozycji;

o N e ot W

Karolina glosowala inaczej niz Andrzej, ale Beta glosowala tak jak on.

Zadanie 1.2.3 (z kolokwium). Zapisz ponizsze zdania za pomoca symboli logiki, sformuluj i udowodnij
w tej formie poprawnos¢ ich zaprzeczen, a nastepnie podaj te zaprzeczenia w jezyku potocznym.
a) Gdybym byta/byt bogata/bogaty, to bym miala/mial wielki dom i jezdzita/jezdzil drogim autem.
b) Jesli bede bogata/bogaty, to kupie wielki dom lub drogie auto.

Zadanie 1.2.4 (z kolokwium). Rozstrzygnij, czy ponizsze zdania zlozone sa prawdziwe dla wszystkich
wartoéci zdan p, g oraz r:

(1) (pAD) = D;
(2) (r=q =¢=p=@eql;
(3) (p=r)V(ig=")]=[pVq=r].

1.3 Dowodzenie praw logiki
Zadanie 1.3.1. Rozstrzygnij, czy zdanie ztozone
p=qgVvp=79

o zachodzi (jest tautologia),

o jest sprzeczne (nie jest spelnialne),

e nie zachodzi i nie jest sprzeczne.
Zadanie 1.3.2. Rozstrzygnij, czy twierdzenie

BV A(g=TAD)A(PVT)

zachodzi, nie zachodzi, czy jest sprzeczne.
Zadanie 1.3.3. Czy zdanie p A G = p A q jest konsekwencja logiczna zdania p?

Zadanie 1.3.4. Udowodnij, ze zdanie p = (¢ A q) jest rownowazne zdaniu p.

Zadanie 1.3.5. Rozstrzygnij, ktére z nastepujacych twierdzen zachodzi, ktére nie zachodzi, a ktoére jest
sprzeczne:

—_

p=q)\NqG=D;
p=q) = (pP=7q);
pVqg=1)VpVyq;

w N

(1) (

(2) (

(3) (

(4) (VO ANP=rNQN(G=>TAD);
(5) p=(@=7r)=(r=>9={@=r);
(6) (pVa)AN(@AD);

(7) P=qV((pAT) & q);

(8) p=a)AN=7q);

(9) (p=(qVr))V(r=Dp



Zadanie 1.3.6. Wiemy, ze:
o jesli Pawel jest szczuply, to: Karol nie jest blondynem lub Roksana nie jest wysoka;
 jesli Roksana jest wysoka, to Ola jest mila;
 jesli Ola jest mita i Karol jest blondynem, to Pawet jest szczupty;
e Karol jest blondynem.

Czy mozemy wywnioskowaé, ze Roksana nie jest wysoka?

Zadanie 1.3.7. Dostaniesz trzy pudetka. Jedno zawiera ztoto, pozostajace dwa sa puste. Ponadto, na
kazdym pudetku naklejony jest napis:

e na pudetku 1 — ,,tu nie ma zlota”;
e na pudetku 2 — ,,tu nie ma ztota”;
e mna pudetku 3 — ,zloto jest w pudetku 2”.

Tyko jeden napis méwi prawde, pozostajace dwa moéwig falsz. Postugujac sie logika, wyznaczy¢ jedyne
pudetko, ktére zawiera zloto.

Zadanie 1.3.8. ZgubiliSmy sie w jaskini i mamy przed nami trzy bramki, jedna czerwona, druga nie-
bieska a trzecia zielona. Wiemy, ze wyjscie znajduje sie za jedna bramka — za pozostajacymi dwoma
czeka na nas okropny ziejacy ogniem smok. Kazda bramka nosi napis:

e na czerwonej bramce — ,tu jest wyjscie”;
e na niebieskiej bramce — ,,tu nie ma wyjscia”;
e na zielonej bramce — ,,wyjécie nie znajduje sie za niebieska bramka”.
Wiedzac, ze przynajmniej jeden napis jest prawdziwy i ze przynajmniej jeden napis jest falszywy,

postugujac sie z logika, wyznaczy¢ jedyna bramke, za ktérg znajduje sie wyjscie z jaskini.

1.4 Dowdd nie wprost

Zadanie 1.4.1 (&%). Rozpisz ponizsze zdania za pomoca symboli logiki:

1. Przynajmniej jeden wéréd Andrzeja, Beaty, Cezara i Doroty zdal egzamin.

2. Jedli Andrzej zdat egzamin, to Cezary tez zdat.

3. Jesli Beata zdata egzamin, to Cezary nie zdatl.

4. Jesli Beata nie zdata egzaminu, to Andrzej zdal.

5. Jedli Cezary zdal egzamin, to: Andrzej zdal lub Beata zdala.

6. Jesli Dorota zdalta egzamin, to Cezary tez zdal.

7. Jesli Dorota nie zdala egzaminu, to: Andrzej zdal lub Cezary zdal.
Udowodnié¢ przez sprzeczno$c, ze z powyzszych zatozen zachodzi to, ze Andrzej zdal egzamin.
Zadanie 1.4.2 (z kolokwium). Odbywaja sie pewne wyscigi, w ktérych startuje 3 zawodnikéw, Karol,

Mariusz i Sylwia. Zawodnicy zawsze zajmuja rézne miejsca. Dla kazdego z ponizszych 4 przypadkéw,
napisz zdania A, B i C za pomoca symboli logiki i wstaw je do zdania

A= (B=0C)

Odpowiedz na pytanie czy tak otrzymane zdanie jest prawdziwe, podajac uzasadnienie.
Kazdy przypadek opracuj oddzielnie.



1. A :=,Jedli Karol wygral wyscig, to Mariusz przyby! drugi lub Sylwia przybyta trzecia’; B :=,Sylwia
nie zajeta trzeciego miejsca’’; C' :=, jesli Mariusz nie zajat drugiego miejsca, to Karol nie wygrat
wyscigu”.

2. A :=,Jesli Karol wygral wyscig, to Mariusz przybyt drugi lub Sylwia przybyla trzecia”; B :=, Mariusz
nie zajat drugiego miejsca”; C' :=, jesli Karol wygral wyscig, to Sylwia nie zajeta trzeciego miej-
sca”.

3. A :=,Jedli Karol wygral wyscig, to, jesli Mariusz nie zajal drugiego miejsca, to Sylwia zajeta
drugie miejsce”; B :=,Karol nie wygral wyscigu”; C :=,jedli Karol nie zajal trzeciego miejsca,
to Karol zajal drugie miejsca”.

4. A =, Jesli Karol wygral wyécig, to, jesli Mariusz zajal drugie miejsce, to Sylwia zajela trzecie
miejsce”; B :=,Mariusz nie zajal drugiego miejsca”; C' :=,Karol wygral, lub Sylwia przybyla
trzecia”.

Zadanie 1.4.3 (z kolokwium). Rozstrzygnij, czy ponizsze zdanie ztozone jest prawdziwe dla wszystkich
wartosci zdan p, q oraz r:

(p=r)V(ig=")]=[pVq=r].

Zadanie 1.4.4 (z kolokwium). Rozstrzygnij, czy ponizsze zdanie jest prawdziwe, czy falszywe:

(242=9)A(7T-5)=4))=(2+2=4) = (T-5=4)).



2 Teoria zbiorow

2.1 Tozsamosci teoriomnogos$ciowe
Zadanie 2.1.1 (). Wykazaé, ze

1. AUB =ANB;

2. ANB = AUB;

w

. (AUB)UC =AU (BUC);

e

.(AuB)NC=(AnC)u(BNC(C);

5. AU(B\C) =[(AUB)\C]U(ANQ).
Przypomnijmy sobie, ze A+ B := (A\B) U (B\A).
Zadanie 2.1.2 (). Wykazaé, ze

1. A+ B=B+ 4

2. A+ (B+C)=(A+B)+C;

3. AN(B+C)=(ANnB)+ (ANCQC);

4. A = B wtedy i tylko wtedy, gdy A + B = 0);

5. 2 A+ C = B+ C wynika, ze A = B.

Zadanie 2.1.3 (z kolokwium). Zapisz kazde z dwéch ponizszych zdan, dotyczacych skonczonych i
niepustych zbioréw A i B, takich, ze |A| > |B|, za pomoca symboli logiki. W obu przypadkach
odpowiedz na pytanie czy zdanie jest prawdziwe, podajac uzasadnienie.

1. 7 tego, ze, jezeli zbiér A zawiera sie w zbiorze B lub zbiér A nie zawiera sie w zbiorze B, to moc
ich sumy jest mniejsza od mocy ich réznicy, wynika, ze suma ich mocy jest réwna trzykrotnosci
mocy wiekszego z nich.

2. 7 tego, ze, jezeli zbiér A zawiera sie w zbiorze B lub zbiér A nie zawiera sie w zbiorze B, to moc
ich sumy jest wieksza od mocy ich réznicy, wynika, ze suma ich mocy jest rowna trzykrotnosci
mocy wiekszego z nich.

Zadanie 2.1.4 (z kolokwium). Udowodnij nastepujace tozsamosci dotyczace zbioréw A, B i C:

(1) (ANB=ANC)A(AUB=AUC)) < (B=C0);
(2) ANB=A\(A\B);
(3) AN(B\C)=(ANB)\C .

Zadanie 2.1.5 (z kolokwium). Sprawdz, czy ponizsze zdania sa prawdziwe dla wszystkich zbioréw A,

BicC:

(1) (A#B) = [(C\B) #(C\A)] ;
(2) [(A\ B)=(A\O)] = (B=C0) ;
(3) (AUB)C (ANB)] = (B=A).



2.2 Przedstawienie zbiorow

Zadanie 2.2.1 (z kolokwium — &). Przedstaw zbiér wszystkich podzbioréw liczb rzeczywistych zawie-
rajacych nie wiecej niz trzy liczby catkowite, uzywajac wytacznie symboléw matematycznych.

Zadanie 2.2.2 (z kolokwium — &). Niech A bedzie zbiorem punktéw (x,y) € R?, spetniajacych warunek
z?+y? < 1; niech B C R? bedzie dany poprzez nieréwnoéé¢ « < 2; niech C' C R? odpowiada nieréwnosci
(x —1)2 + 4% > 1. Znajdz i naszkicuj podzbiory AUB, AUC, ANBNC, (B~ A)UC, oraz A~ C.

Zadanie 2.2.3 (z kolokwium — &). Zapisz za pomoca notacji matematycznej zdanie: dla kazdych dwéch
roznych liczb wymiernych istnieje liczba niewymierna wieksza od jednej z nich © mniejsza od drugiej z
nich.

2.3 Moc zbioréw
Whprowadzmy symbol P(A) := {A’|A’ C A}, dla kazdego zbioru A.
Zadanie 2.3.1 (&). Zalézmy, ze |A| =n i |B| = m. Obliczy¢:

1. |A x B|;
2. |AP|, gdzie AP = {f|f: B — A}
3. |P(A)] = 2m.
Zadanie 2.3.2. Pokazaé, ze |P(P(P(D)))| = 4.

2.4 Kwantyfikatory
Zadanie 2.4.1 (&). Niech

1. =P oznacza to, ze x jest Polakiem;

2. yS oznacza to, ze y jest rodzajem sera;

3. zW oznacza to, ze z jest rodzajem wédki;
4. zLy oznacza to, ze x lubi y.

Ponad to, niech ¢ oznacza Karola i d Dorote. Sformalizuj nastepujace zdania za pomoca kwantyfika-
torow:

1. Dorota lubi wszystkie rodzaje sera;

2. niektérzy Polacy lubia wszystkie rodzaje sera;

3. Dorota lubi niektére rodzaje sera;

4. wszyscy Polacy lubig przynajmniej jeden rodzaj sera;

5. jest pewien rodzaj sera, ktory wszyscy Polacy lubia;

6. Karol nie lubi zadnego rodzaju sera;

7. wszyscy Polacy nie lubia zadnego rodzaju sera;

8. wszyscy Polacy lubia jakis rodzaj sera i jaki$ rodzaj wodki;

9. wszyscy Polacy, ktérzy lubia jaki$ rodzaj sera, lubia tez jakis rodzaj wodki.

Zadanie 2.4.2 (&%). Napisaé negacje kazdego z ponizszych zadan za pomoca kwantyfikatorow:
1. Kazdy kibic Legii jest zachwycony;

2. niektérzy notariusze sa biedni;



3. niektérzy niepiSmienni podziwiaja piSmiennych;
4. kazdy piSmienny podziwia pewnego piSmiennego;
5. dla kazdego x jest pewien y, taki, ze y > x;

6. dla kazdego x jest pewien y, taki, ze dla kazdego z > y zachodzi f(z) > .

3 Indukcja matematyczna

3.1 Dowody indukcyjne
Zadanie 3.1.1. Udowodni¢, ze:

1 (%) 1+2+3+...4n="r,

2. () 124224324 ...+ (n—1)2 4 n2 = 2ol

n?(n+1)?
4

7

3. 1342433+ +(n—-1)23+n3=
2_ 92 92 _ 42 -1,2 _ —1n(n+1),

4.12 =224 32— 42+ .+ (-1)"In? = (-1 IR,
1,1 1T .

B. s+ 6+ F o = wi

6. () liczba n® + 2n jest podzielna przez 3, dla kazdego n;

7. liczba 17n3 + 103n jest podzielna przez 6 dla kazdego n;

8. liczba 2™ + 1 jest podzielna przez 3, dla kazdego nieparzystego n;

0. YN yq" = 50 oile tylko g # 1

10. (1+a)™ > 1+ na dla kazdej liczbya > —1 (nieréwnosé¢ Bernoulliego) (Strzelecki, 1.18).

Zadanie 3.1.2 (&). Znalezé wzér pozwalajacy wyrazi¢ moc |P(A)| poprzez moc n = |A|.

Zadanie 3.1.3 (z kolokwium). W mézgu mamy okolo stu miliardéw neuronéw. Myslenie odbywa sie
za posrednictwem synaps.

a) Zal6ézmy, ze kazda my$l, powstajaca w grupie neuronéw polaczonych n synapsami, polega na
tym, ze kazda z tych synaps jest aktywna lub nie aktywna. Oblicz ile réznych mysli moze
powstaé w ukladzie neuronéw potaczonych n synapsami.

b) Zal6zmy, ze w pewnym mézgu w mysleniu na temat rachunku rézniczkowego i catkowego (RRiC)
biora udzial ustalone grupy neuronéw. W pierwszej neurony sg polaczone dwiema synapsami, w
drugiej trzema, w trzeciej czterema, i tak dalej, az do N. Udowodnij przez indukcje, ze liczba
réznych myéli, ktére moze pomysleé¢ ten mézg na temat RRiC wynosi 2V+1 — 4.

Zadanie 3.1.4. Udowodnij nastepujace twierdzenia:
a) (&) Liczba 3™ nie jest wigksza od liczby (n + 2)!, dla kazdej liczby naturalnej n.

b) Suma pierwszych n dodatnich parzystych liczb naturalnych réwna sie n(n + 1).

¢) Sor_k(k+1)(k+2) = in(n+1)(n+2)(n+3) dla kazdej liczby naturalnej n.

Zadanie 3.1.5 (z kolokwium).

a) Udowodni¢ indukcyjnie, ze liczba 52"+ 4 227+ jest podzielna przez 7 dla n > 0.

10



b) Sprawdzié¢, ze

i(_l)kz—lk2 — (—1) ! n(n+1)

2
k=1
dla kazdego n €N.

Zadanie 3.1.6 (z kolokwium). W naszej galaktyce, zwanej Droga Mleczna, jest okoto stu miliardéw
gwiazd.

a) Zalézmy, ze w Drodze Mlecznej jest dokladnie n gwiazd. Korzystajac z indukcji matematycznej,
udowodnij, ze ten zbior gwiazd ma 2" podzbioréw, wliczajac zbior pusty i jego samego.

b) Zalézmy, ze wszech$wiat sklada si¢ z N takich samych galaktyk jak Droga Mleczna (w rzeczy-
wistosci galaktyki bywaja réznych rozmiaréw). Udowodnij przez indukcje, ze w takim zbiorze
gwiazd jest (27)" podzbioréw.

Zadanie 3.1.7 (z kolokwium). Stosujac indukcje matematyczna (lub jakikolwiek inny uczciwy sposéb)
udowodnij nieréwnoéci

1

(1) (1+a)">1+na+ in(n— 1)a?;

1 1 1
9 14924... a2 ) >n2.
(2) (1+2+ —|—n)<1+2+ +n>_n,
oraz wykaz ze liczba —1 jest zawsze podwdjnym pierwiastkiem wielomianu
(3) Wy(z) = (n+2)2" " + (n + 4)2" T + 2" 4+ (=1)".
Zadanie 3.1.8 (z kolokwium). Stosujac indukcje matematyczna (kub jakakolwiek inng metoda) udo-
wodnié, ze liczba

4" 4 6n —10;

jest zawsze podzielna (bez reszty) przez 9, oraz, ze * = 1 jest zawsze podwdjnym pierwiastkiem
wielomianu

Wo(z) = (4n + 3)z" 2 — (Tn + 6)2™ ™ + (3n 4 2)2™ + 1.
Zadanie 3.1.9 (z kolokwium). Stosujac indukcje matematyczna (kub jakakolwiek innag metoda) udo-
wodnié, ze liczba
4" +15n — 1
jest zawsze podzielna (bez reszty) przez 9, oraz ze
nl>2", n>4.

Zadanie 3.1.10 (z kolokwium). Stosujac indukcje matematyczna (kub jakakolwiek inng metoda) udo-
wodnié, ze liczba

n"—n
jest podzielna (bez reszty) przez 7, dla kazdego n € N, oraz ze wielomian

Wi(z) = (n+ 1)z — (n+2)z" ™ + 1

jest podzielny (bez reszty) przez z2 — 2z + 1, dla kazdego n € N.
Zadanie 3.1.11. Udowodnié¢ indukcyjnie, ze

a®+b" <(a+0b)" <2"(a"+0V"), Va,b>0.

11



5 Ciagi

5.1

Granicy ciggdéw

Zadanie 5.1.1. Wykazaé, ze:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

(%) lim z,=1, dla z,= 3+1;

n—00 T
: _ __ 5n%+46n.
lim z,=1, dla z,= e

n—o0

() li_)m rp=1, dla 2,= \/n + v/n—/n — v/n;

lim x,=4o00, dla z,=n((n + 1)Wlo — nﬁ);

n—oo

n—0o0

() lim z,=%, dla z,= {/(n+2)(n+4)(n+5)—/n(n + 1)(n+ 3);

n—oo
: _1 _ 1 2 .
nlggo Tn=3, dla z,= V2-1 Va1’

i — —9—n 1 2
() nh_)rrolo 2p=0, dla z,=2"" (1+ ) (1+ 2) ... (1 +

SIS

);

2n—12n—2 n .

3 — —9—nN
lim z,=0, dla z,,=2 TIonTs 3

n—o0

i 7o =+oc, da =4 (1+3) (14 3) . (1 + 2);

n—0o0

nhﬁngo wnziﬁ‘lgm, dla x1=+/a, a>0, ro=+\/a + \/a, ...,xp= \/a + Tp_1;
. . . 2

(&) nie ma granicy ciagu x,, = cos P

. o ___nb"™ |,
nth;O r,=0, dla z,= Fn3nFTs

lim xn:g, dla xn:n(n+4\/n2+ —2\/n2—n—3\/n2+2n>;

n—o0

(&) lim a:n:—%, dla z,=n (n—l—2\/n2 —n+2—4vVn2+1+Vn2 —|—2n>;

n—o0

lim xn:%, dla z,= \/n2 + \/n3 +vnd — \/n2 +vn3;

n—o0

() nlgrl;o xp,=0, dla x,= ﬁ;

lim wp=lim gy, gdzie y1:=b > a = w1, Tns1 = \/Tnln, Yns1 = G
lim z,=max {1, a’}, dla x,=V/5a?" + 4a" + 3, a€ R;
n—o0

(%) lim 2,=30v22, dla z,=(n" +7) _7\/(n + 2)100 — p100 — 2001099, ac R;

n—o0

- _ _ 1 1 1.
() nILH;O rn=2, dla xn_<\/n27n+1 Ty Tt \/m),

: _ _(n2+1 n242 n24n \.
nh_}rglo zp=1, dla xn—<n3+1 t s Tt e )i

: _2 _(23-13%-1 n3-1).
() nh_)nolo =3, dla $n—<23+1 ST i1 )

lim z,=1, dla z,=V1% +24 + ... + n4.

n—oo

12



Zadanie 5.1.2 (&). Znalezé granicy ciagbéw:

n 1
DY S

3n%+5n+4

2. x, = Trn2

2n2—4n+3
2n3+3n+4

vn+3—v/n+1
Vn+b—v/n+4

5. Zn =V2n+3—vn—1

3. xp, =

4. z, =

6. T, = Vn2—n3+n

6n24+5n+4

7. 3, = S0Bntd

_ 4n?—4n+3

8. xp = 8n34+3n+4
9., = LiZtddn

3

3 2
10. @, = (22552)

11. 2y = (20 + 37 + 77)w
12. z, =27 "a cos(n)
1 2n
13. a0 = (255)
4. 2, = (Vn+4—vn+1)yn
15. =, = n(In(n) — In(n + 2))

Zadanie 5.1.3 (z kolokwium). Dla kazdego z ponizszych ciagdw odpowiedZ na pytania: czy ciag jest
zbiezny? Jezeli tak, jaka jest jego granica?

a) T, = V17427 4+ 37 + 47

_ _(@n)! |
b) z, = nlnnomn
c) T, = vVn3 —n? —n.

Zadanie 5.1.4 (z kolokwium). Dla kazdego z ponizszych ciagdw odpowiedZ na pytania: czy ciag jest
zbiezny? Jezeli tak, jaka jest jego granica?

3n
_ [ 2n41 .
a) Ty = (2&3) )

b) _ 3n3+3sin?(n)+17 cos®(n) .
In = 2(n+5)5—17 5

c) mn:n< Z—i},’—l).

Zadanie 5.1.5 (z kolokwium). Wyznaczy¢ granice ciggu {z,}, oy, gdzie

a) o, = Vnt+2n3 — v/nt + n3;

. @nt+D)(n+1)!
b) @n = (2)"(Bn+1)
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Zadanie 5.1.6 (z kolokwium). Znalezé granice n — oo ciagéw:

(1) Tn = Ynd+mn2+n+sinn— v/nd+ en? + 2021;
n2—
(2) n+3 (Wll)
Ty = ;
" n+1 ’
(2n)!
3 = =
3 o nl2n+ 1)
n+1\n?
0 S w
(5) Tp = mnsin (%/n?’ +mn — 2021 — i/n3 + gn + 2021) ;

2n? + sin(n!)

6 = :
(6) o 4n? + cos(In(n))’
(7) #n = 3nln (1 ~ Y3+ e2n 12022 + /3 + e3n — 2022) :
(8) __ sin (n7) +ntsin (%) + Tn? '

T cos (n*) + 4n3 ’

(3n)!
9 p— —_—
©) o (Bn + 2)"(2n)!’
(10) Zn = 1802 (1 — cos (i’/n3 — 2022 — /nd +n+ 2022)) :
; 7 4 17
(1) - sin (n1 ) + n*log (W + 1) + 17n? ;
cos (n'8) 4 18n3
(12) o (3n+1)!
n

(Bn+2)"(2n — 1)1

Zadanie 5.1.7. Znalez¢ granicy ciagow:

2n343n2—4n+5

L xn = 55 5rmens

2. xp ::%

3. Ty 1= VBnS—n
Von2+n

b= e

5. &y :=V3n2+2n—5—nV3
6. Tp = Vn3+4n2 —n

. 3:22nt2_q0
T Tn = Fmeryy
. 2n+173n+2

9. z, := /10" + 10— + 5" sin’(n!)
10 Ty = QW_ n 10%
11 Ty = nn3+3n2+5

12. z, = n!

(n+1)!—n!

2

13, 3, = (252
1 6 \2n
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S

15. @, = Sin<1)
tan<*)
16. 2= JT7- V77 2%

7,100
100™

3

17. z, =

. 143454+ (2n—1)
18. @y 4243+ +n

Dodatkowe zadania

Zadanie 5.1.8. Okresli¢ nastepujace zbiory:
1. Wspdlna czeéé¢ wszystkich otoczen punktu 0 € R.
2. Suma otoczen punktu 0 € R.
3. Wspdlna czesé wszystkich domknietych pdiprostych prawostronnych.
4. Wspolna czesé wszystkich domknietych pélprostych | — oo, z] dla = > 0.
5. Wspdlna cze$¢ wszystkich otwartych pélprostych | — oo, z[ dla x > 0.
6. Suma wszystkich domknietych pétprostych | — oo, z] dla x < 0.
7. Suma wszystkich otwartych pélprostych | — oo, z[ dla z < 0.

Zadanie 5.1.9. Niech
Pr(A) :={B € P(A) | |B| = k}

bedzie zbiorem k—elementowych podzbioréw zbioru A. Udowodnié, ze:
L |[Po(A)| = 1;
2. [Pu(A)] = |A];

3. istnieje podzbiér P, C AF, taki, ze |Py(A)| = |Pyl.
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