
LOGIKA

Zadanie 1 Zapisz podane formuªy zdaniowe za pomoc¡ symboli logicznych i
sprawd¹, »e s¡ tautologiami, a zatem opisuj¡ niezawodne reguªy wnioskowania.

1.1 "Je»eli ze zdania p wynika zdanie q, a zdanie p jest prawdziwe, to zdanie
q jest prawdziwe."

1.2 "Je»eli ze zdania p wynika zdanie q, a zdanie q nie jest prawdziwe, to
zdanie p nie jest prawdziwe."

1.3 "Je»eli ze zdania p wynika zdanie q, i jednocze±nie ze zdania p wynika
zaprzeczenie zdania q, to zdanie p nie jest prawdziwe."

1.4 "Je»eli ze zdania p wynika zdanie q, i jednocze±nie z zaprzeczenia zdania
p wynika zdanie q, to zdanie q jest prawdziwe."

1.5 "Je»eli przynajmniej jedno ze zda« p i q jest prawdziwe, a zdanie p nie jest
prawdziwe, to zdanie q jest prawdziwe."

1.6 "Zdanie q wynika ze zdania p wtedy i tylko wtedy gdy z zaprzeczenia zdania
q wynika zaprzeczenie zdania p."

1.7 "Nie jest prawd¡, »e przynajmniej jedno ze zda« p i q jest prawdziwe, wtedy
i tylko wtedy gdy oba zdania p i q s¡ faªszywe."

1.8 "Nie jest prawd¡, »e oba zdania p i q s¡ prawdziwe, wtedy i tylko wtedy
gdy przynajmniej jedno ze zda« p i q jest faªszywe."

1.9 "Je»eli ze zdania p wynika zdanie q, oraz ze zdania q wynika zdanie r, to
ze zdania p wynika zdanie r."

1.10 "Je»eli ze zdania p wynika, »e przynajmniej jedno ze zda« q i r jest praw-
dziwe, a zdanie q nie jest prawdziwe, to ze zdania p wynika zdanie r."

1.11 "Je»eli ze zdania p wynika zdanie q, oraz ze zdania p wynika zdanie r, to
ze zdania p wynika koniunkcja zda« q i r."

1.12 "Zdanie r wynika z koniunkcji zda« p i q wtedy i tylko wtedy gdy ze zdania
p wynika, »e zdanie r wynika ze zdania q.

1.13 "Je»eli przynajmniej jedno ze zda« p i q jest prawdziwe, a ze zdanie r
wynika zarówno ze zdania p, jak i ze zdania q, to zdanie r jest prawdziwe."

1.14 "Je»eli przynajmniej jedno ze zda« p i q jest prawdziwe, ze zdania p
wynika zdanie r, a ze zdania q wynika zdanie s, to przynajmniej jedno ze zda«
r i s jest prawdziwe."

1.15 "Ze zdania p wynika zdanie q oraz ze zdania q wynika zdanie p wtedy i
tylko wtedy gdy zdania p i q s¡ logicznie równowa»ne."
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Zadanie 2 Wyra¹ sªowami ogóln¡ zasad¦ logiczn¡ wykorzystywan¡ w poni»-
szych rozumowaniach (tak jak s¡ podawane w zadaniu 1.):

2.1 "Gdyby oskar»ony byª zabójc¡, to musiaª by¢ obecny na miejscu zbrodni.
Oskar»ony ma alibi, nie byª obecny na miejscu zbrodni. Zatem oskar»ony nie
jest zabójc¡."

2.2 "Je»eli Sokrates jest czªowiekiem, to Sokrates jest ±miertelny. Sokrates jest
czªowiekiem. Zatem Sokrates jest ±miertelny."

2.3 "Na uroczysto±ci b¦dzie prezydent albo premier. Je»eli b¦dzie prezydent,
to uroczysto±¢ b¦dzie dªuga. Je»eli b¦dzie premier, to równie» uroczysto±¢ b¦dzie
dªuga. Zatem uroczysto±¢ b¦dzie dªuga."

2.4 "Je»eli na drzewie rosn¡ jabªka, to drzewo jest jabªoni¡. Je»eli drzewo jest
jabªoni¡, to na drzewie rosna jabªka. Zatem drzewo jest jabªoni¡ wtedy i tylko
wtedy, gdy na drzewie rosn¡ jabªka."

2.5 "Je»eli Ania i Bartek si¦ spotkaj¡, to b¦dzie to w pi¡tek lub sobot¦. Nie
spotkaj¡ si¦ w pi¡tek. Je»eli wi¦c si¦ spotkaj¡, to b¦dzie to w sobot¦."

2.6 "Je»eli zwierz¦ jest ptakiem, to ma pióra. Zatem je»eli zwierz¦ nie ma piór,
to nie jest ptakiem."

2.7 "Je»eli zwierz¦ jest ptakiem, to ma pióra. Je»eli zwierz¦ ma pióra, to potra�
lata¢. Zatem je»eli zwierz¦ jest ptakiem, to potra� lata¢."

Zadanie 3 Zapisz za pomoc¡ kwanty�katorów zdania:

3.1 "Dla ka»dej liczby naturalnej istnieje liczba naturalna wi¦ksza od niej."

3.2 "Istnieje liczba naturalna wi¦ksza od wszystkich innych liczb naturalnych."

3.3 "Dla dowolnych dwóch liczb naturalnych istnieje liczba naturalna podzielna
przez obie z nich."

3.4 "Istnieje liczba wymierna nie b¦d¡ca liczb¡ caªkowit¡."

3.5 "Wynik dodawania dowolnych dwóch liczb rzeczywistych nie zale»y od ko-
lejno±ci dodawania."

3.6 "Istniej¡ dwie liczby rzeczywiste takie, »e wynik dzielenia jednej przez drug¡
nie zale»y od tego, któr¡ dzielimy przez któr¡."

3.7 "Istnieje liczba rzeczywista taka, »e wynik mno»enia jej przez dowolon¡
drug¡ liczb¦ rzeczywist¡ jest równy tej drugiej liczbie rzeczywistej."

3.8 "Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczb¡ nieujemn¡."
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3.9 "Istnieje liczba rzeczywista nie b¦d¡ca kwadratem »adnej liczby rzeczywi-
stej."

3.10 "Istniej¡ dwie ró»ne liczby rzeczywiste których kwadrat jest równy 2."

3.11 "Dla dowolnych dwóch liczb rzeczywistych, je±li s¡ ró»ne, to istnieje liczba
wymierna wi¦ksza od jednej z nich i mniejsza od drugiej z nich."

3.12 "Dla dowolnej liczby wymiernej istniej¡ dwie liczby calkowite, takie, ze ta
liczba wymierna jest ich ilorazem."

Zadanie 4 Rozstrzygnij, dla jakich warto±ci x ∈ R prawdziwe s¡ formuªy

4.1 ∃n ∈ N : n > x

4.2 ∀n ∈ N : n > x

4.3 ∃n ∈ N : n < x

4.4 ∀n ∈ N : n < x

4.5 ∃n ∈ N+ : 1
n < x

4.6 ∀n ∈ N+ : 1
n < x

4.7 ∃n ∈ N : 2n > x

4.8 ∀n ∈ N : 2n > x

4.9 ¬(∃n ∈ N : 2n ≤ x)

4.10 ¬(∀n ∈ N : 2n ≤ x)

4.11 ∀y ∈ R, y > x : y > 2

4.12 ∃y ∈ R, y > x : y > 2

4.13 ∀y ∈ R, y > x : y < 2

4.14 ∃y ∈ R, y > x : y < 2

Zadanie 5 Rozstrzygnij, czy prawdziwe s¡ zdania

5.1 ∀x ∈ R ∃n ∈ N : n > x

5.2 ∀x ∈ R+ ∃n ∈ N+ : 1
n < x
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5.3 ∀x ∈ R ∃n ∈ N : 2n > x

5.4 ∃n ∈ N ∀x ∈ R : n > x

5.5 ∃n ∈ N+ ∀x ∈ R+ : 1
n < x

5.6 ∃n ∈ N ∀x ∈ R : 2n > x

5.7 ∀x ∈ R ∀y ∈ R∃n ∈ N+ : 1
n < |x− y|

5.8 ∃n ∈ N+ ∀x ∈ R ∀y ∈ R : 1
n < |x− y|

5.9 ∀n ∈ N+ ∀x ∈ R ∃y ∈ R : 1
n < |x− y|

5.10 ∀n ∈ N+ ∃y ∈ R ∀x ∈ R : 1
n < |x− y|

5.11 ∀x ∈ R ∃y ∈ R, y > x : sin y = 0

5.12 ∃y ∈ R ∀x ∈ R, x < y : sin y = 0

5.13 ∃x ∈ R ∀y ∈ R, y > x : sin y = 0

5.14 ∀x ∈ R ∃n ∈ N+ ∀y ∈ R : (|x− y| < 1
n ) ⇒ (|x2 − y2| < 1)

5.15 ∃n ∈ N+ ∀x ∈ R ∀y ∈ R : (|x− y| < 1
n ) ⇒ (|x2 − y2| < 1)

Zadanie 6 Trzej bracia: Wojciech, Tomasz i Andrzej, zostali sportowcami, ale
w ró»nych sportach: piªce no»nej, siatkówce, i kolarstwie.

� Najstarszy z braci zostaª piªkarzem.

� Wojciech jest mªodszy od Andrzeja.

� Siatkarz jest starszy od Tomasza.

Ustal kolejno±¢ wieku trzech braci, oraz który sport ka»dy z nich uprawia.Opisz
ka»dy krok rozumowania.

Zadanie 7 Trzech rycerzy króla Artura - Lancelot, Galahad i Parsifal - za-
mieszkali w trzech zamkach, poªo»onych w jednej linii, w ró»nej odlegªo±ci od
morza. W ka»dym z tych zamków zamieszkiwaªa równie» jedna z trzech bestii -
smok, gryf oraz jednoro»ec.

� Galahad nie zamieszkaª w zamku le»¡cym najbli»ej morza.

� Gryf nie mieszkaª w zamku s¡siaduj¡cym z zamkiem smoka.

� Lancelot i Galahad zamieszkali w s¡siaduj¡cych zamkach.

4



� Smok mieszkaª dalej od morza ni» jednoro»ec.

� Parsifal nie zamieszkaª w zamku, w którym mieszkaª gryf.

Ustal, w którym zamku mieszkaªa która bestia i który rycerz. Opisz ka»dy

krok rozumowania.

ZBIORY

Zadanie 8 Zapisz za pomoc¡ symboli matematycznych zbiory

8.1 Zbiór wszystkich liczb naturalnych wi¦kszych od 5 i mniejszych od 27.

8.2 Zbiór wszystkich liczb naturalnych podzielnych przez 4.

8.3 Zbiór wszystkich liczb naturalnych podzielnych przez przynajmniej jedn¡ z
liczb naturalnych od 2 do 7.

8.4 Zbiór wszystkich liczb naturalnych podzielnych przez przynajmniej jedn¡ z
liczb naturalnych wi¦kszych od 1 a mniejszych od tej pierwotnej liczby naturalnej
(czyli posiadaj¡cej tzw. dzielnik wªa±ciwy).

8.5 Zbiór wszystkich liczb naturalnych nieposiadaj¡cych dzielnika wªa±ciwego.

8.6 Zbiór wszystkich liczb wymiernych wi¦kszych od 0 i mniejszych od 1.

8.7 Zbiór wszystkich dodatnich liczb wymiernych których kwadrat jest wi¦kszy
od 2.

8.8 Zbiór wszystkich liczb wymiernych których nieredukowalna posta¢ uªam-
kowa ma mianownik wi¦kszy ni» 5.

8.9 Zbiór wszystkich liczb rzeczywistych dla których funkcja sinus przyjmuje
warto±¢ 0.

8.10 Zbiór wszystkich par liczb rzeczywistych dla których druga z liczb jest
kwadratem pierwszej.

8.11 Zbiór wszystkich par liczb rzeczywistych których iloczyn jest wi¦kszy od
sumy.

Zadanie 9 Udowodnij, »e dla dowolnych zbiorów

9.1 (A ∩B)′ = A′ ∪B′

9.2 (A ∪B)′ = A′ ∩B′
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9.3 (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

9.4 (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C)

9.5 A ∩B = A wtedy i tylko wtedy, gdy A ⊂ B

9.6 A ∪B = A wtedy i tylko wtedy, gdy B ⊂ A

9.7 (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C)

9.8 (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C)

Zadanie 10 Zde�niujmy operacj¦ na zbiorach A ÷ B = (A \ B) ∪ (B \ A).
Udowodnij, »e dla dowolnych zbiorów

10.1 A÷B = (A ∪B) \ (A ∩B)

10.2 (A÷B)÷ C = A÷ (B ÷ C)

10.3 A÷B = ∅ wtedy i tylko wtedy, gdy A = B.

Zadanie 11 Udowodnij, »e dla dowolnych zbiorów sko«czonych

11.1 |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

11.2 Je»eli A,B ⊂ C, to |A ∩B| ≥ |A|+ |B| − |C|.

Zadanie 12 Sprawd¹, czy dla dowolnych zbiorów prawdziwe s¡ zdania

12.1 (A \B) ∪ C = (A ∪ C) \ (B ∪ C)

12.2
(
(A ∪B) ⊂ (A ∩B)

)
⇒ (A = B)

12.3
(
(A \B) = (A \ C)

)
⇒ (B = C)

12.4
(
(A ⊂ B) ∧ (A ⊂ C)

)
⇒

(
A ⊂ (B ∩ C)

)
12.5

(
A ⊂ (B ∪ C)

)
⇒

(
(A ⊂ B) ∨ (A ⊂ C)

)
12.6 (A \B)× (C \D) = (A× C) \ (B ×D)

Zadanie 13 Udowodnij, »e
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13.1
⋃

n∈N+
[ 1n , 1] =]0, 1]

13.2
⋂

n∈N+
]− 1

n , 1] = [0, 1]

13.3
⋃

x∈[0,1] [x
2, x] = [0, 1]

13.4
⋃

x∈[1,2] [x, x
2] = [1, 4]

13.5
⋂

x∈[2,3] [x, x
2] = [3, 4]

13.6
⋃

t∈[0,1] [0, t]× [t, 1] = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ y ≤ 1}

13.7
⋃

t∈R+
]0, t[×]0, 1

t [= {(x, y) ∈ R+ × R+ |xy < 1}

13.8
⋃

t∈R {(x, y) ∈ R2 | y < 2tx− t2} = {(x, y) ∈ R2 | y < x2}

13.9
⋃

r∈R+
{(x, y) ∈ R2 | (x− r)2 + y2 < r2} = R+ × R

13.10
⋃

r∈R {(x, y) ∈ R2 | (x− r)2 + y2 < 1
2r

2} = {(x, y) ∈ R2 | |x| > |y|}

Zadanie 14 Zaznacz na pªaszczy¹nie zbiory

14.1 {(x, y) ∈ R2 |xy ≤ 8} ∩ {(x, y) ∈ R2 | |x+ y| ≤ 6}

14.2 {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 ≤ 2} \ {(x, y) ∈ R2 | y ≥ x2}

14.3 {(x, y) ∈ R2 |x2 < y < 1
2x

2} ∪ {(x, y) ∈ R2 | y2 < x < 1
2y

2}

14.4
⋃

t∈[0,1] [t, 3 + 2t]× [t, 3− 2t]

14.5
⋃

t∈[0,π] [0, t]× [0, sin t]

Zadanie 15 Niech fk(x) = x2 + (2− k)x+ 1. Zapisz jawnie zbiory
{k ∈ R | ∀x ∈ R : fk(x) > 0} oraz {k ∈ R | ∀x > 0 : fk(x) > 0}.

FUNKCJE I RELACJE

Zadanie 16 Niech f : R → R, f(x) = x2. Zapisz jawnie zbiory f([−1, 2]),
f(]− 1, 2[), f−1([−1, 2]), f−1([1, 2]).
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Zadanie 17 Niech f : R2 → R, f(x, y) = x2 + y2. Zaznacz na pªaszczy¹nie
zbiory f−1([−1, 2]), f−1([1, 4]).

Zadanie 18 Udowodnij, »e dla dowolnych zbiorów X,Y i dowolnej funkcji f :
X → Y

18.1 ∀A,B ⊂ X : (A ⊂ B) ⇒
(
f(A) ⊂ f(B)

)
18.2 ∀A,B ⊂ Y : (A ⊂ B) ⇒

(
f−1(A) ⊂ f−1(B)

)
18.3 ∀A ⊂ X : A ⊂ f−1

(
f(A)

)
, a gdy funkcja f jest injekcj¡, zachodzi rów-

no±¢.

18.4 ∀A ⊂ Y : f
(
f−1(A)

)
⊂ A, a gdy funkcja f jest surjekcj¡, zachodzi

równo±¢.

Zadanie 19 Sprawd¹, czy podana relacja R : A × B → {prawda, faªsz} jest
relacj¡ funkcyjn¡

19.1 A = B = N+, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x|y

19.2 A = B = Z, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x = 2y

19.3 A = B = R, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x = 2y

19.4 A = B = R, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x− y ∈ Z

19.5 A = B = R+, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x2 + y2 = 1

19.6 A = B = R+, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x2 − y2 = 1

19.7 A = B = R+, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x2 − y2 = −1

19.8 A = R, B = R× R, xR(y1, y2) wtedy i tylko wtedy, gdy x = y1

19.9 A = R× R, B = R, (x1, x2)Ry wtedy i tylko wtedy, gdy x1 = y

Zadanie 20 Sprawd¹, czy podana relacja R : A × A → {prawda, faªsz} jest
relacj¡ równowa»no±ci. Je±li jest, opisz jej klasy równowa»no±ci.

20.1 A = N+, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x|y

20.2 A = Z, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy 3|(x− y)
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20.3 A = R, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x− y ∈ Z

20.4 A = R, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x2 = y2

20.5 A = R, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy sinx = sin y

20.6 A = R, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x = y2 lub y = x2

20.7 A = R× R, (x1, x2)R(y1, y2) wtedy i tylko wtedy, gdy x1 + y2 = x2 + y1

20.8 A = R× R, (x1, x2)R(y1, y2) wtedy i tylko wtedy, gdy x1y2 = x2y1

20.9 A = (R× R) \ {(0, 0)}, (x1, x2)R(y1, y2) wtedy i tylko wtedy, gdy x1y2 =
x2y1

INDUKCJA MATEMATYCZNA

Zadanie 21 Udowodnij, korzystajac z indukcji matematycznej, »e dla dowolnej
liczby naturalnej n

21.1 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+1)
2

21.2 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

21.3 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = n2(n+1)2

4

21.4 12 − 22 + 32 − 42 + · · ·+ (−1)n−1n2 = (−1)n−1 n(n+1)
2

21.5 1
1·2 + 1

2·3 + 1
3·4 + · · ·+ 1

n(n+1) =
n

n+1

21.6 1 + q + q2 + · · ·+ qn = 1−qn+1

1−q , dla q ̸= 1

21.7 liczba n3 + 2n jest podzielna przez 3

21.8 liczba 17n3 + 103n jest podzielna przez 6

21.9 liczba 22n+1 + 1 jest podzielna przez 3

21.10 liczba 4n + 15n− 1 jest podzielna przez 9

21.11 (1 + a)n ≥ 1 + na dla a > −1

21.12 wielomian (n+1)xn+2 − (n+2)xn+1 +1 jest podzielny przez wielomian
x2 − 2x+ 1
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Zadanie 22 


22.1 Udowodnij, »e je»eli F0 = 0, F1 = 1, ∀k ∈ N : Fk+2 = Fk+1 + Fk, oraz

φ = 1+
√
5

2 , to

Fn =
1√
5

(
φn − (−1)n

φn

)
22.2 Udowodnij, »e je»eli a0 = 0, a1 = 1, ∀k ∈ N : ak+2 = 5ak+1 − 6ak, to

an = 3n − 2n

22.3 Udowodnij, »e je»eli a0 = 0, a1 = 1, ∀k ∈ N : ak+2 = 4ak+1 − 4ak, to

an = n2n−1

KRESY

Zadanie 23 Niech Ai, i ∈ I b¦dzie pewn¡ rodzin¡ zbiorów, B =
⋃

i∈I Ai,
a f b¦dzie pewn¡ funkcj¡ f : B → R. Niech Mi = sup{f(x) |x ∈ Ai} oraz
M = sup{f(x) |x ∈ B}. Udowodnij, »e M = sup{Mi | i ∈ I}.

(Komentarz: analogiczne twierdzenie zachodzi dla kresów dolnych.)

Zadanie 24 Uzasadnij, »e kresami: górnym i dolnym zbioru

24.1 {
√
n+ 2−

√
n+ 1 |n ∈ N} s¡ odpowiednio

√
2− 1 oraz 0.

24.2 { x2

x4+1 |x ∈ R} s¡ odpowiednio 1
2 oraz 0.

Zadanie 25 Rozstrzygnij, czy podane zbiory s¡ ograniczone od góry i doªu, a
je±li tak, znajd¹ ich kresy.

25.1 { m
(m+n)n |m,n ∈ N+}

25.2 {
√
x+ 1−⌊

√
x⌋ |x ∈ R+}, gdzie ⌊x⌋ oznacza najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡

nie wi¦ksz¡ ni» x.

CI�GI

Zadanie 26 Rozstrzygnij, czy podane ci¡gi s¡ monotoniczne (a je±li tak, to
jak) oraz czy s¡ ograniczone (z góry i z doªu).
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26.1 an = 1
n2+n

26.2 an = 2n+3
2n+5

26.3 an = 2n − n

26.4 an = 1
2−(−1)n

26.5 an = 1
n−(−1)n

26.6 an =
√
n2 + 1− n

26.7 an =
√
n+ 1

n

26.8 an =
√
n+ 1−

√
n

26.9 an = n
√
2

26.10 an = 2n−
√
n

26.11 an = n2

2n

26.12 an = 2n

n!

26.13 an = nn

n!

Zadanie 27 Znajd¹ granice podanych ci¡gów

27.1 an = 2n−1
5n+1

27.2 an = 3n+1
3n+4

27.3 an = 5n2+6n
5n2−3

27.4 an = 12n2+7n
n3−9

27.5 an = 4n3−3n
2n2+5

27.6 an = 2n3

2n2+3 + 1−5n2

5n+1

27.7 an = n
2n

27.8 an = n4

n2+2n

27.9 an =
√
n2+4n

3√8n3−3n2
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27.10 an =
√
n2 + n− n

27.11 an =
√
4n2 + 2n+ 5− 2n

27.12 an =
√
n+

√
n−

√
n−

√
n

27.13 an = n(
√
n+ 3−

√
n− 1)

27.14 an = 3
√
(n+ 1)3 − 1− 3

√
(n− 1)3 + 1

27.15 an = n2(
√
n2 + 1− 3

√
n3 + 1)

27.16 an = 3
√
(n+ 2)(n+ 4)(n+ 5)− 3

√
n(n+ 1)(n+ 3)

27.17 an =
√
n4 + n3 − n2 −

√
n2 + n

27.18 an = 99
√
n100 + n99 − n

27.19 an = 1
n√2−1

− 2
n√4−1

27.20 an = 1
n2+1 + 2

n2+1 + 3
n2+1 + · · ·+ n

n2+1

27.21 an =
√
2n+1

3
√
3n+1

27.22 an = n
√
4n + 7 · 2n + 1

27.23 an = n
√
3n + n3

27.24 an = n
√
3 + sinn

27.25 an = n

√
3n+5n

2n+7n

Zadanie 28 W zale»no±ci od warto±ci parametru p ∈ R znajd¹ granice ci¡gów

28.1 an = n+1
n+np

28.2 an = pn2

(p−1)n2+n

28.3 an = (p−2)n+1

(p2−2p−3)n−2

28.4 an = p
√
np + n

28.5 an = n
√
pn + 2n

28.6 an = n
√
p2n + 2pn + 2
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Zadanie 29 Znajd¹ granice podanych ci¡gów (lub uzasadnij, »e nie istniej¡):

29.1 an = 2n+1
πn sin πn

2n+1

29.2 an = 2n+1
π sin π

2n+1

29.3 an = 2n+1
πn2 sin πn2

2n+1

29.4 an = πn2

2n+1 sin
πn2

2n+1

29.5 an = πn
2n+1 sin

πn2

2n+1

29.6 an = n2+1
πn2 sin πn2

n2+1

29.7 an = n2+1
2π sin 2πn2

n2+1

29.8 an = πn2

n+1 sin
πn2

n+1

29.9 an = 2πn2

n+1 sin 2πn2

n+1

29.10 an = 2n+1
π cos π

2n+1

29.11 an = 2n+1
π cos πn

2n+1

29.12 an = n+1
πn2 cos πn2

n+1

29.13 an = n+1
πn cos πn2

n+1

29.14 an = 2n+1
2πn2 cos 2πn2

2n+1

29.15 an = 2n+1
π cos 4πn2

2n+1

29.16 an = 8πn(n+1)
4n+3 cos 8πn(n+1)

4n+3

29.17 an = 2n+1
π tg π

2n+1

29.18 an = 2n+1
πn tg πn

2n+1

29.19 an = 2n−1
πn tg πn

2n−1

29.20 an = 2n−1
πn2 tg πn

2n−1

29.21 an = 2n−1
πn2 tg πn2

2n−1

29.22 an = 2n−1
2πn2 tg

2πn2

2n−1

13



Zadanie 30 Znajd¹ granice podanych ci¡gów

30.1 an =
(

n
n−3

)n

30.2 an =
(

3n
n−3

)3n

30.3 an =
(

n
3n−1

)3n−1

30.4 an =
(

n
n−3

)3n−1

30.5 an =
(

(n+1)(3n+2)
(3n−1)(n+2)

)(2n−1)(n+3)

30.6 an =
(

(n+1)(3n+2)
(3n+1)(n+2)

)(2n+1)(n+3)

30.7 an =
(

(n+1)(3n+2)
(3n+1)(n+2)

)2n+1

30.8 an =
(√

n2+1
n

)n

30.9 an =
(√

n2+n+1
n

)n

30.10 an =
(√

n2 + 1− n
)n

30.11 an =
(√

n2 + n− n
)n

30.12 an =
(√

n2 + 2n− n
)n

30.13 an =
(√

n2 + 3n− n
)n

30.14 an =
(
cos 2n+1√

n+2

)n

30.15 an =
(
cos(

√
n+ 1−

√
n)
)n

30.16 an =
(
2− n

√
2
)n

30.17 an =
(

1+ n√5
2

)n

30.18 an =
(

1+ n√5
1+ n√7

)n

30.19 an =
(

n√3+ n√5
n√2+ n√7

)n
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Zadanie 31 Znajd¹ granice podanych ci¡gów

31.1 an = n(1− e
2

n+1 )

31.2 an = n(1− 2
2

n+2 )

31.3 an = n(e
n

n+1 − e
n+1
n )

31.4 an = n(3
n

n+1 − 2
n

n+1 − 1)

31.5 an = n ln n+1
n−1

31.6 an = n2

n+1 ln
n

n+1

31.7 an = n2

2n+1 ln
n

2n+1

31.8 an = 2n ln 2n+1
2n+3

31.9 an = 7n ln 3n+5n

2n+7n

31.10 an = 5n ln 3n+5n

2n+5n

31.11 an = n ln(1− sin 1
n )

31.12 an = n2
(
ln(1− sin 1

n ) + ln(1 + sin 1
n )

)
31.13 an = n ln(sin 1

n )

31.14 an = 1
n ln(sin 1

n )

GRANICE FUNKCJI

Zadanie 32 Znajd¹ granice podanych funkcji we wszystkich punktach brzego-
wych dziedziny (z obu stron), w tym w ±∞ (gdy to ma sens).

32.1 f(x) = (x2−1)(x2−4)
x3

32.2 f(x) = x2

4x2−1

32.3 f(x) = x3

(x2−1)2

32.4 f(x) =
√

x−1
x+1

32.5 f(x) =
3
√
x

4x2−1
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32.6 f(x) =
√
x2+1
x2−1

32.7 f(x) =
√
x2−1
x2+1

32.8 f(x) = x+
√
x2 + 1

32.9 f(x) = 2x+
√
x2 + 1

32.10 f(x) = 2x−
√
x2 + 1

32.11 f(x) =
√
x2 + 1−

√
x2 − 1

32.12 f(x) = x+
√
x2+1
x

32.13 f(x) =
√

x+1
x +

√
x

x+1

32.14 f(x) =
√

x+1
x −

√
x

x+1

32.15 f(x) = |x−1|+|x|−1
x

32.16 f(x) = x7−1
x4−1

32.17 f(x) = ex−1
ex+1

32.18 f(x) = e7x−e−7x

ex−e−x

32.19 f(x) = ex+e2x+e3x−3
2x

32.20 f(x) = ex
2
−1√

1+x2−1

32.21 f(x) = 1
x ln(1 + x+ x2)

32.22 f(x) = 1
x ln(x+ x2)

32.23 f(x) = 1
x ln(1− 3

2x+ 1
2x

2)

32.24 f(x) = 1
x−1 ln(2x− x2)

32.25 f(x) = x sin 1
x

32.26 f(x) = x cos 1
x

32.27 f(x) = tg πx
|x|+2

32.28 f(x) = tg πx
|x|+1

32.29 f(x) = tg πx
x2+1
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Zadanie 33 Znajd¹ warto±ci parametrów p, q, r ∈ R dla których podane funk-
cje sa ci¡gªe na caªej dziedzinie.

33.1 f(x) = x2
√
1+2x2−

√
1+x2

dla x ̸= 0, f(x) = p dla x = 0

33.2 f(x) = xp−1
x−1 dla x > 1, f(x) = sin(πx)

ln(3x−2) dla x ≥ 1

33.3 f(x) = px−3
x−2 dla x < 2, f(x) = q dla x ≥ 2

33.4 f(x) = ex+2+ex+e1−2x−p
x2−1 dla |x| > 1, f(x) = qx+ r dla |x| ≤ 1
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